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Glossary of Notation 


Roman alphabet 
A(G) adjacency matrix 
AdjA adjugate matrix 
B(G) bandwidth 
Bu bases of matroid 
Cu circuits of matroid 
C, cycle with n vertices 
Ci power of a cycle 
c(G) number of components 
c(G) circumference 
C(G) (Hamiltonian) closure 
c(e) cost or capacity 


cap(S, T) capacity of a cut 
d. dy degree sequence 
d(v), dc (v) degree of vertex 
d*(v),d (v) out-degree, in-degree 


D digraph 

D(G) distance sum 

d(u, v) distance from u to v 
diam G diameter 

det A determinant 

E(G) edge set 

E(X) expected value 

e(G) size (number of edges) 


ft(v), f*(S) total exiting flow 
f (u), f (S) total entering flow 


4 function, flow 

P number of faces 

G graph (or digraph) 

GP random graph in Model A 
Han Harary graph 

Iy independent sets of matroid 
1 identity matrix 

J matrix of all 1’s 

K, complete graph 

Ke complete bipartite graph 
L(G) line graph 

(e) lower bound on flow 


continued on inside back cover 


Non-alphabetic notation 


adjacency relation 
successor relation (digraph) 
isomorphism relation 
congruence relation 
implication 

floor of number 

ceiling of number 

{1 ecco} 

absolute value of number 
size of set 

set description 

infinity 

empty set 

union 

intersection 

subset 

subgraph 

subgraph of G induced by S 
complement of graph or set 
(planar) dual 

kth power of graph 

set of k-tuples from S 

edge cut 

source-sink cut 

deletion of vertex 

deletion of edge 

contraction of edge 

disjoint union of graphs 
join of graphs 

cartesian product of graphs 
symmetric difference 
vertex duplication 

vertex multiplication 
cartesian product of sets 
difference of sets 

binomial coefficient 
multinomial coefficient 
n-vector with all entries 1 
conditional variable or event 


b mod n 


AES 


Lx] 


8% 


GOH 
GaH, AaB 
Gox 
Goh 
AxB 
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(Preface) المقدمة‎ 


تعد نظرية البيان الأفضلّ ‏ استكشاف طرق البرهان ‏ الرّياضيّات المتقطعة؛ فضلاً عن ST‏ كثيرًا من 
التطبيقات 2 العديد من النواحي الحسابية؛ والاجتماعية؛ والعلوم الطبيعية يستند إلى نتائجها. وهذا الكتاب يصلح 
مقدمّة لفصل واحد لطلبة البكالوريوس. أو 2 بداية مرحلة الدراسات العلياء أو بوصفه مقدمة 2 فصلين دراسيين. 
إضافة إلى أنْ هذا الكتاب لا يفترض معرفة معلومات مسبقة 2 نظريّة البيان. بالإضافة إلى اشتماله على العديد من 
الخوارزميّات والتّطبيقات: إلا أنّ التركيز سوف يكون على فهم بنية البيانات والأساليب التي استعملت لتحليل المسائل 
2 نظرية old!‏ 

لقد A‏ العديد مق OSI‏ التجامعية حول a pled‏ الينان::ويسبب 22S‏ على كل من البزاهين والتطبيقات Meo‏ 
ob‏ التموذج الأولي لهذا الكتاب كان الكتاب الرّائع ل U.S. R. Murty 9J.A. Bondy‏ وهو نظريّة البيان وتطبيقاتها 
(Graph theory with applications) ([1976] Macmillan/ North Holland)‏ ما زالت نظريّة البيان 
2 بدايتهاء ولا يوجد إجماع على كيفية تقديم المادة الاستهلالية. وتعدٌ كيفية اختيار الموضوعات وترتيبهاء واختيار 
البراهين والأهداف والأفكار المتضمنة. موضعٌ نقاش 2 هذا الكتاب» وقد تعلمت صعوبة اتخاذ القرار بعد العديد من 


مراجعاتي له. 
الطبعة الثانية 


لقد deal pe coagead‏ الطيحة ASL‏ من هدا Aull adis deli suus 2 LSI‏ إلى Aula‏ والمخاضز 
على حدّ سواء» من خلال التعديلات على تقديم المادة وعرضهاء إضافة إلى عدم وجود تغييرات جذرية 2 المحتوى. 
وخصوصًا ب الأجزاء الأولى dia‏ وقد تُوقشت بعض التغييرات بتفصيل أكثر ب نهاية هذه المقدمة. وفيما يأتي تلخيص 
gf.‏ 
٠‏ يشار إلى المادة الاختياريّة ضمن البنود غير الاختياريّة t ( X)‏ حيث D]‏ مثل هذه المواضيع لم تناقش لاحقاء 
ويمكن تجاوزها؛ ففي حال إعطاء المادة ‏ فصل دراسيّ واحد. فمن المفترض تجاوز هذه المواضيع. ولكن 
عندما يشار إلى البند الجزكيّ ب“ اختياري“ Sle‏ هذا البند برمّته اختيارئ؛ وعليه لم يشر إليه ب (X)‏ على 
مروا 
o‏ للطلبة ذوي الخبرة المتواضعة؛ lll caa‏ ۸ کن E Lila as pa‏ : المجموعات والعبارات 
المنطقيّة, والاستقراءء ally‏ والمعاملات ذات الحدّين, والعلاقات. ومبدأ أعشاش (طواقي) الحمام. 
٠‏ إعادة صياغة العديد من البراهين بصورة اكثر سهولة مع إضافة بعض التفاصيل» واضيفت كذلك امثلة 
أكثر. 
0 أطنيف أكثر من 350اتمرينًا؛ حيك تضمئت القصول 721 التعارين السهلة::ويوجد ON‏ أكثر من 1200 
٠‏ أضيف أكثر من 400 توضيح. ترص فيها أنواع مختلفة من الأضلاع الغامقة وغير الغامقة؛ والمتصلة 
والتقطعة لعرض أكثر وضوحًا. 
Coates ٠‏ مجموعة السائل الأسهل ف بداية تمازين كل ads‏ (كرس):انتكون VOL geal‏ للتمازين الأضعب: 
إضافة إلى توضيح عبارات بعض هذه التّمارين. 
o‏ هناك ملحق للمساعدات ALS‏ بالإضافة الي المساعدات المرافقة لعبارات التمارين. 


VI‏ المقدمة 


٠‏ لسهولة الدخول؛ caja‏ المصطلحات ba‏ غامق؛ حيث Gf‏ الغالبية العظمى منها وردت 2 تعريف 
المفردات. 1 

٠‏ لسهولة الوصول؛ Coi‏ معجمٌ بالرموز المستخدمة داخل غلاف الكتاب. 

٠‏ إعادة المادة التي تتضمن ÅS‏ من الحلقات الأويلريّة. والبيانات الموجهة. ومبرهنة توران ليكون التعليم 
أكثر فاعليّة. 

Jas‏ الفصلان 6و7 لتقديم فكرة Sue dig lull‏ وأصبح بند التعقيد لاحقا. 

up *‏ معجم المصطلحات من خلال حذف الأخطاء الموجودة فيه وتم التركيز على ارتباط المفردات 
ailh‏ مباشرة. 


الملامح 

تساعد الملامحٌ Ac‏ -2 هذا الكتاب الطلبة على فهم المادة؛ حيث توجد مناقشة لأساليب yl ‘ola‏ مخ 
0 تمرين متباينة الصّعوبة وأكثر من 400 توضيع؛ وكثير من ALLA‏ إضافة إلى أن البراهين عُرضت بصورة 
كاملة 2 «Jail‏ 

يبدأ كثير من طلبة البكالوريوس 2 دراسة مادة نظرية البيان قبل دراسة أساليب البرهان بصورة وافية. لذاء 
Se‏ ملحق A‏ يزد الطلبة بالخلفيّة الرياضيّة التي تساعدهم على البدء بالدراسة. أما الطّلبة الذين لديهم صعوبة ب 
الفهم أو كتابة البراهين ‏ بداية المادة؛ فيجب تشجيعهم على قراءة هذا الملحق Gal lly‏ مع الفصل الأوّل. | بعض 
المناقشات لأساليب البرهان ما زالت تظهر 2 البنود الأولى من هذا الكتاب (وخصوصًا فيما يتعلق بالاستقراء ). ولكنُْ 
المعالجات الموسّعة للخلفيّة الأساسيّة (وخصوصًا فيما يتعلق بالمجموعات: والدّوال: والعلاقات: Sally‏ الأولى) فتظهر 
خ الملحق 4. 3 

تتطلب معظم التُمارين براهين. فضلاً عن GI‏ الكثير من طلبة البكالوريوس ذوو خبرة متواضعة -2 تقديم الشروح, 
وهذا يعيق تحسّنهم 2 نظريّة البيان والرّياضيّات الأخرى. aos‏ النظام Glan‏ المنطقي لتعليل الحجة ذا قيمة عالية 
دون اعتماده على الرّياضيّات؛ لذاء فعلى الطلبة مراعاة ذلك وعند كتابة حلول التمارين عليهم el‏ كيفية استخدام 
اللغة (يقولون ما يعنون)؛ وأنْ يكونوا صريحين 2 تفكيرهم (يعنون ما يريدون قوله) . 

وعلى الرّغم من Bl‏ الكثير من المفردات -2 نظريّة البيان تقترح تعريفات خاصةء YI‏ أن (rity ebd sue‏ 
عائقًا. لذاء يرغب الرّياضيون ب جمع تعريفاتهم 2 البداية. إلا أن نجاح معظم الطلبة يعزى إلى استخدامهم المفهوم 
قبل الشروع 2 الموضوع التالي. لهذا السبب وإضافة إلى الخبرة, Ling‏ على طلبات المحكّمين: فقد ca Sd‏ كثيرًا من 
التعريفات حتى تستدعي الحاجة إليها . فعلى سبيل المثال؛ تناولت تعريف ca LA‏ (الجداء) DBAS‏ بند 1.5 مع 
مسائل التلوين. Lal‏ البيانات الخطيّة فمعرّفة B‏ الدرس 2.4 مع مبرهنة منجر, و الدرس 1.7 مع تلوين الأضلاع. 
وتناولت أيضًا تعريفات البيان الجزئيّ المحدّث (المستحدث) والرّبط .2 البندين 1 .92 1.3 على Lal ung sail‏ العالجة 
الصروريّة للبيانات الموجهة فقد فقد i‏ 2.0 البند 4.1؛ easy‏ البيانات الموجّهة بالتزامن مع البيانات يؤدي إلى 
إرباك الطلبة؛ ؛ لذا رأينا عرضها 2 نهابة الفصل 1 لكي نسمح للطلبة أن يكونوا أكثر تناغمًا مع المفاهيم الأساسيّة 2 
سياق النموذج نفسه. وخصوصا ČÍ‏ مناقشة البيانات الموجّهة تعزز بعض هذه المفاهيم من خلال وضوح الاختلافات 
ها يما Sail JU‏ جا ن اف ان مما ماده dag Al‏ 

يحتوي هذا الكتاب على مادة أكثر مقارنة بمعظم الكتب التي Je edi‏ التقديم لنظريّة البيان؛ حيث 
يسمح ta‏ المادة المتقدمة بوصفه فصلا احتيازيا EE elige. ale‏ باستخدام الكتاب بمستويات 
متتوعة! doled‏ التكالوريوسن مئاد CGS‏ من الفتصول الشبعة الأول an)‏ حتف معظم Ù‏ الاختيارية): Ul‏ 


VII المقدمة‎ 


الفصل 8 فهو مناسب Alla‏ المهتمين. 4 حين يستطيع طلبة الدراسات العليا قراءة الفصلين 1و2 ذاتياء 
ومن نَم الانتقال مباشرة إلى الفصل 3 2 قاعة الدرسء والوصول إلى بعض المواضيع ب الفصل 8 التي 
Sia‏ أساسًا لفصل ثان ب نظرية البيان: بالموازاة مع المادة التي كانت اختياريّة ب الفصول السّابقة 

يوجد العديد من البراهين لكثير من النتائج 2 نظرية البيان: فهذا يجعل adhil‏ أكثر مرونة الاقتراب من حل 
المسألة باستخدام طرق عدة . وقد صَمّنت بعض البراهين البديلة بوصفها ملحوظات وبعضها الآخر بوصفها تمارين. 

وهناك مساعدات لكثير من التمارين؛ بعضها معطى 2 نص التّمرين: ‏ حين ورد بعضها الآخر 2 الملحق 
B1 .©‏ التمارين المعلمة ب ”)-(“ أو ”)4(“ هي الأسهل والأكثر صعوبة على الترتيب من التمارين التي لم «gl‏ 
فالتّمارين التي cael‏ ب ?)+( يجب ألا as ls obs‏ 2 مادة البكالوريوس النموذجية. Lal‏ التمارين gil‏ 
عُلّمت ب “ay‏ ' فهي ذات قيمة خاصة: أو مث vats‏ أو انها مسلية ...2 Sie‏ التّمارين التي Gad‏ ب “(x)”‏ فتستخدم 
مادة معنونة بصورة اختيارية 2 Sail‏ 

تبدأ تمارين S‏ بند بمجموعة من التمارين المعلمة ب ?)=( i‏ مرتبة بحسب مادة البند؛ وتنتهي بخط من LLI‏ 
الكثيفة. و تقوم هذه التمارين بقياس مدى استيعاب فهم المفردات. أو Lid‏ تطبيقات مباشرة لنتائج هذا gaya!‏ لذاء 
أنصح الطلبة بحل بعض هذه التمارين بوصفها |e‏ لهم فحص فهمهم قبل Jo‏ الواجبات البيتية الرّئيسة التي 
ald‏ معظمها ب" وراك . US‏ معظم التّمارين التي cued‏ ب ”(-)“ فهي مناسبة la‏ للاختبارات. ولكن يجدر تزويد 
الطلبة بمساعدات من الملحق C‏ عند استخدام تمارين أخرى 2 الاختبارات. 

Gy ball S|‏ التي تعلق بعدة مفاهيم تظهر بعد تقديم آخر مفهوم؛ إضافة إلى الكثير من مؤشّرات التّمارين تظهر 
gaill 2.‏ عند مناقشة قشة المفاهيم المناسبة لهاء ويُقتبس تمرين بك البند الحاليّ من خلال ذكر رقمه من بين التّمارين بخ 
هذا البند. Lal‏ الإسنادات الترافقية الأخرى: ch pad‏ من خلال الترتيب: فصل بند: مفردة. 


التنظيم والتعديلات 

2 الطبعة الأولى: بحثنا عن تطوير متماسك Éisd‏ يراعي التدرّج ‏ صعوبة البراهين وتعقيد الخوارزميّات, 
ولتطبيق هذا النهج 2 الطبعة الذّانية: Sle‏ الدوائر (الدّارات) الأويلريّة والحلقات الهاملتونية أصبحت متباعدة وغير 
متتابعة 2 الترتيب داخل الكتاب» وأصبح التّمييز البسيط للدّوائر الأويلرية 2 البند 2.1 مع مادة ذات علاقة وثيقة بها . 

Lal‏ ما بقي من البند 2 .4 فقد تقل وع إلى مواقع مناسبة 2 بنود أخرى مع إسقاط خوارزميّة فليوري. 

أعيدت كتابة hail‏ 1 بصورة NE EN‏ وتجنبت استخدام المفردة du‏ اتناو" 
Lg  ( multigraph)‏ تسبب مشكلات أكثر من إعادة tH glen‏ سيب pats ol at‏ من الطلية أن Stall aal‏ يجب 
{I‏ يملك أضلاعًا مكرّرة. J!‏ الحاق كلمة ” بسيط“ حيث نحتاج: وإبقاء كلمة بيان بوصفها شيئًا عامًا يكون al‏ تضليلاً. 
وك العبارات العرضيّة التي تكون 2 سياقات خاصّة؛ فمن المنطق Gi‏ نأخذ 2 الحسبان بيانات بسيطة فقط. 

عولجت تعريفات الفصل 1 بصورة دقيقة. وخصوصًا تلك التي تتضمّن مسارات» ومسارب» وممرات. وقد حل 
كل التجمعات غير الرّسمية للتعزيفات الأساسيّة 4 البند 1.1 cil yes Óla jäs‏ أخرئ مناعد الطلبة على إيجادها 
بسهولة أكثر. 

وإضافة إلى موضوع التُشاكل: فإن البند 1.1 يعالج بصورة دقيقة بيان بيترسون؛ ويعرض مقدّمة واضحة لأفكار 
التفكيك والخصرء وهذا يساعدنا على مناقشات لاحقة ‏ أماكن 31e‏ ويسمح بطرح أسئلة مهمة خارج موضوع 
التشاكل. 

أصبحت البنود 4.1-2.1 أكثر ترابطًا. فضلاً عن أنَّ معالجة الحلقات الأويلرية تكمل البند 2.1. وقد حُدْفٌ 
بعض المواضيع من البند 3.1 للتّركيز على موضوعي الدّرجات cally‏ فقد ورد موضوع درجات الرّؤُوس ‏ البند 4.1 من 
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«i‏ وقد زوّدنا الدّرس 4.1 بمقدمّة للبيانات الموجّهة التي يمكن معالجتها بسهولة. 

Lel‏ موضوعا الأشجار والمسافات فقد وردا 2 الفصل 2؛ بسبب العلاقات العديدة بينهما والمتضمّنة .2 عدّة 
تما ين بالإضافة إلى Si‏ كثيرًا من الخوارزميّات التي تحسب المسافات تستخدم الأشجار. 

Gay‏ معظم المشتغلين 2 نظريّة البيان على أن ميرقنة à‏ كونق وايقرقاري تستحق برهانًا مستقلًا دون استخدام 

pur‏ ويجد الطلبة أيضًا صعوبة 2 التمييز بين dee‏ من الدّرجة “K‏ و”الترابط “Ke‏ الذي له العلاقة 
نفسهاء مثل ”قابل للتلوين من “kde sill‏ و ”العدد اللوني K‏ . وبناءً على هذا عولجت أولاً المواءمة. ومن & 
استخدامها لبرهان مبرهنة منجر. وقد وظفت كلا من المواءمة والترابط 2 موضوع التلوين. 

وبناءً على callo‏ عدد من المستخدمين: فقد أضيف بند GLEE! Gija‏ صغير يتناول المجموعات المسيطرة 2 
نهاية البند 1.3. ووضّحت ala WIS‏ مواءمة ثنائيّات الفرع الموزونة من خلال التركيز على غطاء adi!‏ بذلا من 
المسارات الموسّعة. وباستخدام أفضل للأمثلة. 

تستخدم مبرهنة توران أفكارًا أوليّة فقط حول درجات الرّؤُوس والاستقراء. ونتيجة لهذاء تناولناها 2 الفصل 1 
من الطبعة الأولى. وقد كان هذا سببًا 2 بعض الصّعوبات التي واجهها الطلبة. مسببة لهم بعض التّعثر؛ لأنّ مفرداتها 
مجرّدة. لذاء al‏ على حالة البيانات البسيطة التي تخلو من SLE‏ (مبرهنة مانتل) # البند 3.1 ونقلت المبرهنة 
كاملة إلى البند 2.5 تحت وجهة النظر لمسائل تطرفيّة لها علاقة بالتّلوين. 

بأتي موضوع gll‏ قبل موضوع ” الأضلاع والحلقات" . وعندما يكون الوقت An‏ فعلى المدّرس عرض موضوع 
السُويّة أولا؛ GY‏ أكثر أهميّة من موضوعَي التلوين Galil‏ والحلقات الهاملتونيّة. إضافة إلى أن الأسئلة المتضمّنة 
2 السّويّة تجذب الطلبة بصورة بديهية تبعًا لتصوّراتهم التّخيليّة. وهناك العديد من الطلبة الذين واجهوا مثل هذه 
الأسئلة سابقا. بالإضافة إلى أنّ الأفكار المتضمّنة 2 مناقشة البيانات السّويّة تبدو أكثر اتساعًا as‏ مقارنة بأفكار 
المادة السّابقة للمقرّر التي استخدمت لإثبات النتائج الأساسيّةعلى. التلوين aad‏ والحلقات الهاملتونيّة. 

خلاصة Da «gall‏ مناقشة à‏ السّويّة أولا يجمل الماذة 2 الفصل 7 أكثر ترابطاء فضلاً عن أن call‏ الجديد 
يسمح بمناقشة أكثر شمولاً للعلاقات بين السّويّة من جهة والتّلوين الصَلعيٌ والحلقات الهاملتونيّة من Age‏ أخرى. وتقود 
بصورة طبيعية إلى ما هو أبعد من مبرهنة الألوان الأربعة» حيث توه Ls‏ إلى المادة الاختيارية الجديدة ‏ موضوع 
الثدفقات التي لا تساوي صفرًا .2 (el‏ مكان بوصفها مفهومًا Lig‏ للتلوين. 

عندما يكتشف الطلبة أن مسائل التلوين والحلقات الهاملتونية تنقصها خوارزميّات جيّدة فإ العديد 
ee‏ الممكن Deu‏ بصورة تقنية. لذا يرغب بعض الطلبة ‏ وجود 
مسائل البيان # Slats!‏ إضافة إلى NA‏ براهين تام NP-‏ توت رضح التنوع والفائدة لمناقشات” تحویل البيان“. 

يستكشف الكتاب العلاقات بين eii‏ الأساسية؛ فمبرهنة بيترسون حول المعاملات من الدّرجة 2 (الفصل 3) 
تستخدم الحلقات الأويلريّة ومواءمة ثنائية og pall‏ بالإضافة إلى أن التكافؤ بين مبرهنة منجر ومبرهنة القطع لتكبير 
التُدفق الأصغر يستكشف بصورة أكثر شمولاً 2 الطبعة الأولى: Ul‏ تطبيق ”حذف كرة lade aea‏ الآن بعمق 
أكبر» يضاف إلى ذلك Gi‏ خاصّيّة اتترابط من الدرجة 1 K-‏ لبيانات حرجة اللون من الدّرجة/ (الفصل 5( تستخد 
مواءمة ثنائية ig pall‏ 2 حين يعرض sill‏ 3.5 مقدمة مختصرة للبيانات ALII‏ ويدعم البيانات الوتريّة. ومن 
الميزات الإضافية لهذا gaill‏ مقارنة ببعض التصوص الأخرى» احتواؤه على برهان خوارزميٌّ لمبرهنة فايزنق: وبرهان 
مبرهنة كوراتووسكي بواسطة طرق ثوماسن. 

توجد إضافات وتحسينات أخرى متنوّعة ‏ الفصول السبعة الأولى؛ فهناك مناقشة وجيزة لصيغة هيوود. 
ومبرهنة روبرتسون وسيمور 2 نهاية الفصل 6. 
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وي البند 1.7 أضيف olay‏ إلى حدّ شانون على عدد التّلوين الضَلعيّ و2 البند 13.5 أصبح تمييز البيانات 
الوتريّة أبسط بصورة ما Loe‏ كان عليه سابقّاء وذلك ببرهان نتيجة أقوى حول رؤوس مبسطيّة. وب البند 3.6 BS‏ 
برهان الاختزال لماسة بيركوف. وأضيفت مناقشة مختصرة غير موجودة سابقًا. تكون المادةٌ التى تناقش قضايا بذ 
برهان النّظرية اختياريةٌ والهدف إعطاء طعم للتقارب دون الخوض 2 مناقشات مفصلة. واستنادًا إلى وجهة SRD‏ 
هذه» فلن نرکز على برهان الاختزال. 

يحتوي الفصل 8 على eal‏ المواضيع المتقدّمة. لذا فهي غير موجّهة إلى طلبة البكالوريس. Gl‏ تفترض دقة أكثر 
مما هي عليه الفصول الساب cal aas ax‏ بصورة a SG‏ ويفودها AM‏ کل منها يختار نتائج 
شائقة من موضوع كبير يستحق وحده فصلا كاملا » فضلاً عن Si‏ بعض هذه البنود ت تصبح أكثر صعوبة عند النهاية؛ 
وقد يفضل المدرس إعطاء مقتضبات عن المادة من عدة بود Vas M‏ من تقديمها دفعة واحدة. 

ومن حين إلى آخر» هناك علاقات بين مفردات الفصل 8 . وهناك أيضًا مفردات eld‏ ب(اختياريّ) & الفصول 
السبعة الأولى. ولكن عمومًا AA eo.‏ با صلب تشير إلى الرّوابط. Lal‏ محتوى المادة ‏ الفصل 8 فلم يطرأ 
عليه d‏ تغيير جوهري منذ tll ERRAT‏ على الرّغم من إدخال العديد من التصحيحات وتوضيح quail‏ 2 أماكن 
عدّة. 

سوف أعالج نظريّة البيان المتقدّمة بشموليّة أكثر 2 التّركيبات Adel yl‏ وقد aiai‏ المجلّد 1 لنظريّة البيان 
uas. axe 11 alat! Ul ates bit‏ لتراكيب البيانات 4 حين تضمّن المجلّد 111 فصول ال ماترويدات والبرمجة 
الصّحيحة (يشمل التدفق الشبكي (was‏ ويركز المجنّد IV‏ على طرق الرّياضيّات (VA) Mays Jl‏ ويناقش 
coL Aes pales Lind‏ حكوضًا Ail gall‏ متها 
تصميم الفصول الذراسية 

لقد Cad.‏ محاضرتان فقط JSI‏ درس من 22 درسًا .2 الفصول 7-1؛ بسبب عدم عرض معظم المادة 
الاختياريّة (مفردات معلمة بنجمة: أو بنود جزئيّة اختياريّة). لقد استغرق تدريسي للفصل 1 ثماني محاضرات, Lal‏ 
الفصلان 4 و5 فاستغرفا ست محاضرات» 2 حين استغرق تدريس الفصول 2ء 3: 6( 7 خمس محاضرات لكل فصل. 
ويحتاج عرض المادة الأساسيّة إلى قرابة 40 محاضرة. وربما يقضي بعض المدرسين Us‏ أطول لتدريس الفصل 1. لذا 
فإنهم يتجاوزون عن مواضيع معيّنة 2 الفصول اللاحقة. 

By‏ الفصول التي تلي الفصل الأول؛ نجد Si‏ معظم المادة الأساسيّة تكون -2 الدّرس JIM‏ حيث إن توكيد هذه 
الدروس وتركيزها (عند تخطي المفردات الاختيارية) ما زال يوضح المدى لنظرية البيان 2 المقرر لفصل واحد بوتيرة 
أبطأ من الدرس الثاني لكل من الفصول 2, 4. 65 6. 7: Oba‏ تضمين كل من صيغة كيلي؛ ومبرهنة منجر. وتركيب 
مسيلسكيء ومبرهنة كوراتووسكي, ومبرهنة ديراك (حلقات «(Bulge‏ على الترتيب ke dad‏ 

ضل تقديم بعض المادة الاختياريّة 4 قاعة الدرس بسبب جاذبيّتهاء فعلى سبيل JM‏ أقدّم الدروس الجزئيّة 

الاختياريّة على الأشجار المونّدة المنفصلة )2 البند 1.2( والمواءمات المستقرّة )2 البند 2.3)؛ وأقدّم عادة الدّرس 
الجزئيّ الاختياريّ على المعاملات بدلالة ؟ )2 البند 3.3). lady‏ البنود AB pol‏ ب( اختياريّ): عندما لا تكون هناك 
مادة لاحقة 2 الفصول السبع الأولى clas‏ هذه agi‏ وعندما لا تكون جزءً! من التّطوير المركزيٌ لنظريّة البيان 
الأساسيّة أيضًا. ولكنها ad‏ تطبيقات مناسبة تحمّز اهتمامات الطلبة. وبدلالة غير مباشرة. فإِنْ علامة ”اختياري 
تشير للطلبة إلى i‏ الامتحان النهائي قد لا يحتوي على أسئلة من هذه المواضيع 

Lely‏ بالنسبة إلى الدّراسات العلياء فمن الممكن تدريس الفصلين الأول والثاني بصورة سريعة؛ لأنهما تتضمنان 
مواضيع متشابهة؛ مثل: المتتاليات AGL‏ والنواةء والبيانات الموجّهة. وصيغة كيلي ومبرهنة مصفوفة الشجرةء 
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وخوارزميّة كروسكال. 

يجب أن تهدف الفصول الدّراسية التي تقدّم نظريّة البيان 2 فصل دراسي واحد تحت نظام الأرباع oll‏ 
المواضيع الرّئيسة. لذاء اقترح التّوزيع الآتي: 1.1: مصفوفة التقارب» «JS E‏ بيان بيترسون. 2.1: الدّرس كلّه. 3.1: 
صيفة مجموع wile pall‏ بيانات جزئيّة ثنائيّة الفرع كبيرة. 4.1: حتى المركبات القويّة. إضافة إلى دوريّات الألعاب. 
121,2 مراك الأشجان 42 حت تصن هبر هك مضصفوظة الجر 9:2:-3523)152 كروسكال: 1:3 کله را 
3 لا شيء. 3.3: نص مبرهنة توت» برهان نتائج بيترسون. 1.4: حتى تعريف القوالب» حذف بيانات هراري. 2.4: 
حتى تفكيك الأذن المفتوح؛ إضافة إلى نص مبرهنة منجر. 3.4: DÄI‏ بين التدفقات والقطع؛ نص لأكبر- التدفق 
= أصغر - القطع. 1.5: حتى مبرهنة سزكرز وويلف. 2.5: بناء ميسيلسكي. وربّما مبرهنة توران. 3.5: حتى التكرار 
اللوني» والكمال للبيانات الوتريّة. 1.6: اللاسويّة ل 5 و K3.3‏ وأمثلة لبيانات 393 وصيغة أويلر مع تطبيقاتها. 2.6: 
نص مبرهنتي كواراتوسكي وتوت وأمثلة عليهما. 3.6: مبرهنة التلوين من الدرجة 5» و فكرة عدد التقاطع. 1.7: حتى 
مبرهنة فايزنق. 2.7: حتى شرط أور» وكذلك شرط كفتال وإيروز. 3.7: مبرهنتا تايت وقرينبرغ. 
مظاهر أكثر بعدًا لفن التعلم 

ركزت 2 المراجعة. على بعض المواضيع التي تظهر بصورة طبيعية 2 المادّة؛ SÜN GY‏ على هذه المواضيع .2 
المحاضرة يساعد على استمراريّتها. , 

إن التّركيز الأكبر كان لموضوع — TONCAS‏ ”الشرط G39 pall‏ الواضح يكون WLS‏ أيضًا. وأضيف تنويهًا 
صريعحًا إلى Si‏ العديد من النتائج الأساسيّة يمكن عرضها بهذه الطريقة. وهذا يوفر موضوعًا للمادة. ويوضح 
الاختلاف بين الاتجاهين السهل والصّعب 2 تكافؤ ما. 

تشكل Jla‏ التُصغير والتكبير الشَنويّة موضومًا أساسيًا آخر للفصول 3 - 5 والدرس 1.7 . وك موضوع نظريّة 
البيان؛ لانرغب .2 adl‏ 2 الطبيعة ais‏ للأمثليّة الخطيّة . لذاء يكفي القول Sh‏ مسألتي أمثليّة تشكلان زوجًا É‏ 
عندما يملك كل Jo‏ قابل للتحقيق ILL‏ التكبير قيمة على الأكثر مثل القيمة التي يملكها كل Jo‏ قابل للتحقيق لمسألة 
التصغير. وعند إعطاء حلول قابلة للتحقيق مع قيم متساوية للمسألتين Gls‏ هذه الثنويّة تعطي Gi‏ كلا الحلين أمثليّان 
ويظهر ‏ الدرس 1.8 مناقشة لموضوع البرمجة الخطيّة. 

يمكن تعقيق مواضيع أخرى من خلال أساليب البرهاغامتل استخد ام التطلرقية لإعطاء براهين قصيرة وتنب 
استخدام الاستقراء. وكذلك نمط لإثبات عبارات شرطيّة باستخدام الاستقراء. وقد وصفت بصورة صريحة 2 
الملاحظة 25.3.1. 

Sogl ÓI‏ الذي يقود إلى مبرهنة كواراتوسكي slo‏ بعض الشّيء, وعلى الرّغم من ذلك. Jod‏ تقديم هذا 
البرهان ‏ محاضرة واحدة: Ul‏ التمهيديّات الابتدائيّة التي تختزل المسألة إلى حالة مترابط من الدرجة 3: فمن 
Lis laa (Sal‏ بسرعة لتوفين اوقت da‏ أن el il daas‏ يقود بصورة طبيعية إلى التمهيديّتين اللتين بُرهنتا 
لحالة مترابط من الدرجة 3: ولاحظ أيضًا أنّ البرهان يستخدم فكرة الفلقة S-‏ المعرّفة 2 البند 2.5. 

يجب عدم ua ail‏ إلى التعريفات التّقنية للرّسوم والمناطق 2 المحاضرة الأولى من الفصل 6. ومن الأفضل 
VI La jaa‏ 131 وخب الطلبة 2 معرفة التّماضيل, قصلة عن Gl‏ السازات: الدقيعة موجوذه 2 السياق. 

cade‏ التُطبيقات المحفّزة للبيانات الموجّهة ‏ البند 4.1 ب(اختياري)؛ بسبب عدم حاجتنا إليها ‏ بقية السّياق. 
ولكنّها تساعد على توضيح Í‏ النموذج المناسب (بيان أو بيان موجّه) يعتمد على التطبيق. 

وبسبب عدم jen‏ على الحساب العدديّء والاهتمام المتزايد بطرق البرهان وتوضيح التفسيرات Olo‏ نظريّة 
البيان موضوع مناسب lia‏ لتشجيع الطلبة على تحسين أساليبهم البلاغيةء الكتابية والشفوية. وبالإضافة إلى تعيين 
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واجبات بيتية مكتوبة تتطلب نقاشات مقدّمة بعنايةء فقد وجدت من المناسب تنظيم جلسات تعلّم تعاونية اختيارية. 
يستطيع فيها الطلبة العمل a‏ على مسائل 2 حين أقوم بالتجوال بينهم» مستممًاء ومجيبًا عن الأسئلة التي يطرحونهاء 
ويجب ألا نسي أن أحد أفضل الطّرق لاكتشاف فهم فرد ما لبرهان محدّد. هو محاولة شرحهم من فرد آخر. ومن 
الملاحظ أن الطلبة يجدون 2 هذه الجلسات فوائد جمّة. 
شکروتقدیر 
استقاد هذا الكتاب من الاختبارات Aaa‏ 2 تسخ ما قبل النشر المحسنة تدريجيًا بك العديد من الجامعات: أما 
المدرّسون الذين استخدموا الكتاب على هذه القاعدة التجريبيّة فهم: 
Ed Scheinerman (Johns Hopkins). Katyryn Fraughnaugh (Colorado- Denver). Paul‏ 
Weichsel/ Paul Schupp/ Xiaoyun Lu (Illinois). Dean Hoffman/ Pete Johnson/ Chris Rodger‏ 
(Auburn). Dan UIIman (George Washington). Zevi Miller / Dan Pritikin (Misni- Ohio). David‏ 
Matula (Southern Methodist). Pavol Hell (Simon Fraser). Grzegorz Kuvicki (Louisvlle). Jeff‏ 
Smith (Purdue).Ann Trenk (Wellesley). Ken Bogart (Dartmouth). Kirk Tolman (Brigham‏ 
Young). Roger Eggleton (Illinios State). Herb Kasube (Bradley). and Jeff Dinitz (Vermont).‏ 
مع الأخذ 2 الحسبان عدم مراعاة التّرتيب (ris)‏ 
وقد أبدى العديد من هؤلاء المدرسين أو طلبتهم مقترحات أو نقد أسهم 2 إدخال تحسينات عدّة. 
وأتقدم Silly‏ الجزيل إلى (George Lobell) Jas case‏ من برنتس هول (Prentice Hall)‏ لالتزامه 
المتواصل مع هذا المشروع: واستعانته بمراجعين أكفاء. مثل: 
Paul Edelman. Renu Laskar. Gary Macgillilrry. Joseph Negger. Josehp Malkevitch. James‏ 
Oxley. Sam Stueckle. and Barry Tesman.‏ 
حيث قدموا تعليقات مساعدة: UL‏ المراجعون للطّبعات السابقة للدروس من الفصل 8 فهم: 
Mike Albertson. Sanjoy Barvah. Dan Kleitman. James Oxley. Chris Rodger. and Alan‏ 
Tucker.‏ 
.2 حين تضمّنت قائمة مراجعي الطبعة الذانية كلا iA‏ 
Nate Dean. Dalibor Froncek. Renu Laskar. Michael Molloy. David Sumner. and Daniel‏ 


Ullman. 
اشتملت‎ all العديد من‎ a ls لقد حصلت على تعليقات وتصحيحات إضافية بين الطبعتين الأولى‎ 
.لذا‎ ER pali 3a page على وجود أخطاء مطبعية. وتمارين إضافيّة. وتبسيطات 2 البراهين. هما سد قرمة‎ 


فإنني أعبّر عن امتناني esa‏ من خلال إبداء ملاحظاتهم وآرائهم وخبرتهم. وهؤلاء هم: 
Troy Barcume. Stephan Brandt. Gerard Chang. Scott Clark. Gunderson. Dean Hoffman.‏ 
John D'Angelo. Sharles Delzell. Thomas Emden- Weinert. Shimon Even. Fred Galvin. Alfio‏ 
Giarlotta. Don Greenwell. Jeng Huang. Garth Isask. Steve KIilner. Alexandr Kostochka. Andre‏ 
Kundgen. Peter Kwok. Jean Marc Lanlignel. Francois Margot. Alan Mehlenbacher. Joel Miller.‏ 
Zevi Miller. Wendy Myrvold. Charles Parry. Rovert Oaratt. Dan Pritikin. Radhika Ramamurthi.‏ 
Craig Rasmussen. Bruxe Reznick. Jian Shen. Tom Shermer. Warren Shreve. Alexander Strehl.‏ 
Tibor Szabo. Vitaly Voloshin. and C.Q. Zhang.‏ 


XII‏ المقدمة 


Lal eal 3‏ شكرًا La‏ إلى John Ganci‏ لقراءته a tI‏ اللافتة للانتباه. 
أما الطلبة الذين وجدوا العديد من الأخطاء المطبعية 2 نسخة ما قبل الطبع للطبعة النّانية فهم: 
Jaspreet Bagga. Brandon Bowersox. Mark Chabura. Jhon Chuang. Greg Harfst. Shalene‏ 
Melo. Charlie Pikscher. and Josh Reed.‏ 
لقد صمّم إد شينيرمان (Ed Scherinerman)‏ رسم غلاف الطبعة الأولى باستخدام BRL- CAD‏ وهو أحد 
منتجات مختبر الأبحاث البالستي لجيش الولايات المتحدة؛ Í‏ رسم غلاف الطبعة الثانية فقد صممته ماريا ميوت 
.Corel Draw phi (Maria Muyot)‏ 2 حين أسهم كريس هارتمان بمساعدة قيّمة 2 تحضير قائمة مراجع 
الطبعة الأولى؛ وقد أضيفت مراجع أخرى. Lal‏ تد هاردنج (Ted Harding)‏ 133 حل صعوياكة dau‏ الطباعة 2 
أجزاء أخرئ من الطبعة الأولى. 
Ul‏ الطلبة الذين ساعدوا على تجميع معطيات الدليل 2 الطّبعة الأولى؛ فهم: 
Maria Axenovich. Nicole Henley. Andre Kundgen. Peter Kwok. Kevin Leuthold. John‏ 
Jozwiak. Radhika Ramamurthi. and Karl Schmidt.‏ 
cored‏ معطيات July‏ الطبعة الثانية باستخدام نصوص بيرل ‘(perl scripts)‏ حيث ساعد JS‏ من ماريا ميوت 
ورضيكا رامامورثي (Radhika Ramamurthi)‏ بالدليل وبقائمة المراجع Lal‏ 
حُضّرت الطبعة الذّانية 2 TEX‏ وهو نظام ضبط طباعة (Scientific world)‏ لذاء oli‏ المجتمع العلمي مدين 
لدونالد كنوث بامتنان دائمًا. وقد أنتجت الأشكال باستخدام .gpic‏ أحد منتجات (free software Foundation)‏ . 
التغذية الراجعة 
أرحب بالتصحيحات والمقترحات التي تتضمن التعليق على المواضيع: وإسنادات النتائج والتحديثات؛ واقتراحات 
حول التّمارين: والأخطاء المطبعية؛ والحذف من قائمة المصطلحات أو الدليل.. إلخ. الرجاء إرسال ما ترونه مناسبًا 
إلى العنوان الإلكتروني: 
west@math.uiuc.edu‏ 
وأعتذر مسبقًا عن المراجع المفقودة؛ فالرجاء تزويدي بالاقتباسات الفعلية! ولن تضاف Gi‏ تفييرات 2 طبعات 
هذه النسخة ماعدا تصويب الأخطاء. 
وسوف daai‏ بموقع قع إلكتروني على شبكة الإنترنت يحتوي على وصف» وأخطاء مطبعيةء وتحديثات؛ ومادة 
أخرى. الرّجاء زيارة الموقع الإلكتروني: 
http://www.math.uiuc,edu/~west/igt.‏ 
لقد صحّحت الأخطاء المطبعية. والأخطاء الرّياضيّة المعروفة لي قبل الطباعة جميعها. وعلى الرّغم من ذلك. 
Gls‏ كثرة الأخطاءء وإعادة كتابة جوهر المحتوىء والإضافات المناسبةء تشير إلى GI‏ بعض الأخطاء ما زالت موجودة. 
لذا أرجو منكم العثور عليها وتزويدي بها؛ لكي أقوم بتصويبها. 
دوجلاس ب. ويست 
Douglas B. West‏ 
إربانا إلينويز 
Urbana, Illinois‏ 


الفصل الأول 
مفاهيم أساسية (Fundamental Concepts)‏ 


(What is a Graph) ما البيان؟‎ .1.1 

كيف نستطيع a‏ أسلاك لشبكة من الهواتف Jal,‏ تكلفة Aas‏ بحيث يمكن الوصول GY‏ هاتف من Gi‏ 
هاتف آخر؟ ما أسرع مسلك يربط العاصمة الوطنية ببقية عواصم الولايات الأخرى؟ كيف نستطيع ملء ۸ من 
شواغر الوظائف ب 77 من الأشخاص المؤهلين؟ ما أكبر معدّل تدفق من المصدر لغمر شبكة من الأنابيب؟ كم 
تحتاج شريحة الحاسوب من حزم الأسلاك؛ بحيث لا تتقاطع هذه الأسلاك Leo‏ 4 الحزمة نفسها؟ كيف نستطيع 
أن نجدول الموسم الرياضي -2 أقل عدد ممكن من الأسابيع؟ ما الترتيب المناسب للمدن بحيث يستطيع مندوب 
المبيعات زيارتها 2 أقصر وقت ممكن؟ هل يمكن تلوين المناطق المختلفة 2 أي خريطة باستعمال أربعة ألوانء 
على أن تكون ألوان المناطق المتجاورة مختلفة؟ 

تتضمّن نظرية البيان هذه المسائل؛ وغيرها الكثير من المسائل العملية الأخرى؛ 2-5 هذا الكتاب» طوّرنا 
نظرية البيان وطبّقناها على مثل هذه المسائل؛ ومنذ البدايةء فإننا نفترض الإلمام بالخلفية الرياضية الموجودة 2 
الملحق A‏ حيث Gf‏ هذا الملحق يناقش المفاهيم الأساسيةء ولغة الرياضيات المستخدمة. 


(The Definition) التعريف‎ 


إن المسألة التي غالبًا ما JUS‏ إنها ولدّت نظرية البيان سوف تقترح تعريفنا الأساسي للبيان. 
1.1.1 مثال. مسألة جسور كونجزبرج (The Königsberg Bridge Problem)‏ تقع مدينة كونجزبرج 
على نهر بريجل (Pregel)‏ 2 بروسياء وتتكؤن هذه المدينة من جزيرة نيفوف (Kneiphopf)‏ ومساحات على 
ضفتى النهر. وقد وصلت هذه المناطق بسبعة جسورء كما هو على اليسار أدناه» وتساءل مواطنو المدينة عما 
إذا كان يمكنهم مقادزة منازلهم» والسير على كل جسر من الجسور السبعة مرة واحدة e wad‏ العودة إلى 
منازلهم» وقد اختزلت المسألة على تتبّع بع الشكل الأيمن: حيث ES‏ النقاط الكثيفة الكتلّ اليابسة: أما المنحنيات: 
فتمثل الجسور. 


2 الفصل1 مفاهيم أساسية 








النموذج الذي عن اليمين يُسهل تعليل عدم وجود مثل هذا الطريق؛ حيث نحتاج ‏ كل مرة ندخل اليابسة 
ونخرج منها إلى استخدام جسرين ينتهيان بهذه اليابسة؛ وكذلك نستطيع أن نقرن الجسر الأول بالجسر الأخيرء 
حيث بد أنا وانتهينا؛ لذلك؛ DE‏ وجود مثل هذا المسار المتعرّج؛ يتطلب أن يكون عدد زوجي من الجسور على كل 
AES‏ يابسةء وهذا الشرط الضروري غير متحقّق 2 مدينة كونجزبرج. . 

O!‏ مسألة جسور كونجزبرج تصبح أكثر متعة عندما نثبت 2 الدرس 2.1 GI‏ من الأشكال لها مسارات 
مستعرضة:؛ 2 غضون Ola cet‏ هذه المسألة تقترح 3523 Uo‏ عامًا لمناقشة مثل هذه القضايا. 


1 . تعريف. البيان (G graph)‏ : ثلاثية تتكوّن من مجموعة رؤوس V(G) (vertex set)‏ ومجموعة 
أضلاع L(G) (edge set)‏ وعلاقة رافق Js‏ ضلع مع رأسين (ليس بالضرورة أن يكونا مختلفين) يسمّيان 
نقاطًا طرفية (endpoints)‏ 


é o x 
نرسم البيان على ورقة بوضع كل راس على نقطة؛ ونمثل كل ضلع بمنحنى يربط بين نقاطه الطرفية.‎ 


3.11 مثال. + البيان خ المثال 1.1.1 مجموعة الرؤوس هي: (X, Y, ZW]‏ ومجموعة الأضلاع هي: 
ÈE, €,, €,, €, €,, Cg, €;]‏ ويمكن قراءة تعيين النقاط الطرفية للأضلاع من الصورة. 

لاحظ GI‏ الضلعين € 9 ,€ Leg!‏ النقاط الطرفية نفسها وكذلك ,2 و ,©. وإذا كان هنالك جسر فوق مدخل؛ فإن 
نهايتيه سوف تكونان 2 الكتلة اليابسة نفسهاء ونرسمه بوصفه منحنى يبدأ بالنقطة نفسها وينتهي بهاء وتوجد 
لدينا مفردات ملائمة لمثل هذه الأنواع من الأضلاع 2 البيانات. n‏ 


1 . تعريف. نعرّف الأنشوطة (loop)‏ على أنها ضلع: نقاطه الطرفية متساوية. ونعرّف الأضلاع المكررة 
(multiple edges)‏ على أنها أضلاع لها الزوج نفسه من النقاط الطرفية 
ونعرّف البيان البسيط (Simple graph)‏ على أنه بيان لا مُرى ولا أضلاعًا مكررة؛ ونحدد البيان 
البسيط بمجموعة رؤوسه ومجموعة أضلاعه. وذلك بافتراض مجموعة الأضلاع بوصفها مجموعة من 
الأزواج غير المرتبة من الرؤوسء وكتابة e = uv‏ (أو vu‏ - ©) للدلالة على الضلع © الذي تكون نقاطه 
الطرفية 11 و۷ V 44 cya JS a aaay‏ لطا طرفية لضلع ما » فإنها تدعى متجاورة (adjacent)‏ : 
وتكونان (neighbors) Gls‏ ونكتب U >< V‏ بدلا من U?‏ متجاور مع V‏ 


لا تظهر call‏ ولا الأضلاع المتكررة ‏ العديد من التطبيقات المهمة؛ لهذا نحصر اهتمامنا بالبيانات 


1.1 ماالبيان؟ 3 


البسيطة. 2 هذه alal‏ يحدّد الضلع بنقاطه الطرفية. لذاء نستطيع أن نسمي الضلع بنقاطه الطرفية؛ كما 2 
التعريف 4.1.1. وهكذاء و2 البيان البسيط, فإننا ننظر إلى الضلع بوصفه زوج من الرؤوس غير المرتبة. نستطيع 
أن نهمل العلاقة التي 5 gal‏ النقاط الطرفية مع الأضلاع صوريًا. ويركز هذا الكتاب على البيانات البسيطة. 


1. مثا ل. عن اليسار colat‏ تجد رسمين لبيان بسيط» حيث مجموعة الرؤوس هي( (IL WX Y‏ ؛ ومجموعة 
الأضلاع هي: .{uv, uw, vx, vw, xw, xy}‏ 

ظهرت المفردتان ””رأس“ و ”ضلع“ من الهندسة الفراغية. أو هندسة الماك ease‏ إن للمكعب رؤوسًا 
وأضلاعاء وهي تشكل مجموعة كل من الرؤوس والأضلاع لبيان ماء 239 رسم المكعب عن اليمين «obl‏ وحذفت 
أسماء الرؤوس والأضلاع. " 


^ v w 
w v u x y» gud 
الاصطلاح‎ PLA من رؤوسه وأضلاعه منتهيتين. وعليه‎ Js إذا كانت مجموعة‎ (Finite) يكون البيان محددًا‎ 
هذا الكتاب هو بيان منته. إلا إذا ذُكرٌ خلاف ذلك بصورة صريحة.‎ 2. Sa بیان‎ US الآتي:‎ 


1.. *ملا حظة . البيان الخالي (null graph)‏ هو البيان الذي تكون مجموعة US‏ من الرؤوس والأضلاع 
فيه خاليتين. لاحظ Gi‏ تمديد المثبتات أو تعميمها لتنطبق على البيان الخالي» يقود إلى إرباك لا داعي لهء لذلك 
ستهمله. By‏ العبارات والتمارين كلها سوف نأخذ 2 الحسبان البيانات التي لها مجموعة غير خالية من 
الرؤوس فقط. " 
البيانات بوصفها ماذج (Graphs as Models)‏ 
تظهر البيانات 2 أوضاع كثيرة. وتوحي التطبيقات لنا بأفكار ومصطلحات مفيدة حول بناء البيانات. 

1 مثال. علاقات المعارف الشخصية والبيانات الجزئية. هل كل مجموعة مكونة من ستة أشخاص تحوي 
ثلاثة أشخاص بعضهم على معرفة شخصية مسبقة ببعض. أو ثلاثة أشخاص غرباء غير متعارفين؟ Ley‏ أن علاقة 
المعرفة ””الشخصية“ متماثلة, فإننا ننمذجها باستعمال بيان بسيط؛ حيث يمثل كل رأس شخصاء وکل ضلع يمثل 
شخصين يعرف أحدهما الآخرء بالإضافة إلى أن ”علاقة عدم a pall‏ الشتخضية» على مجموعة الرؤوس نها 
تمطي Ne Lo‏ أضلاعه ”متممة“ مجموعة ة الأضلاع الأصلية. . وسنعطي مصطلحات لهذه المفاهيم. B‏ 


u u 
07 | Sk | 
x w x = w 
G G 


4 الفصل1 مفاهيم أساسية 


1 . تعريف. G (complement) asil!‏ للبيان البسيط G‏ هي البيان البسيط الذي مجموعة رؤوسه: 
.VG)‏ و uv € EG)‏ إذا وفقط إذا كان -uv É ECG)‏ والعصبة (clique)‏ .2 البيان هي مجموعة 
من الرؤوس المتجاورة زوجًا Log}‏ أما المجموعة المستقلة (independent set)‏ أو المجموعة المستقرة 
oladi 2 (stable set)‏ فهي مجموعة رؤوس غير متجاورة زوجًا زوجًا. 
نجد 2 البيان G‏ الموجود 2 المثال7.1.1 {U, X, Vol‏ عصبة حجمها 3 و( ,/1): هي مجموعة مستقلة 

pud cull أن هذه القيم تتعكس يذ المثممة 0 لأن‎ das مج يرهن هده الصهات:‎ jS] Lang «2 ger 

مجموعات مستقلة (والعكس بالعكس) وذلك تحت تأثير التتام. يتضمن السؤال -2 المثال 7.1.1 ما إذا كان 
صحيعحًا. JO]‏ بيان على 6 رؤوس يمتلك عصبة حجمها 3 THURIS‏ (التمرين 29). لاحظ 

.3 ب 5 رؤوس ليس له عصبة أو مجموعة مستقلة حجمها‎ Lily يعطي‎ G من‎ UX حذف الضلع‎ D 

1. مثال. التعيين 2 الوظائف والبيانات ثنائية ig pall‏ يوجد لدينا M‏ وظيفة و 7 شخصًاء ولكن الأشخاص 

ليسوا مؤهلين جميعهم للوظائف Lal‏ فهل نستطيع ملء الوظائف الشاغرة بالأشخاص المؤهلين؟ ننمذج هذا 

باستخدام بيان بسيط مثل H‏ حيث تمثل رؤوسه الوظائف الشاغرة والأشخاص؛ تكون الوظيفة j‏ مجاورة 

للشخص DIP‏ كان هذا الشخص يستطيع أن يؤدي هذه الوظيفة. 

Ò‏ كل وظيفة يجب أن يشغلها شخص واحد JS «dab‏ شخص يمكنه أن Jan‏ 2 وظيفة واحدة على الأكثر 
لذلك» نبحث عن M‏ من الأضلاع المنفصلة زوجًا زوجًا H‏ (ننظر إلى الأضلاع بوصفها أزواجًا من الرؤوس). 
وسنبين 2 الفصل 3 كيفية اختبار هذا الأمر؛ لاحظ أنه لا يمكن عمل هذا 2 البيان أدناه. 
إن لاستخدام البيانات لنمذجة العلاقات بين مجموعتين منفصلتين الكثير من التطبيقات» وهذه هي البيانات 
التي تكون مجموعات رؤوسها قابلة للتجزئة إلى مجموعتين من المجموعات المستقلة؛ وحيث نحتاج إلى تسمية 
هذه البيانات. " 


Zar od 
الوظائف‎ 


1 . تعريف. نقول: إن البيان G‏ ثنائي الفرع (bipartite)‏ !13 كانت مجموعة رؤوسه V(G)‏ اتحادًا 
لمجموعتين منفصلتين (قد تكون إحداهما خالية) مستقلتين؛ تسمّيان مجموعات تجزئة للبيان G‏ 
gl)‏ مجموعات مجزأة للبيان (G‏ 

«fie . 1‏ الجدولة وتلوين البيانات (Scheduling and graph coloring)‏ افترض أننا نريد أن 
نجدول اجتماعات لجان مجلس الشيوخ بصورة دورية ‏ كل أسبوع؛ حيث لا نستطيع أن نجدول لجنتين -3 
الوقت نفسه إذا كان فيهما عضو مشترك. فكم دورة زمنية مختلفة نحتاج إليها؟ 
نضع رأسًا لكل Aled‏ بحيث يكون الرأسان متجاورين عندما يكون هنالك عضو مث مشترك 2 اللجنتين 

المقابلتين لهذين الرأسين, ونضع عناوين (للفترات الزمنية) للرؤوس؛ بحيث يكون للنهايات الطرفية للأضلاع 

عناوين مختلفة. و4 البيان ن أدناهء تستطيع أن تستعمل عتوانًا واحدًا لكل مجموعة من المجموعات الثلاث المستفلة 
ذوات الرؤوس المجمّعة بعضها بالقرب من بعضء ويجب أن يعطى الأعضاء .2 العصبة عناوين مختلفةء لذلك 

وذ هذا المثال يكون fal‏ عدد ممكن من الفترات الزمنية هو ثلاث. 

وبما أننا مهتمون بتجزئة الرؤوس فقطء وأنْ العناوين لا تحمل قيمًا عدديةء فإنه من المناسب أن نسمّيها 

z (Colors) Lisi 
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1. تعريف. نعرّف العدد اللوني G olus (Chromatic number)‏ یرمز 441 بالرمز X(G)‏ على 
أنه أقل عدد ممكن من الألوان نحتاج إليه لتلوين الرؤوس؛ بحيث تكون ألوان الرؤوس المتجاورة مختلفة. 
ويسمّى البيان G‏ متعدد الفروع (مجزأ) من الدرجة (K-partite)‏ إذا كان بالإمكان كتابة VG)‏ على 
صورة اتحاد ۸ من المجموعات المستقلة (ربما بعضها خال). 
هذا يعمم فكرة البيانات الثنائية الفرع» وهي مجزأة من الدرّجة 2 يجب أن تشكل. إن الرؤوس التي أعطيت اللون 

نفسه مجموعة مستقلة. لذلك؛ Olo‏ (6) هو Jal‏ عدد ممكن من المجموعات المستقلة نحتاج إليه 3552 V(G)‏ ويكون 

البيان متعدد الفروع (Í jaa)‏ من الدرجة ۸ إذا وفقط إذا كان عدده اللوني يساوي ۸ على الأكثرء وقد استخدمنا المصطلح 
”مجموعة مجزأة“ عندما نتحدث عن مجموعة 2 تجزئة لمجموعة معينة إلى مجموعات مستقلة. 
سندرس العدد اللوني وتلوين البيانات 2 الفصل5 . لاحظ أنّ المسألة الأكثرث شهرة.#نظرية البيانهي تلوين””الخرائط“. 


1. مثال. الخرائط والتلوين a MSs. (Maps and coloring)‏ غير دقيق. الخريطة هي تجزئة للمستوى 
إلى مناطق مترابطةء فهل بالإمكان تلوين المناطق 2 أي خريطة باستخدام أربعة ألوان على الأكثر. بحيث يكون للمناطق 
المتجاورة ألوان مختلفة؟ 
لربط تلوين الخرائط بتلوين البيانات» نضع Lol)‏ يمثل Ailis JS‏ وضلمًا لتمثيل المناطق التي تتشارك 
بالحدود» ونتساءل ‏ مسألة الخريطة Lec‏ إذا كان العدد اللوني للبيان الناتج يساوي 4 على الأكثر, 
لاحظ أنه يمكن رسم بعض البيانات 2 المستوى دون أن تتقاطع أضلاعها؛ مثل هذه البيانات تسمّى 
بيانات مستوية (planar)‏ والبيان الذي يسبق التعريف 12.1.1 هو بيان سوي؛ Bod‏ كذلك وجود 
تقاطعات 2 هذا الرسم» ولكن هنالك رسمًا آخر ليس فيه تقاطعات. سندرس البيانات المستوية .3 
الفصل السادس. " 
14.1.1 . مثال. المسالك ‏ شبكات الطرق (Routes in road networks)‏ . نستطيع أن ننمذج شبكة الطرق 
باستخدام بيان أضلاعه التي تقابل قطع الطرق بين التقاطعات, ٠‏ ونستطيع أيضًا أن نعيّن أوزانا للأضلاع لقياس 
المسافة أو زمن الرحلة. وك هذا السياق. dao‏ الأضلاع تمثل الروابط الفيزيائية (الطبيعية). فكيف نستطيع 
أن نجد أقصر مسلك من إلى Sy‏ سنبين كيفية حساب هذا الفصل الثاني. 


إذا كانت الرؤوس 2 البيان تمثل منزلنا والأماكن الأخرى المراد زيارتهاء فلربما نريد أن نتبع مسلكا نزور من خلاله 
الرؤوس جميعها مرة واحدة بالضبط » كزيارة كل شخص دون المكوث عنده. وسنأخذ ‏ الحسبان وجود مثل هذا المسلك 
.2 الفصل السابع. 
لاحظ Lil‏ نحتاج إلى مصطلحات لوصف هذين النوعين من المسالك 2 البيانات. n‏ 
15.1.1 تعريف. المسار (path)‏ هو بیان بسيط يمكن ترتيب رؤوسه» بحيث يكون الرأسان متجاورين إذا وفقط 
إذا LLS‏ متتاليين 2 القائمة. Ll‏ الحلقة (cycle)‏ » فهي بیان يتساوى فيه عدد کل Eia niil Be‏ ومن 
الممكن وضع رؤوسه حول دائرة بحيث يكون الرأسان متجاورين إذا وفقط إذا ظهرا متتالين على الدائرة 


لالح أن Jean‏ أعلاه يظهر مسارًا وحلقة. كما هو موضّح من جدولة الرؤوس بحسب الترتيب: 
b, a, z, y‏ ,د فضلاً عن Si‏ إهمال ضلع واحد من الحلقة ينتج مسارًا .2-5 دراسة المسالك 2 شبكات «aola‏ 
نفكر 2 المسارات والحلقات المحتواة 2 البيان. كذلك نأمل 2 الوصول إلى كل رأس ك الشبكة من GI‏ رأس o3‏ 
والتعريف الآتي يجعل هذه المفاهيم دقيقة. 
1. تعريف. نعرّف البيان الجزئي (subgraph)‏ من البيان G‏ على أنه البيان H‏ بحيث يكون 

ECH) > E(G)s V(H) CV(G)‏ والنقاط الطرفية للأضلاع 2 H‏ هي نفسها -2 G‏ لذلك: نكتب 

B يحوي‎ G” O ونقول:‎ HOG 

يكون البيان G‏ مترابطًا (connected)‏ إذا كان US‏ زوج من الرؤوس .2 G‏ ينتمي إلى مسار؛ وبخلاف 
ذلك» يكون البيان G‏ غير مترابط (disconnected)‏ . 

يوجد للبيان الموجود قبل التعريف 12.1.1 ثلاثة بيانات جزئية a‏ حلقات: وهو بيان مترابط؛ ولكن البيان 
اك المثال 9.1.1 ليس كذلك. 


(Matrices and Isomorphisms) المصفوفات والتشاكل‎ 


كيف دد ینا Sla‏ نستطيع وضع الرؤوس والأضلاع ‏ قائمة Aa‏ (مع النقاط الطرفية)ء ولكن هناك تمثيلات 
مفيدة أخرى. يضاف إلى ذلك أنّ قولنا ól‏ البيان عديم أشواط أوخال منها (loopless)‏ يعني أن الأضلاع المكررة 

مسموحة, ولكن أشواطا غير مسموحة. 

1 . تعريف. لیکن 6 بيانًا عديم أشواط؛ بحيث إنمجموعة رؤوسههي: V(G) = {Vie . . Vn}‏ ومجموعة 
أضلاعه هي: F(G) = (ei ..., Cm}‏ .256 مصفوفة التجاور (adjacency matrix)‏ للبيان 6 وتكتب 
A(G)‏ على pal gil‏ المصفوفة من الحجم IPM‏ حيث تكون المدخلة di, j‏ هي عدد الأضلاع G2‏ التي نقاطها 
الطرفية Lii .{V;, vj)‏ مصفوفة الوقوع M(G) (incidence matrix)‏ فنعرفها على أنها المصفوفة من 
الحجم XM‏ 7# بحيث تكون المدخلة ر :71 هي 1 إذا كانت ۷ نقطة طرفية للضلع ز6 وبخلاف ذلك تكون 0. 


إذا كان الرأس V‏ نقطة طرفية للضلع €« Ola‏ ۷ء و © تقع | إحداهما على الأخرى (incident)‏ » ونعرّف درجة 
vod |J! (degree)‏ ( © البيانعديم العرى) على أنها عدد الأضلاع الواقعة علىهذا الرأس. تعتمد الطريقة المناسبة 
لتعريف مصفوفة كل من التجاور والوقوع: أو درجات الرؤوس للبيان الذي يحوي عرّى على une‏ لاحظ أن الدرسين 
11 يناقشان ذلك. 
18.1.1 ملاحظةء ذه :مصفوفة qui sisal‏ الرووين: وتجاون (S‏ مصفوفة Allie‏ 
symmetric) (4, ; = aj)‏ لكل (7j‏ لاحظ أنّ مدخلات مصفوفة التجاور للبيان البسيط G‏ تكون 0 أو 1: مع 
أصفار على القطرء إن درجة الرأس V‏ هي مجموع المدخلات -2 الصف ل ۷ إماذ A(G)‏ أو MG)‏ ل 


1 . مثال. للبيان G‏ أدناه الخالي مخ العرى de s‏ مصتعوفة كل من التجاور والوقوع الناتجتين عن ترتيب 
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الرؤوس: Xg W‏ ولل و2 وترتيب الأضلاع: © و و © و 4 و e‏ حيث | درجة الرأس لهي A‏ وذلك من النظر 





= أي من المصفوفتين.‎ LY أو من جمع الصف ل‎ hel إلى‎ 
Ww xy Zz @ b ovde 
w fo 1 1 0 wf11000 
x]1 0 2 0 web Oo 1 110 
wil 2@ 1 we 2 2 Lf 
£ 0391-8 2 NV F.B 01 
A(G) G MG) 


إن إيجاد مصفوفة التجاور لبيان ما يعطي ضمنيًا تسمية للرؤوس بحسب ترتيب الصفوف؛ فال رأس 7 يقابل 

الصف والعمود 7؛ إذ تخزين بيان 2 الحاسوب يتطلب تسمية الرؤوس. 

ومع ذلك» نريد أن ندرس الخصائص (مثل خاصية الترابط) التي لا تعتمد على هذه الأسماء. ES‏ إن 
الخصائص البنيوية ل G‏ و7/ ستكون هي نفسها | اذا استطعنا elie AT‏ 
H2‏ وهكذا »فان 6 سوف يصبح [1 jas‏ التعريف مضبوطا للبيانات البسيطة ói das Y e‏ إعادة التسمية 
هي دالة من 7(6) إلى VA)‏ بحيث يحدّد VH)  رصنع JS‏ لعنصر salg‏ .2 (7)6. لذلك نقرنهما 
4 صورة آزواج» وتكون مثل هذه الدالة مقابلة واحدًٌا لواحد (one-to-one correspondence)‏ أو تناظرًا 
(bijection)‏ (انظر الملحق 4 ). وعندما نقول: نقلب إعادة التسمية G‏ إلى GLa H‏ هذا يماثل قولنا Ot‏ 
تناظر الرؤوس يحافظ على علاقة التجاور. 

1 . تعريف. التشاكل (isomorphism)‏ من البيان البسيط G‏ إلى البيان البسيط H‏ هو تناظر 

Bt ونقول‎ flu) JV) € E (H) إذا وفقط إذا‎ uv © AG) بحيث‎ f : VG) > V(H) 

HM G إذا 585 تشاكل من‎ G = H ونكتب‎ . isomorphic to H ? suu G ” 


G obun Sle .21.1.1‏ و H‏ اكرسومان. list‏ هما :مسازان على caja agus) Anl‏ الذالة 
f: (iG) + V(H)‏ كمايأتي: © fw) =a. f(x) = d. f()) = b fe)‏ لنبين fol‏ هوتشاكل؛ نفحص 
ما إذا كان f‏ يحافظ على الأضلاع وغير الأضلاع. لاحظ أن إعادة كتابة A(G)‏ بوضع الصفوف .2 الترتيب 

W, Y, 2, X‏ وكذلك الأعمدة بهذا الترتيب» يعطي (HT)‏ كما هو موضح أدناه؛ وهذا يؤكد أن/رتشاكل. 


. على الترتيب.‎ ©, b, d, a إلى‎ ۷, x, y, 2 تشاكل آخر يرسل‎ 
w y c d 
G H 
x z a b 
w x y £z wy zx & b c d 
w 0. T. 0; 9 wf000 1 a 0.0 0; 1 
sf 10 1 0 x[ 0 0 1 1 b[0011 
y{ 0101 yf 0 100 en 0 1 0 
2 N00 1 0 2 1 1 0-8 d\1 100 
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1. ملاحظة : إيجاد التشاكلات. كما اقترح 2 المثال 21.1.1 فإن عرض مصفوفتي التجاور مع ترتيب 
الرؤوس بحيث تتطابق المصفوفتان؛ هي طريقة لاثبات أن البيانين متشاكلان: إضافة إلى أن تطبيق التبديلة 6 على 
كل من صفوف المصفوفة A(G)‏ وأعمدتها له تأثير إعادة ترتيب رؤوس G‏ وإذا كانت المصفوفة الجديدة تساوي 
A(H)‏ فإن التبديلة تعطي DISLES‏ ومن الممكن التحقق من المحافظة على علاقة التجاور دون AUS‏ المصفوفات. 
لكي يكون تناظر الرؤوس تشاكلاً من G‏ إلى H‏ فإن الصورة V al WHE‏ من G‏ يجب أن تمتلك خواص۷ 
نفسها 2 6. فعلى سبيل JÈU‏ يجب أن تكون لهما الدرجة نفسها. = 
1 . *ملا حظة : تشاكل للبيانات غير البسيطة: يمكن أن يعمم تعريف التشاكل إلى بيانات لها عرى 
وأضلاع متكررة» ولكن التعبير الدقيق يحتاج إلى لغة التعريف 2.1.1. 
التشاكل (isomorphism)‏ من G‏ إلى H‏ دالة تناظ V(G) Jui f‏ إلى E(G)s V(H)‏ إلى E(A)‏ 
بحيث يُرسل كل ضلع G2‏ نقطتيه الطرفيتين V su‏ إلى ضلع 2 H‏ نقطتاه الطرفيتان AY) aft)‏ 
لاحظ أنّ هذه الصفة التقنية لا تهمنا؛ لأننا سندرس التشاكلات 2 سياق البيانات البسيطة فقط. . 
بما أن H‏ متشاكل مع G‏ عندما يكون G‏ متشاكلاً مع Vila H‏ ما نقول إن G”‏ و H‏ متشاكلان“ (نعني 
أحدهما للآخر)؛ حيث إِنْ الصفة ”تشاكل“ تطبق فقط على أزواج من البيانات؛ فقولنا G”‏ متشاكل“ Y‏ معنى 
له؛ (لأننا سنسأل بعد ذلك: ”متشاكل مع ماذا؟“). وبالمثل؛ فمن الممكن أن نقول إن مجموعة من البيانات تكون 
”متشاكلة زوجًا زوجًا ”(مأخوذة اثنين اثنين 2 الوقت «(aux‏ ولكنْ القول بأن ”هذه المجموعة من البيانات 
متشاكلة» ليس له معنى. 
تعرّف العلاقة (relation)‏ على المجموعة S‏ على أنها جمع من الأزواج المرتبة من (S‏ وعلاقة التكافؤ 
(equivalence relation)‏ علاقة منعكسة:؛ ومتماثلةء ومتعدية (انظر الملحق (A‏ فعلى سبيل المثال: علاقة 
التجاور على مجموعة الرؤوس لبيان ما متماثلة؛ ولكنها ليست منعكسة:؛ ونادرًا ما تكون متعدية. من جانب آخر, 
فإن علاقة التشاكل «(isomorphism relation)‏ من الأزواج المرتبة (G, H)‏ بحيث يكون G‏ متشاكلاً مع 
AT‏ ويحقق الخواص الثلاث جميعها. 
1. قضية + علاقة التشاكل على Gl‏ مجموعة من البيانات (البسيطة)؛ تكون علاقة تكافؤ. 
الإثبات: خاصية الانعكاس. التبديل المحايد على VG)‏ هو تشاكل من © إلى نفسها. وعليه فإن GEG‏ 
خاصية التماثل إذا كان Sisè f: V(G) > VEH)‏ من f Ge H UG‏ هو تشاكل من ٨1‏ إلى G‏ 
SY‏ العبارة uv € E(G)?‏ إذا وفقط إذا (u) f (v) € E(A)‏ ۶“ تؤدي إلى أن xy € E(H)"‏ إذا وفقط 
إذا RH dasa. f (x) f! (y) € EG)‏ 6 يؤدي إلى © = [1. 
خاصية التعدي. افرض f. V(F) > V(G) Si‏ و g: V(G) > V(H)‏ تشاكلان: لاحظ أن 
uv € ECF)‏ إذا fu) f(v)e EG) daz,‏ وأيضًا(75)0 © xy‏ إذا وفقط إذا 
xy © E (G) je slis fi Ly g(x)go)€ E (H)"‏ نستطيع أن نجد (77)17 © av‏ بحيث 
×=( )و AV) ey‏ وهذا يؤدي إلى أن uv © ECF)‏ إذا وفقط إذا gUCv)) € E (A)‏ )80( 
لذاء be‏ التركيب g ٥ f‏ هو تشاکل من F‏ إلی A‏ وهكذا نكون أثبتنا أن © 2 us GEH a F‏ 
يؤديان إلى FEA‏ " 
علاقة التكافؤ تجزئ المجموعة إلى صفوف تكافؤ؛ يحقق العنصران العلاقة إذا وفقط إذا LAS‏ ينتميان إلى 
wa cet‏ تقس 
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1 . تعريف. صف التشاكل (Isomorphism class)‏ للبيان. هو صف تكافؤ للبيانات تحت علاقة 
التشاكل؛ وتتشاكل المسارات على 7 من الرؤوس زوجًا زوجًا؛ لذا فإن مجموعة المسارات على 77 من 
الرؤوس تشكل صف تشاكل. 


1 . ملاحظة : البيانات ”غير الموسومة“ وصفوف التشاكل. عند مناقشة البيان G‏ يكون لدينا 
مجموعة ثابتة من الرؤوس. لكن تعليقاتنا البنيوية Giles‏ أيضًا على كل بيان متشاكل مع G‏ وتكون 
استفتا جاتنا مستهلة عن أسماء (أؤسمة) الرؤوسن: وهكذاء pied‏ التعبير غير الرسمي ”البيانات غير 
الموسومة“ ليعني صف التشاكل للبيانات. عندما نرسم بياتاء Ola‏ رؤوسه تسمى بمواقعها الفيزيائية. حتى لو 
لم نعطها أسماء أخرى. لذا Ola‏ رسم البيان يكون عضوًا -2 صفه التشاكلي؛ ؛ وندعوه Lily‏ فقط « وعندما نعيد رسم 
بيان لإظهار بعض أوجهه البنيوية فإننا نختار أنسب عضو -2 صف التشاكل؛ ونبقى نناقش ”البيان غير الموسوم“ 
نفسه. " 


حينما نناقش بنية البيانات» فمن المناسب أن dea‏ اسنا ورموزا لصفوف التشاكلات المهمّة. وحيث 
يجب أن تكون هنالك مرونة 2 الرجوع إلى صف التشاكل أو GY‏ عنصر يمثّله. 


1 . تعريف. يرمز إلى المسار (غير الموسوم) أو الحلقة على 7 من الرؤوس بالرمزين Pn‏ و Cn‏ 
على الترتيب؛ والحلقة- N‏ هي حلقة على 7 من الرؤوس. ونعرّف البيان التام (complete graph)‏ 
على أنه بيان بسيط» رؤوسه متجاورة )9 زوجًا؛ ويرمز إلى البيان التام pat)‏ الموسوم) على N‏ 
من الرؤوس بالرمز Ul Kn‏ البيان الثنائي الفرع (complete bipartite graph) ala!‏ أو الثنائي 
العصبة (biclique)‏ فيعرّف على أنه بيان ثنائي الفرع بسيط» بحيث يكون أي رأسين فيه متجاورين 
إذا وفقط إذا LIS‏ 2 مجموعات مجزأة (جزئية) مختلفة. وعندما يكون حجم المجموعتين S gF‏ 
فإننا نستخدم الرمز Kis‏ للعصبة الثنائية (غير الموسومة). 


& AN 


1 . *ملا حظة : Lap‏ البيان التام بوصفه ily‏ رؤوسه متجاورة زوجًا زوجّاء Lal‏ العصبة فهي مجموعة 
الرؤوس المتجاورة زوجًا زوجًا 2 البيان. حيث يستعمل الكثير من المؤلفين المصطلحين بصورة متبادلةء ولكن 
الاختلاف يسمح لنا بمناقشة العصب باستخدام لغة المجموعات المستقلة نفسها. 


2 إطار ثنائي pall‏ نستخدم ببساطة ”عصبة“ لنختصر ”البيان الثنائي الفرع التام“. إن الاسم البديل 
”ثنائي العصبة»“ هو تذكير بأن البيان الثنائي الفرع التام لا يكون بيانا Lb‏ بوجه عام (التمرين 1). " 
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be 29.1.1‏ حظة . بيان cb‏ اسم آخر ... عندما نسمي بيانا دون تسمية رؤوسه فإننا نعني صفة التشاكل 
غالبًا. تقنيًاء ”7 بيان جزتي من 6“ وهذا يعني Ol‏ بعض البيانات الجزئية من G‏ متشاكلة مع H‏ (ونقول ”6 
يحوي نسخة من (“H‏ وهکذاء C3 Sf‏ بیان جزئي من JS) Ks‏ بیان تام على 5 رؤوس له 10 بيانات جزتية 


متشاكلة مع (C3‏ لکن Ka, 3 ga oad‏ 
بصورة مشابهة, Sla‏ السؤال فيما إذا كان 6 ”هو“ Cn‏ يعني السؤال فيما إذا كان G‏ مشاكلاً لحلقة على 
7 من الرؤوس. " 


إن الخصنائص البنيوية ليان ما تحدد بعلاقة التجاون. وعليةء dais‏ بالتشاكل. لاحظ eda Ud‏ إفبات 
أن 6 و H‏ غير متشاكلين بإيجاد خاصية بنيوية يختلفان فيها. فإذا اختلفا ‏ عدد الأضلاع: أو البيانات الجزئية, 
أو المتممات» إلخ: فلا يمكن أن يكونا متشاكلين. 

من جهة أخرى» فحص بعض الخصائص البنيوية وتشابهها لا يؤدي إلى أن G‏ متشاكل مع H‏ لإثبات أن 
G EH‏ يجب أن نجد دالة تناظر cues f: V(G) > V(H)‏ تحافظ على علاقة التجاور. 


1. مثال. متشاكلة SY al‏ لكل بيان أدناه ستة رؤوس» وتسعة أضلاع مترابطة؛ ولكن البيانات ليست 
متشاكلة زوجًا زوجًا. 

لإثبات أن Gi E Gr‏ نعطي أسماء للرؤوس, ونعيّن دالة c BUS‏ ونختبر محافظتها على علاقة التجاور. كما 
هو موسوم Ob col‏ التناظر الذي v, w, x, y, 2 anys‏ ,1 إلى 1:3:5:2:4.6 على الترتیب» هو تشاكل من Gi‏ 
إلى Go‏ . والدالة التي ترسل 2 V, w, x, y,‏ ,إلى 6.4.2.1.3.5 على الترتيب» هي تشاكل آخر. 

لاحظ 5 »s‏ من Gi‏ و 62 الثنائي الفرع هما رسمان ل 15.3 ٠ (G4 2- LS)‏ البيان Gs‏ كذلك يحوي د 
لذلك Ol‏ رؤوسه لا تتجّزأ إلى مجموعتين مستقلتين. وعليه. G3 Ska‏ لا يكون متشاكلاً مع البقية. 

نستطيع 2 بعض الأحيان أن نفحص التشاكل سريعًا باستخدام المتممات» ويكون البيانان البسيطان H 4G‏ 
متشاكلين إذا وفقط إذا كانت متمّماتهما متشاكلة (التمرين 4( (Ga Ga Gi Lia.‏ جعيمها 553 :من cradle:‏ 
منفصلتين على 3 رؤوس» وهي غير مترابطة» Gs Lil‏ فهي حلقة على 6 رؤوسء وهي مترابطة. 


u v w 6 1 
X y & 4 3 
G G: G: Gs 


1.ه. مثال. suc‏ الأشكال ذوات 7# من الرؤوسء عندما نختار رأسين من مجموعة حجمها N‏ من 
الرؤوس نستطيع أن نختار واحدًا ثم نختار الآخر ولكن لا تهتم بالترتيب» وهكذا يكون عدد طرق الاختيار هو 
(n(n-1)/2)‏ وكوي Mod MD‏ لد aug.‏ أ .(n choose k)“ k agan?”‏ 
وتسمى هذه الأعداد معاملات ذات الحدين (binomial coefficients)‏ ؛ وللمزيد من المعلومات؛ انظر الملحق A‏ 








1.1 ماالبيان؟ 11 


2 البيان البسيط على مجموعة الرؤوس X‏ ذات الحجم A‏ لاحظ أن كل زوج من الرؤوس يمكن أن يشكل أو لا يشكل 
ضلعاء Sha’.‏ عن أنّ اختيار كل زوج يعطي وصقا للبيان. لذلك Gls‏ عدد البيانات البسيطة مع مجموعة الرؤو سك هو(2)3. 


فعلى سبيل JEN‏ يوجد 64 بيانًا بسيطًا على مجموعة ثابتة تحوي أربعة رؤوس» وتشكل هذه البيانات 11 صف 
تشاكل فقط. 2g‏ الرسم أدناه. تظهر الصفوف 2 صورة أزواج متتامة؛ لاحظ أن Py‏ فقط يتشاكل مع متممته؛ 
Sly‏ لصفوف التشاكلات أحجامًا مختلفةء لذلك Y‏ نستطيع Le‏ صفوف التشاكلات للبيانات البسيطة على 77 رأسًا 
بتقسيم على حجم الصف. " 


ae لاس سد‎ 
PD S qe EE 


(Decomposition and Special Graphs) التفكيك والبيانات الخاصة‎ 


المثال p, S p,‏ يقترح عائلة من مسائل البيانات. 
32.1.1 تعريف. يكون البيان ذاتي التتام (self — complementary)‏ إذا کان متشاكلا مع متممته. 
ويعرف تفكيك (decomposition)‏ البيان على أنه قائمة من البيانات الجزئية» بحيث يظهر كل ضلع 
مرة واحدة بالضبط 2 إحدى البيانات الجزئية 2 القائمة. 
يكون البيان H‏ على Ln‏ ذاتي التتام إذا وفقط إذا جد ل Ky‏ تفكيك يتكوّن من نسختين من H‏ 
Je 33.1.1‏ « نستطيع أن نحلل K5‏ إلى حلقتين من الدرجة 5. وعليهء تكون الحلقة من الدرجة 5 ذاتية التتام. 
وکل بیان له 7 رأسّاء ومتممته يفككان Kn‏ وكذلك Kina obla‏ و Kir‏ يفككان Kn‏ وذلك على الرغم من أنّْ أحد 
البيانين الجزئيين يحذف رأسًا. ونعرض 2 اليمين 2 أدناه تفكيكا ل Ka‏ باستخدام ثلاث نسخ من Ps‏ وتأخذ 
التمارين 31 — 39 تفكيك البيانات 2 الحسبان. n‏ 


€ X 


34.1.1 *مثال. يعد السؤال حول أي البيانات التامة تتفكك إلى نسخ من Ks‏ سؤالاً أساسيًا 4 نظرية 
التصاميم التوافقية (theory of combinatorial designs)‏ ونقترح على اليسار TET‏ د ۸7ء حيث إن 
تدوير المثلث على سبعة مواقع يستخدم كل ضلع مرة واحدة بالضيط. 
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ونقترح على اليمين تفكيكا ل Ke‏ إلى نسخ من Ò Pa‏ وضع رأس واحد كذ المركز يصنف الأضلاع إلى ثلاثة 
أنواع هي: الحلقة الخارجية على 5 رؤوس: والحلقة الداخلية على 5 رؤوس من هذه الرؤوس» والأضلاع 
المرتبطة بالرأس المركزي. لاحظ أنْ كل مسار على 4 رؤوس -2 التفكيك يستخدم ضلعًا Waly‏ من كل نوع؛ 
وندور الصورة لنحصل على المسار التالي. g‏ 





ننظر إلى أي نسخة من Kis‏ بصفتها Éta‏ ومن المناسب إعطاء أسماء مختصرة للبيانات التي تتكرر ‏ مناقشاتنا 
كثيرا. 


oly -Ja ,.1‏ معرض الوحوش The graph menagerie)‏ ). إن اسم ( الاسم الجذاب) البيان Bale‏ 
ما يأتي من رسم البيان؛ حيث نستخدم Lái‏ مثل هذه الأسماء GY‏ رسوم أخرى للبيانء وعليه تكون أفضل رؤية 
كاسم لصف التشاكل. وقد أعطينا الشكل أدناه أسماءً لبعض البيانات التي لها على الأكثر خمسة رؤوس. 

البيانات الأكثر أهمية من بين هذه البيانات هى المثلث (Ks) (triangle)‏ والمخلب (Ki3) (claw)‏ وے 
بعض الأحيان نناقش (paw) (Ki ste) ast!‏ والطائرة الورقية Ld (Ka e) (Kite)‏ البيانات الأخرى 
فتظهر بتكرار Jal‏ لاحظ Oi‏ متممات البيانات الموجودة 2 الصف الأول غير مترابطة؛ فَمُتمّمة المنزل هي (Ps‏ 


ومتمّمة الثور (bull)‏ هي نفسهاء ويسأل التمرين 39: GI‏ هذه البيانات يمكن استخدامه لتفكيك n SK‏ 
طائرة ورقية 
ربطة عنق رأس ثور 


لكي نفكك H‏ إلى نسخ من G‏ يجب أن يكون عدد الأضلاع ‏ © يقسم عدد الأضلاع HE‏ وهذا غير 
كاف؛ Ks‏ لا تتفكك إلى نسختين من الطائرة الورقية (Kae)‏ 
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1 . تعريف. Gly‏ بيترسون (Petersen graph)‏ هو البيان البسيط الذي تكون رؤوسه مجموعات 
جزئية ثنائية العناصر من مجموعة خماسية العناصر» 2 حين تكون أضلاعه أزواج المجموعات 
الجزئية الثنائية العناصر المنفصلة. 


0 


رسمنا 2 الأعلى بيان بيترسون بثلاث طرق إذ OL‏ هذا البيان مفيد جدًا 2 كثير من الأحيان لدرجة أنه 
us sai‏ بأكمله له ([1993] (Holton-Sheehan‏ وعلاوة على أن خصائصه تستنبط من علاقة التجاور 
التي استخدمت بوصفها rus‏ له. 
37.1.1 مثال. تركيب (بنية) بيان بيترسون. باستخدامنا ]5[ = )5 .4 .3 .2 .1( بصفتها مجموعة 
خماسية العناصرء نكتب الزوج (a, D)‏ -2 صورة ab‏ أو cba‏ وبما أن 12 و 34 iy Mudie‏ لهذا تكون هذه 
الرؤوس متجاورة عند تشكيل البيان. Lal‏ 12 و23 فليسا كذلك. لاحظ أنه لكل مجموعة ثنائية ab‏ هنالك ثلاث 
طرق لاختيار مجموعة ثنائية العناصر من العناصر الثلاثة المتبقية ‏ ]5[ لذلك فإن درجة كل رأس 3. 

يتكوّن بيان بيترسون من حلقتين منفصلتين على 5 رؤوس إضافة إلى أضلاع لربط الرؤوس 2 هاتين 
الحلقتين. ومن تعريف خاصية الانفصال؛ نجد ŠÍ‏ 12 51:34 23 45 على الترتيب» هي رؤوس لحلقة على 
5 رؤوس» وبطريقة مشابهة تضبط بقية الرؤوس 113 41,52 35 24. لاحظ أيضًا أن 13 يكون متجاورًا مع 
5 حين يكون 52 متجاورًا مع 34 وهكذا دواليك» كما هو مبيّن على اليسار 2 الأعلى. 
نستخدم هذا الاسم حتى عندما لا نعيّن عناوين الرؤوس؛ 2g‏ الأساس» نستخدم ”بيان بيترسون“ بوصفه Laul‏ 
لصف تشاكل. ولنبين أن البيانات ‏ الأعلى متشاكلة معًا زوجًا 35 فيكفي أن نسمي الرؤوس 2 كل بيان 
باستخدام مجموعات فرعية ثنائية العناصر من ]5[ وحيث تكون علاقة seal‏ ) 2 كل حالة هي خاصية الانفصال 
(تمرين 24). " 
38.1.1 قضية . إذا كانهنالك رأسان غير متجاورين 2 بيان بيترسون فإنه يوجد لهما بالضبط جار مشترك واحد 


الإثبات: الرؤوس غير المتجاورة مجموعات ثنائية تتشارك 2 عنصر واحد؛ وحجم اتحادهما S‏ يساوي 3 
إضافة إلى أنّ الرأس المجاور لهما هو مجموعة ثنائية منفصلة عن كليهماء وبما Litt‏ نختار المجموعات الثنائية 
من ( 5 .4 .3 .2 .1)» فتوجد مجموعة ثائية واحدة بالضبط منفصلة عن n S‏ 


1 . تعريف. تُعرّف الخصر (girth)‏ للبيان الذي يمتلك حلقة على أنه طول أقصر حاقة .2 هذا البيان. 
أما البيان الذي ليس فيه حلقات فيكون خصره لا نهائيًا. 
1. نتيجة . خصر بیان بيترسون يساوي 5. 


الاثبات: هذا البيان بسيط. ولذلك» ليس له حلقة على رأس واحد ولا حلقة على رأسين» لاحظ أن 
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الحلقة على ثلاثة رؤوس تتطلب ثلاثة أزواج من المجموعات الثنائية المنفصلة زوجًا زوجًاء وهذا لا يمكن 
حدوثه بين 5 عناصرء لاحظ أن الحلقة على أربعة رؤوس 2 غياب حلقة على ثلاثة رؤوس تتطلب رؤوسًا 
غير متجاورة مع رأسين جارين مشتركين» وهذا ما تمنعه القضية 38.1.1. وك النهايةء نجد Ol‏ الرؤوس: 
51.34.12 23( 45 تعطينا حلقة خماسية؛ وبذلك يكون الخصر 5 LI‏ 

إن بيان بيترسون متماثل بشدة؛ حيث abas JS Òl‏ من ]5 .4 .3 .2 .1( dg‏ تبديلة على المجموعات 
الجزئية ASL‏ وتحافظ على علاقة خاصية الانفصال. dalog‏ فيوجد على الأقل 15 = 120 تشاكلاً من بيان 
بيترسون إلى نفسه» ويؤكد التمرين 43 أنه لا يوجد غيرها. 


41.1.1 * تعريف. التشاكل الذاتي G olat (Automorphism)‏ هو تشاكل من G‏ إلى -G‏ يكون البيان 
G‏ متعدّي الرؤوس (Vertex-transitive)‏ إذا وجد لكل زوج V(G)‏ € 4,۷ تشاكل ذاتي يرسل VAM‏ 
لاحظ Ži‏ التشاكلات الذاتية ل G‏ هي التباديل ل V(G)‏ التي يمكن تطبيقها على JS‏ من صفوف A(G)‏ 
وأعمدتها دون أن تغيّر A(G)‏ 

42.1.1.* مثال. التشاكلات الذاتية. ليكن G‏ هو المسار على مجموعة الرؤوس }1.2.3.4{ ومجموعة الأضلاع 

]34 .23 ;12( يوجد لهذا البيان تشاكلان ذاتيان؛ هما: التبديل المحايد والتبديل الذي يبدل 1 مع 4 ويبدل 2 

مع 3 ولاحظ Gf‏ تبادل الرؤوس 1 و 2 لا يشكل تشاكلاً G4 Kalo‏ وذلك على الرغم من G SI‏ يتشاكل مع البيان 

الذي تكون مجموعة رؤوسه }3.4 .2 .1( ومجموعة أضلاعه (13:34 .21). ولاحظ 2 البيان Ol Kes‏ 

تبديل الرؤوس 2 إحدى المجموعات المجزأة؛ لا يغيّر مصفوفة التجاور؛ وهذا يعطي SLAS IAS‏ وعندما يكون 

Kup نستطيع أن تُبادل المجموعات المجزأة؛ ولاحظ أنه يوجد !)2(01 تشاكلاً ل‎ Lila = S 

يكون البيان الثنائي العصبة Kis‏ متعدي الرؤوس إذا وفقط إذا كان FES‏ وإذا كان 2 < n‏ فإن Po‏ لا يكون متعدي 

الرؤوس؛ ولكن كل حلقة تكون متعدية الرؤوس. لاحظ أيضا أنْ بيان بيترسون متعدّي الرؤوس. . 
-2 البيان متعدّي الرؤوس» نستطيع أن نثبت عبارة ما حول كل رأس بإثبات تلك العبارة لرأس واحد؛ لأن هذه 

الخاصية تضمن SÌ‏ البيان ”يشبه بعضه “Lh‏ عند كل رأس. 

تمارين (Exercises)‏ 
عمومًاء لاحظ i‏ حلول المسائل يتطلب ALS‏ تعليل واضح 2 جمل مفيدة» ولاحظ كذلك أنّ العلامات على 

المسائل لها المعاني الآتية: 

)7( = الأسهل أو الأقصر من المعظم. 

”)+(“ = الأصعب أو الأطول من المعظم. 

?”)2(“ = لها فائدة خاصة أو تمرين تثقيفي وتعليمي. 
7(*)“ = يشمل مفاهيم معينة اختيارية 2 السياق. 

تبدأ تمارين الدروس من المسائل الأبسط لفحص الفهم» وتنتهي مع خط من النقاط. أما المسائل Anat‏ فتتبع 

الترتيب الموجود -2 النص. 

1 )-( حدّد Gi‏ البيانات الثنائية الفرع التامة هي بيانات تامة. 
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1 (-) اكتب الاحتمالات الممكنة جميعها لمصفوفات التجاور. ومصفوفات الوقوع للمسارات التي لها ثلاثة 
رؤوس. واكتب كذلك مصفوفة تجاور لمسار له ستة رؤوس» ولحلقة لها ستة رؤوس. 

3.11 (-) باستخدام القوالب المستطيلة التي تكون مدخلاتها جميعها متساويةء اكتب مصفوفة التجاور ل Kon‏ 
1 (-) من تعريف التشاكل؛ أثبت GEA Gh‏ إذا وفقط إذا كان .G&H‏ 

1 (-) أثبت أو انقض ما يأتي: إذا كانت درجة JS‏ رأس 2 بيان بسيط G‏ تساوي 2 G Ds‏ يكون حلقة. 


6.11 )7( بين ما إذا كان البيان المرسوم أدناه يتفكك إلى نسخ من Pa‏ 


1 (-) أثبت أنّ البيان الذي له أكثر من ستة رؤوس ذات درجة فرديةء لا يمكن أن يتفكك إلى ثلاثة مسارات. 


1 )7( أثبت أن البيان على 8 من الرؤوس الموجود على اليسار ool‏ يتفكك إلى نسخ من Kis‏ وكذلك 


9.1.1 )-( أثبت أن البيان عن اليمين أعلاه متشاكل مع متمّمة البيان عن اليسار. 


1. )-( أثبت أو انقض ما يأتي: تعب eite C953 D]‏ ايان اظ فر dash 2M‏ اا تارايط 
e e e e e‏ 


Si oie . 1‏ حجم لكل من عصبة وحجم لمجموعة مستقلة 2 البيان أدناه. 


1 . حدّد ما إذا كان بيان بيترسون ثنائي of pall‏ وجد حجم أكبر مجموعة مستقلة لهذا البيان. 

Goss 13.1.1‏ البيان الذي تكون مجموعة رؤوسه هي المرتبات من الدرجة ۸ وإحداثياتها مأخوذة من المجموعة 
}0.1{ بحيث إن يجاور Larie Y‏ يختلفان 4 موقع واحد بالضبط. حدّد ما إذا كان Úle G‏ ثنائي الفرع. 
14.1.1 )1( أثبت SH‏ إزالة الزوايا المربّعة المائلة من لوحة الفاحص التي حجمها 8 2 8 تترك لوحة جزئية؛ لا يمكن 
تجزئتها إلى مستطيلات من الحجم 2X1‏ و 1X2‏ وباستخدام التعليل نفسهء جد عبارة عامة حول البيانات 
الثنائية الفرع جميعها. 
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15.1.1 خذ العائلات الأربع للبيانات الآتية ‏ الحسبان: 

4 = [مسارات)» 8 >-[حلقات)» © = لبيانات تامة) =D‏ إبيانات ثنائية الفرع). لكل زوج من هذه 
العائلات» حدّد صفوف التشاكلات جميعها للبيانات التي تنتمي إلى عائلتين. 

1. حدّد ما إذا كان البيانان أدناه متشاكلين. 








1. حدّد عدد صفوف التشاكل للبيانات البسيطة التي لها سبعة رؤوس» بحيث تكون درجة كل رأس 4 
1 . حدّد Gl‏ أزواج البيانات gu)‏ مشا 


H X & 


Y sua 19.1.1‏ أزواج البيانات أدناه متشاكلة؟ 


€ & 


1 . حدد Gl‏ أزواج البيانات المرسومة أدناه متشاكلة؟ 


PDA 


1 حدّد ما إذا كان البيانان أدناه ثنائيي cg pall‏ وما إذا LIS‏ متشاكلين. (البيان الموجود على اليسار يظهر 
على غلاف Wilson — Watkins‏ [1990]). 
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22.1.1 )1( حدّد Gi‏ أزواج البيانات المرسومة أدناه تكون متشاكلةء واعرض الإثبات باختبار أقل عدد ممكن من الأزواج. 


OOS © Go 


JS 2.23.11‏ صق أنقاف fal sie‏ هد -ممكن بجی توجد يياتات غير مكناظة D Lal‏ من الزوؤس وها 
القائمة نفسها من درجات الرؤوس: 

أ) البيانات جميعها. ب) البيانات التي لا تحوي 1652 ج) البيانات البسيطة. 
(مساعدة: بما أن كل صف يحوي الصف الذي يليه؛ Glo‏ الإجابات تشكل ثلاثية غير متناقصة. للفرع (ج): 
استخدم قائمة صفوف التشاكلات 2 المثال 31.1.1( 

24.1.1 )1( أثبت Gi‏ البيانات المرسومة أدناه جميعها رسوم لبيان بيترسون (التعريف 36.1.1). (مساعدة: 
استخدم تعريف خاصية الانفصال للتجاور) 


o Ads & OO 


25.1.1. )1( أثبت أنه لا توجد لبيان بيترسون حلقة طولها 7. 

26.1.1 )1( لیکن Lily G‏ خصره 4» بحيث تكون درجة JS‏ رأس من رؤوسه k‏ أثبت أنه يوجد ل G‏ على الأقل 
Lil, 2k‏ وحدّد مثل هذه البيانات جميعها التي لها /2 LOL,‏ بالضبط. 

as Lily G osa AA‏ ,5 . أثبت أنه إذا كانت درجة كل رأس GE‏ تساوي ۸ على الأقل »فإن د 6 على 
الأقل 1 + 2/ رأسًا. وعندما 2 = ۸و 3 = k‏ جد بيانًا واحدًا له 1 +۸ رأسًا بالضيط. 

oll (+) .28.1.1‏ الفردي l Or‏ رؤوس البيان»0. هي مجموعات جزئية من [1+/2.. 11 تحوي k‏ 
عنصرًاء ويكون الرأسان متجاورين 131 وفقط 131 كانا مجموعتين منفصلتين. لذلك» O2 Ola‏ هو بيان بيترسون. 
أثبت i‏ خصر Ok‏ هو 6 إذا كان 3 < /. 

1. أثبت Sl‏ كل مجموعة من ستة أشخاص تحوى (على الأقل) ثلاثة أشخاص متعارفين تمامًا أو ثلاثة أشخاص 
ويا تام i‏ 

1.1 . ليكن G‏ بيانًا بسيطا له مصفوفة التجاور 4 . ومصفوفة الوقوع M‏ أثبت أنّ درجة ;7 هي المدخلة 1 
قطر 4 و2 MM"‏ ماذا تقول المدخلات 2 الموقع (i , j)‏ .2 4و MM"‏ عن 50 

31.1.1 )1( أثبت أنه يوجد بيان ذاتي التتام على A‏ من الرؤوسء إذا وفقط إذا كانت 7 أو 77-1 تقبل القسمة 
على 4. (مساعدة: عندما تقبل 77 القسمة على 4 عمم بنية Pa‏ بتقسيم الرؤوس إلى أربع مجموعات» وإذا كانت 
.١ = 1 4‏ فأضف رأسًا للبيان المنشأ على 1 — 77 من الرؤوس). 

32.1.1 حدد أي ثنائي العصب يتفكك إلى بيانين جزئيين متشاكلين؟ 
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9,.n-5.n- 73.33.11‏ -8: فكك Kn‏ إلى نسخ من Ca‏ 
34.1.1 )1( فكك بيان بيترسون إلى ثلاثة بيانات جزئية مترابطة بحيث تكون متشاكلة زوجًا زوجًاء وكذلك 
فككه إلى نسخ من Pa‏ 
35.1.1 )1( أثبت Ky Si‏ يتفكك إلى BW‏ بيانات جزئية متشاكلة زوجًا زوجًاء إذا وفقط إذا كان 3+1 لا يقبل 
القسمة على 3. (مساعدة: للحالة حيث77تقبل القسمة على 3: قسم الرؤوس إلى ثلاث مجموعات متساوية الحجم ) . 
36.1 أثبت أنه إذا كان Kn‏ يتفكك إلى مثلثات» n - 1 ot‏ أو 3 — 7 تقبل القسمة على 6. 
3711 لیکن G‏ بيانا بحيث تكون درجة كل رأس فيه 3. أثبت YG Gi‏ يتفكك إلى مسارات لكل منها خمسة رؤوس على الأقل. 
38.1.1 )1( ليكن©) Lily‏ بسيضًاء بحيث تكون درجة كل رأس فيه تساوي 3. أثبت أن G‏ يتفكك إلى مخالب إذا 
وفقط إذا كان G‏ ثنائي الفرع. 
39.1.1 )+( حدّد gi‏ البيانات 2 المثال 1 .1 يمكن أن يستخدم ليشكل تفكيكا Ko‏ إلى بيانات جزئية 
متشاكلة زوجًا زوجًا. (مساعدة JS‏ بيان غير tans‏ بشرط ما على قابلية القسمة يصلّح.) 
1 (*) ما عدد التشاكلات الذاتية Kng Cng Prt‏ 
1 . )#( أنشيّ بيانا بسيطا على ستة رؤوس له تشاكل ذاتي واحد Le Gilg daa‏ بسيصًا له ثلاثة تشاكلات 
ذاتية تمامًا. (مساعدة: أضف مسارات إلى حلقة لتحصل على دوران ثلاثي الطية دون تقلبات (شقلبات) . 
1 © تحقق من Ol‏ مجموعات التشاكلات الذاتية للبيان G‏ تملك الخصائص AI‏ 

(a‏ تركيب تشاكلين ذاتيين هو تشاكل ذاتى. 

١ التبديل المحايد تشاكل ذاتى.‎ (b 

(C‏ معكوس التشاكل الذاتي Lad‏ تشاكل ذاتي. 

1) تركيب التشاكلات الذاتية gas‏ الخاصية التجميعية. 

(تعليق: لذلك Ola‏ مجموعة التشاكلات الذاتية تحقق خصائص الزمرة). 

43.11 )+( التشاكلات الذاتية لبيان بيترسون. لنأخذ بيان بيترسون كما عرّف بخاصية الانفصال 


للمجموعات الثثاكية من }5 4 ,3 .2 .1(. ed‏ أن كل تشاكل ذاتي يرسل الحلقة ذات الرؤوس 
5 23: 34.51 12 إنى الحلقة ذات الرؤوس cd, ea, bc, de‏ ,20 يحدد بتبديل للمجموعة (1:2:3:4:5) 
والذي يأخذ 5: 4: 1:2:3 إلى © b, c, d,‏ ,4 على الترتيب. (تعليق: هذا يؤدي إلى أنه يوجد 120 تشاكلاً ذاتيًا) . 
seg )*( 1‏ لبيان بيترسون تماثلات أكثر من مجرد تعدّي رؤوس» لیکن P= (Uy Uy Uy Uy)‏ 
و(, (Vy ۷, Vy‏ = © مسارين بثلاثة أضلاع 2 بيان بيترسون. أثبت أنه يوجد بالضبط تشاكل ذاتي واحد لبيان 
بيترسون» بحيث يرسل Ui‏ إلى vi‏ لكل 3 .2 .1 0 f=‏ (مساعدة: استخدم وصف خاصية الانفصال.) 
ly adi )*( .1‏ على 12 LLL‏ بحيث تكون درجة كل رأس 3 والتشاكل الذاتي الفريد عليه هو التشاكل المحايد. 
1 (*) تعدّي الأضلاع. يكون البيان G‏ متعدّي الأضلاع إذا وُجد لكل e, fE E(G)‏ تشاكل ذاتي على G‏ يرسل 
النقاط الطرفية للضلع © إلى النقاط الطرفية للضلع/ )2 أي ترتيب). أثبت أن البيانات 2 التمرين 21.1.1 متعدية 
الرؤوس ومتعدّية الأضلاع كذلك. (تعليق: البيانات التامةء وثنائية العصبة, وبيان بيترسون متعدية الأضلاع.) 
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47.1.1 )+( متعدّي الأضلاع مقابل متعدّي الرؤوس: 

(a‏ افترض أنه يمكن الحصول على البيان G‏ من )4 < 7( Kn‏ بأن يحل محل JS‏ ضلع 2 Kn‏ مسار يتكون 
من ضلعين؛ وذلك بإضافة رأس جديد درجته 2. أثبت G Gi‏ متعدّي الأضلاع ولكنه غير متعدّي الرؤوس. 

GUI o2 pail (b‏ متعدي الأضلاع؛ ولكنه غير متعدّي الرؤوس» وليس له رؤوس درجتها 0: أثبت GOL‏ ثنائي الفرع. 

(c‏ أثبت أنْ البيان 2 التمرين 6.1.1 هو متعّدي الرؤوس» ولكنه ليس متعدي الأضلاع. 
1 المسارات. والحلقات. والمسارب (Paths,Cycles, and Trails)‏ 

ك هذا الدرس» نعود إلى مسألة جسور كونجزبرج» لتحديد إمكانية السير على أضلاع البيان جميعها. 
وسوف نطور أيضا بعض الخصائص المفيدة للربط والمسارات والحلقات. 

قبل أن نبدأ بهذاء دعنا نستذكر إحدى طرائق الإثبات gll‏ حيث يمكن أن نثبت العديد من العبارات بذ 
نظرية البيان باستخدام مبدأ الاستقراء. وبالنسبة إلى القراء الذين ليس لديهم إلام بالاسلتقراء: قيلنهم P‏ 
المادة حول هذا الأسلوب من الإثبات 2 ملحق A‏ وسوف نصف هنا صورة الاستقراء الذي سنستخدمه كثيرًاء 
وذلك لكي بألف القارئ الإثبات. 
1.2.1 نظرية. (مبدأ الاستقراء القوي) (Strong Principle of Induction)‏ لتكن P(N)‏ عبارة حول العدد 

الصحيح:7. إذا تحقق الشرطان التاليان, فإن العبارة (7)”/ تكون صحيحة لكل عدد صحيح موجب: 

P(1) (1‏ صحيحة. 

2( لكل 1 P(k)" n>‏ صحيحة لكل 77 > ۸ > 1“ تؤدي إلى أن P(N)”‏ صحيحة“. 
الإثبات. لنفترض خاصية حسن الترتيب (Well Ordering Property)‏ للأعداد الصحيحة الموجبة 
JS)‏ مجموعة غير خالية من الأعداد الصحيحة الموجبة تحوي عنصرًا أدنى). OY‏ افترض أن P(N)‏ غير 
صحيحة لبعض قيم 2 من خاضية حسن الترنيب::يوجد.عتصر أدتى TE‏ بحيك 5483 (n)‏ ,غير صتحيحة. 
العبارة )1( تضمن أنّ هذه القيمة لا يمكن أن تكون 1. Lal‏ العبارة )2( فتضمن Ol‏ هذه القيمة لا يمكن 
أن تكون أكبر من l‏ وهذا التناقض يؤدي إلى أن العبارة P(N)‏ متحققة للأعداد الصحيحة الموجبة BN‏ 

ولكي نطبق الاستقراءء يتعين علينا التحفّق من العبارتين )1( و(2) لمتتالية العبارات خاصتنا؛ حيث إن 
تحقيق العبارة )1( هو الخطوة الأساس (basis Step)‏ 2 الإثبات؛ أما تحقيق العبارة )2( فهو oat 3 glad‏ 
(induction step)‏ & حين Si‏ العبارة P(K)"‏ صحيحة لكل 7 > A‏ فهي فرضية الاستقرا 
(induction hypothesis)‏ وذلك id‏ فرضية a‏ الاقتضاءء والتي تثبت 2 خطوة الاستقراء؛ ويسمى p^‏ 
الذي يشير إلى متتالية العبارات بوسيط الاستقراء (induction parameter)‏ - 

das‏ أن desing‏ الانتقراء يمكن أن ors‏ دالة صحيحة؛ مثل عدد الرؤوس أو عد عدد الأضلاع 2 بيان ما 
وذلك بحسب مسألتناء ونقول إننا نستخدم ”استقراءً على 7“ عندما يكون وسيط الاستقراء هو N‏ 

هناك عدة طرق للتعبير عن براهين الاستقراءء فنستطيع laa ol‏ عند Sees‏ حول 
الأعداد الصحيحة غير السالبة. وعندما يكون OLE!‏ 60خ خطوة الاستقراء باستعمال )1 - ae‏ 
من فرضية Sls d‏ هذا الأسلوب يدعى بالاستقراء ”العادي“؛ أما استعمال العبارات السابقة 
جميعها فيدعى الاستقراء ”القوي»»: لاحظ أنه من النادر أن نميّز بين الاستقراءين القوي والعادي؛ وهذان 
النوعان متكافئان (انظر الملحق (A‏ 
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يتعلم معظم الطلبة الاستقراء العادي أولاً بالأسلوب الآني: 1) تحقق أن (77)/صحيحة este‏ 1 = 7و 2(« 
أثبت أنه إذا كانت P(N)‏ صحيحة عندما n‏ تساوي Ola ck‏ (70)هي أيضًا صحيحة عندماتساوي 1 +/. إثبات 
P(A+1)‏ من P(A)‏ نكل1 <۸ يكافيّ إثبات P(n)‏ من (2)71-1 لكل 1 n>‏ 

عند فار کر على إقبات العبارة لقيمة الوسيط N‏ -2 خطوة الاستقراءء فإننا لا نحتاج أن نقرر -2 البداية ما 
إذا كنا سنستخدم الاستقراء القوي أو الاستقراء العادي» فضلا عن أن اللغة أبسظ يض ؛ لأننا نتجنب استحداث 
اسم جديد للوسيط. وسوف نشرح لماذا يكون هذا الأسلوب Jal‏ عرضة للخطأ ,2 الجزء 3.1 


الربط في البيانات (Connection in Graphs)‏ 
كما عرفنا 2 التعريف 1 .15.1 gle‏ المسار والحلقة هما بيانان؛ فضلا عن SI‏ المسار 2 البيان © هو 
بيان جزئي من G‏ بحيث يكون baa‏ (مشابهًا لذلك الحلقات)؛ وسوف نقدم تعريفات إضافية لنمذجة بقية 
الخصائص 2 البيانات. فمثلاء Ley‏ يريد سائح yey‏ 2 مدينة (أو راجل -2 مدينة كونجزيرج) أن تتكرر 
الرؤوس» ولكنه يتجنب تكرار الأضلاع. وكذلك GLB‏ ساعي البريد يريد أن ينقل البريد إلى المنازل على جانبي 

الطريق؛ وعليه يتعيّن أن يقطع كل ضلع مرتين. 
1... تعريف. الممر (Walk)‏ قائمة من الرؤوس والأضلاع Vor ©1: Vis... Ch Vi‏ بحيث Vl d‏ و 1 إلا 
النقاط الطرفية للضلع ei‏ لكل ۸> 1 1S‏ ونعرّف المسرب (trail)‏ على أنه ممرّ دون تكرار أضلاع. إن 
pall‏ من لا إلى (u, v-walk) v‏ أو المسرب من U‏ إلى (uy v-trail) v‏ يبدأ بالرأس U‏ وينتهي بالرأس 
V‏ وهذه هي نقاطه الطرفية (endpoints)‏ . لاحظ أن المسار من U‏ إلى V‏ هو مسار درجة رؤوسه (نقاطه 
الطرفية ) U, V‏ تساوي 1؛ Lal‏ باقي الرؤوسء فهي رؤوس داخلية -(internal vertices)‏ 
أما طول pol! (length)‏ والمسرب والمسار أو الحلقة فهو عدد أضلاعه (أضلاعها)ء ويكون الممر أو 
المسرب (Closed) Lites‏ إذا كانت نقاطه الطرفية هي الرأس نفسه. 
3.2.1 مثال. 2 بيان كونجزبرج (المثال 1.1.1( القائمة W, €5, y, €6 X, €i, W, ©, X‏ €2 ,هي ممر 
مغلق طوله 5؛ وبما أنه يكرر الضلع 2٥ء‏ فإنه ليس مسربًاء لاحظ Gi‏ حذف آخر ضلع وآخر رأس يعطي مسربًا 
بطول 4؛ وهذا المسرب يكرر الرؤوس» ولكنه لا يكرر الأضلاع؛ US‏ البيان الجزئي الذي يتكوّن من الأضلاع €j,‏ 
Es, 6‏ والرؤوس W, Y‏ ,فهو حلقة طولها 3 وحذف أحد أضلاعها يعطي مسارًاء لاحظ أنْ ضلعين Lag!‏ النقاط 
الطرفية نفسها (مثل € و 65( يشكلان حلقة طولها 2. والأنشوطة هي حلقة طولها 1 . . 
السبب 2 إدراج قائمة الأضلاع 2 ممرٌهوللتمييز بين الأضلاع المتكررة؛ ويحدث هذا عندما لايكون البيان بسيطًا. 
Ul‏ 2 البيان البسيط all obe‏ (المسرب) يتحدد تمامًا بترتيب قائمة رؤوسه. عادة ما نسمي المسار والدورة والمسرب 
أو pall‏ 2 البيان البسيط فقط بإدراج رؤوسه مرتبة؛ على الرغم من أنه يتألف من رؤوس وأضلاع. وعند النقاش حول 
الحلقة؛ نستطيع أن نبد أ بأي رأس ولا نكرره 2 og‏ فضلا عن Lo‏ نستطيع استخدام الأقواس لتوضيح أنها حلقة وليس 
Wia‏ 
1م مثال. سنوضح diei Seat‏ مان ا د البيان المرسوم أدناه. نجد a, X, 4, X, U, y, C, o‏ 
y, V, x, b, a‏ ,4 تعين os‏ مغلقًا بطول 12؛ Sly‏ حذف أول خطوتين يعطي مسربًا مغلقًا. 
لاحظ Gl‏ لهذا البيان خمس حلقات» هي: Šis (a, bx) (CY) :)/,3:,[0( Qoy v) (UX VY)‏ المسرب 
من V u, y, ©, d, y, X, VNU‏ يحوي أضلاع المسار (V SU Gal, y, ×, V‏ ولا يحوي المسار U, y, V‏ 
من VNU‏ . 
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آفترض Ln Lil‏ مسارًا من إلى 27 بیان ماء كم lane ng‏ من :۷ إلى ¥ ظليسن شرطا هنا أن يكون 
الناتج مسارًا من U‏ إلى W‏ لأن المسار من U‏ إلى V‏ والمسار من V‏ إلى W‏ ربما يكون لهما رأس داخلي مشترك. 
وعلى الرغم من Gba lS‏ قائمة الرؤوس والأضلاع التي نمر بها تشكل ممرًا من U‏ إلى W‏ و البيان الموضّح 
أدناه. نجد أنْ al‏ من # إلى W‏ يحوي مسارًا من U‏ إلى W‏ لاحظ أنْ القول بأن الممر W‏ يحوي (contains)‏ 
المسار P‏ يعني أنْ الرؤوس والأضلاع -2 P‏ تظهر بوصفها قائمة جزئية من رؤوس وأضلاع W‏ مع الترتيب نفسه 
PZ‏ ولكن ليس بالضرورة أن تكون متتالية -2 V‏ 


P =e, 
` 


5.2.1 تمهيدية . jaa JS‏ من U‏ إلى V‏ يحوي مسارًا من 1 إلى V‏ 
الإثبات: نثبت العبارة بالاستقراء على الطول [ للممر W‏ من إلى ۷. 
خطوة الأساس: 0 = /. W osa‏ من رأس واحد V)‏ > ) فقط دون أضلاع. وهذا الرأس هومسار من 7 إلى V‏ بطول 0. 


خطوة الاستقراء: 1 > لنفترض Gi‏ الادعاء متحقق لكل ممر طوله Leys al‏ فإذا كان YW‏ يحوي رأسًا متكررًاء 
فإن رؤوسه وأضلاعه تشكل مسارًا من U‏ إلى V‏ وإذا كان LOL W‏ متكررًا ل 77ء فإن حذف الرؤوس والأضلاع بين 
أماكن ظهور الرأس W‏ المتكرر (تاركين نسخة واحدة من (W‏ يعطينا ممرًا أقصر W‏ من V MU‏ محتوى WA‏ 
ومن فرضية الاستقراءء نعلم أن W'‏ يحوي مسارًا P‏ من V MU‏ وهذا P JL‏ محتوى 2 7. = 


التمرين 13b‏ يطور إثبانًا أقصر, وسنطبق البديهية على خصائص الربط. 


WwW. 
فم متحي‎ 


P 
' 


6.2.1. تعريف. يكون البيان © مترابطًا (connected)‏ 131 احتوى على مسار من U‏ إلى V‏ لكل 
V(G)‏ € ,1(غير G la aus‏ غير مترابط .((disconnected)‏ إذا كان Las G‏ من U‏ إلى ۷ء فإن 
4 مترابط مع .G 2. v (connected to)‏ فضلاً عن ji‏ علاقة الربط (connection relation)‏ على 
VG)‏ تتكونّ من الأزواج المرتبة (ut, V)‏ بحيث U‏ مترابط مع V‏ 
لاحظ أن ”مترابط“ صفة نطبقها على البيانات وعلى الأزواج من الرؤوس فقط (قطعًا لا نقول ””يكون۷ 
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مترابطا“ عندما يكون (LOL, V‏ إن العبارة ‏ ”مترابط مع V‏ “ ملائمة لكتابة البراهينء ولكن يجب أن نفرق 
بين الربط والتجاور: 


u v E E(G) V SIU ye مسار‎ G 1 tage 
متجاوران‎ V gu مترابطان‎ V 4او‎ 
V مرتبطة ب ۷ )ا متجاور مع‎ 4 


7.2.1 ملاحظة. من البديهية 5.2.1 نستطيع أن نثبت أن Lo‏ ما يكون مترابطًا بإثبات أنه يوجد من كل 
رأ ھی الى ای وا مدو sgl‏ 
من البديهية 5.2.1 تكون علاقة الترابط متعدية: حيث إنه إذا كان ل G‏ مسار من U‏ إلى V‏ ومسار من V‏ إلى 
w‏ فإن د 6 مسارًا من 8 إلى . وكذلك تكون منعكسة (مسارات olas‏ 0) ومتماثلة (المسارات قابلة للمكس)» 
لذلك فهى علاقة تكافق. 3 
يقودنا تعريفنا الآني إلى صفوف التكافؤ لعلاقة الربط؛ ونعرف أكبر أو أعظم بيان جزئي مترابط من © 
على أنه بیان جزئي مترابط وغير محتوى 2e‏ أي بيان جزئي آخر مترابط آخر G2.‏ 
8.2.1. تعريف. مركبات (components)‏ البيان G‏ هي أعظم بياناته الجزئية المترابطة؛ وتكون المركبة 
(أو البيان) تافهة (trivial)‏ إذا كانت لا تحوي أضلاعًا؛ غير ذلك تكون غير تافهة (nontrivial)‏ 
والرأس المعزول (isolated vertex)‏ هورأس درجته 0. 
صفوف التكافؤ لعلاقة الربط على V(G)‏ هي مجموعات الرؤوس لمركبات G‏ والرأس المعزول يشكل 
مركبة Aga‏ تتكوّن من رأس واحد دون أضلاع. 
1 مثال. البيان أدناه له أربع مركبات» إحداها رأس معزول؛ ومجموعات الرؤوس للمركبات» هي: 
fp} (Q, 7 } (5, L u, v, w} (x, y, z]‏ وهذه هي صفوف تكافؤ علاقة الربط. 2 
p suv w y‏ 
b t p f‏ 
Me .10.2.1‏ حظة. تكون المركبات منفصلة زوجًا زوجًا بعضها عن بعض؛ حيث إنه لا تتشارك مركبتان .2 
«ul‏ وإضافة ضلع abla‏ الطرفية 2 مركبتين مختلفتين يجمعهما يجعلهما مركبة واحدة. لذلك be‏ إضافة 
ضلع تنقص عدد المركبات ب 0 أو 2-1 حين يزيد حذف ضلع عدد المركبات ب 0 أو 1. " 
1 . قضية: يوجد لكل بيان على N‏ من الرؤوس و ۸ من الأضلاع / - N‏ مركبة على الأقل. 
OLAYI‏ لاحظ أنه يوجد 7 مركبة للبيان الذي له 7 من الروؤس وليس له pun G‏ ومن الملاحظة 1 .10.2 فن كل 
ضلع يُضافء ينقص هذا العدد على الأكثر ب l‏ لذلك عندما يضاف ۸ ضلعًاء إن عدد المركبات يبقى على الأقل mn k‏ 
إن حذف رأس أو ضلع يمكن أن يزيد عدد المركبات» وعلى الرغم من أن حذف ضلع من الممكن أن يزيد 
عدد المركبات فقط ب L‏ إلا أن حذف رأس يمكن أن يزيد عدد المركبات بأكثر من 1 (خذ ثنائي العصبة 2K im‏ 
الحسبان) . وعندما نحصل على بيان جزئي ناتج عن حذف رأس» يجب أن يكون بيانًا. لذلك: فإن حذف الرأس 
يتبعه حذف الأضلاع الواقعة عليه جميعها. 
1. تعريف. نعرّف ضلع القطع (cut — edge)‏ أو رأس القطع (cut — vertex)‏ لبيان ما على أنه 
ضلع أو رأس بحذفه يزيد عدد المركبات» ونكتب © - G‏ أو G — M‏ للبيان الجزئي من G‏ والذي نحصل 
عليه بحذف الضلع © أو مجموعة الأضلاع M‏ نكتب ۷ — G - S 4G‏ للبيان الجزئي الناتج عن حذف 
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الرأس V‏ أو مجموعة الرؤوس ؟. ونعرّف البيان الجزئي (induced subgraph) ai‏ على أنه بيان 

جزئي ناتج عن حذف مجموعة من الرؤوس. ونكتب GIT]‏ للدلالة على ‘T= V(G) - Tee G - T‏ 

وهذا هو البيان الجزئي د G‏ والمحدث Tia‏ 

عندما يكون.(7)6 ola TE‏ البيان الجزئي GIT] aii‏ يتكوّن من T‏ والأضلاع التي نقاطها الطرفية 
محتواة 2 7 جميعها ١‏ أمَا لمان الك فإنة تكون مانا >5 LS‏ مد اة « كماهى الحال 4 حالة الرؤوس المنفردةء 
وتكون مجموعة من الرؤوس S‏ مجموعة مستقلة إذا وفقط إذا كان البيان الجزئي الُحدث منها لا يمتلك أضلاعًا. 
1.. مثال. البيان 2 المثال 9.2.1 له LOL,‏ قطع Vg V‏ وله أضلاع glad‏ هي QT, VW, Xy.‏ و YZ‏ 
(عندما نحذف ضلعًا فإن abla‏ الطرفية تبقى) . 
لاحظ C4 Si‏ و Ps‏ هما بيانان جزئيان لهذا ole!‏ ولكنهما ليسا كبيانات جزئية Bias‏ وأن البيان 
الجزئي الخدت من قبل (s, 4, u, vV}‏ هو طائرة ورقية ة (Kite)‏ والمسارات على هذه الرؤوس الأربعة ليست 
نيانات جزئية aie‏ أما البيآن Pa‏ فيظهر بوصفه Ua‏ جزتمًا iunt‏ وهو البيان الجزئي المحدّت من قبل 
vw]‏ ا ,5( (وكذلك من قبل d ({S, u, ۷ W}‏ 

سنميّز لاحقا أضلاع القطع بلغة الحلقات. 
1 . نظرية . يكون ضلع ما ضلع قطع إذا وفقط إذا كان لا ينتمي إلى أي حلقة. 
الإثبات: ليكن © ضلمًا 2 البيان G‏ (مع نقاط (X: yaa yb‏ ولتكن 7/هي المركبة التي تحوي € بما أن حذف € 
لا يؤثر 2 LS Ma‏ فيكفي أن نثبت أنْ © - H‏ تكون مترابطة إذا وفقط إذا كان © ينتمي إلى حلقة. 

Aj‏ افترض أن © — H‏ مترابطة؛ هذا يؤدي إلى أنّ© — H‏ تحوي مسارًا من Vl X‏ وهذا المسار مع © يكمل حلقة. 
oil‏ افترض أنْ © بقع 2 الحلقة -C‏ اختر tt, v € V(H)‏ وبما أن H‏ مترابطة» فإن د H‏ مسارًا من tt‏ إلى V‏ مثل 
P‏ وإذا كان P‏ لا يحوي € P Oba‏ موجود 2 € — H‏ وإذا كان P‏ يحوي e‏ فافترض من التماثل XO‏ بین و«( 
P‏ وبما أن He‏ يحوي مسارًا من × إلى tt‏ على طول P‏ ومسارًا من إلى ole Y‏ طول C‏ ومسارًا من NY‏ ۷ على 
طول P‏ فإِنْ خاصية التعدّي لعلاقة الترابط تؤدي إلى أنه يوجد ل He‏ مسار من U‏ إلى V‏ وبما أننا عملنا هذا لكل 
H-e Bla u,v € V(H)‏ يكون مترابطًا. ; . 


البيانات الثنائية الفرع (Bipartite Graphs)‏ 

هدفنا التالي إعطاء توصيفات مميّزة للبيانات الشائية الفرع باستخدام الحلقات» وهذه 
التوصيفات عبارات متكافئة. مثل النظرية 14.2.1. وعندما يكون allia‏ شرطان متكافئان. Ole‏ 
اختبار أحدهما يغني عن اختبار الآخرء Ol‏ تمييز الصف G‏ بواسطة الشرط P‏ يعني إثبات التكافؤ 
G EG”‏ إذا وفقط إذا كان G‏ يحقق IP‏ وبكلمات أخرى, Ola‏ الشرط P‏ ضروري وكاف للعضوية 2 ©. 






الضرورة 
G EG‏ فقط إذا كان © يحقق 
)0 ج »0 ع 0 يحقق P‏ 








© © © إذا كان 6 يحقق P‏ 
6 يحقق P => GEG‏ 
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نذكر Gh‏ الأنشوطة هي حلقة طولها 1ء وكذلك Gi Ola‏ ضلعين مختلفين Lag!‏ النقاط الطرفية نفسها يشكلان 
حلقة بطول 2« ويكون Fall‏ فرديًا أو Liag)‏ بحسب طوله إذا كان Go yo‏ أوزوجيًا. كما 2 البديهية 5.2.1 ble‏ 
GUU Pall‏ يحوي حلقة ما مثل C‏ إذا كانت رؤوس C‏ وأضلاعه تظهر بوصفها قائمة جزئية من W‏ بترتيب 
دائري» ولكن ليس ضروريًا أن تكون بترتيب متعاقب. ونستطيع أن dan‏ كلّا من all‏ المغلق أو الحلقة يبدأ أو as‏ 
Gh‏ رأس من رؤوسه والبديهية التالية تتطلب وجهة النظر هذه. 
1 تمهيدية . JS‏ ممرّغردي مغلق يحوي حلقة فردية. 


الإثبات: نستخدم الاستقراء على الطول pal]‏ فردي مغلق W‏ 

خطوة الأساس: 1 = oe]‏ مغلق طوله l‏ يعبر aala‏ طولها 1. 
خطوة الاستقراء: 1 < /. افترض Gi‏ الادعاء متحقّق لكل jos‏ فردي مغلق أقصر من 77. إذا كان W‏ لا يحوي 
رؤوسًا متكررة (غير الأول = الأخير). فإِنْ W‏ نفسه شكل حلقة بطول فرديء ولكن إذا كان ۷ رأسًا متكررًا ب W‏ 
فإننا Ws‏ يبدأ Voie‏ ويقسم W‏ إلى ممرّين من VNU‏ وبما أن طول W‏ فردي؛ ble i931‏ أحد الممرين 
فردي والآخر زوجي بالإضافى إلى أن طول a1‏ الفردي أقصر من W‏ ونجد من فرضية الاستقراءء أنه يحوي 
حلقة فردية تظهر بالترتيب الذي 2 n W‏ 


زوجي v‏ فردي 


1. ملا حظة . ليس من الضروري أن يحوي pall‏ الزوجي المغلق حلقة؛ ببساطة ربّما تتكرّر. وعلى الرغم 

من ald‏ إذا ظهر ضلع ما مثل © بالضبط مرة واحدة 2 ممرّ مغلق مثل W‏ فإن W‏ يحوي حلقة من خلال ©. لتكن 

5.2.1 ومن البديهية‎ .© Liza Y من × إلى‎ pee حذف € من 17 يترك‎ Si النقطتين الطرفيتين ل € لاحظ‎ X, y 

نجد Gh‏ هذا pall‏ يحوي uaa‏ من ×إلى لل وهذا المسار يكمل حلقة مع . (انظر التمرينين 15 = m  .)16‏ 
البديهية 15.2.1 سوف تساعدنا على تمييز البيانات الثنائية الفرع. 

1 . تعريف. التجزئة الثنائية (bipartition)‏ للبيان G‏ هي تحديد مجموعتين مستقلتين منفصلتين من 
رؤوس G‏ ويكون اتحادهما (7)6. 51 العبارة ”ليكن G‏ بيانا ثنائي الفرع مع التجزئة الثنائية X, Y‏ » تحدد 
مثل هذه التجزئة؛ ونعني ببيان ثنائي بالتجزتة الثنائية X, Y (X, Y — bigraph)‏ بيانا ثنائي الفرع وله 
التجزئة الثنائية X, Y‏ لمجموعة رؤوسه. 
لاحظ | مجموعات التجزئة الثنائية هي مجموعات مجزأة (التعريف 10.1.1( وأنْ للبيان الثنائي الفرع 

غير المترابط أكثر من تجزئة ثنائية واحدة؛ 4 حين أنْ البيان الثنائي الفرع المترابط له تجزئة ثنائية واحدة فقط 

ماعدا تبادل مجموعتي التجزئة (التمرين 7). 

1.. نظرية . (كونج ]1936[ (Konig)‏ ( يكون البيان ثنائي الفرع إذا وفقط إذا خلا من الحلقات الفردية. 

الاثبات: الضرورة. ليكن UL G‏ ثنائي الفرع؛ وحيث إن كل ممر GR‏ يتناوب بين مجموعتي التجزئة؛ لذلك Ola‏ 

كل عودة إلى مجموعة التجزئة الأصلية تحدث بعد عدد زوجي من الخطوات» ومن هناء لاتوجد G2‏ حلقات فردية. 
الكفاية. ليكن Lily G‏ خاليًا من الحلقات الفردية. سنشبت G Gi‏ ثنائي الفرع بإنشاء تجزئة ثنائية لكل 
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مركبة تافهة من مركبات -G‏ ليكن Lou‏ -2 مركبة غير تافهة مثل H‏ لكل v € V(H)‏ اجعل Saad fV)‏ أقل 
طول لمسار من U‏ إلى V‏ وبما أن H‏ مترابط Gi‏ ()/رمعرفة لكل V(H)‏ € ۷. 

لیکن X= (VE VIT) eus; f(v))‏ و Y- (v © VT) os f(v))‏ فإذا کان Lake ۷۷٣‏ 2 البيان 6 
بحيث يكون”, V‏ رأسين 2 المجموعة از أو المجموعة 1 فإنه يوجدٌ ممرّ فردي مغلق باستخد ام أقصر مسار من /1 
إلى ۷ وهذا الممرّهو الضلع V V‏ ؛ ومعكوس أقصر مسار من 1٤‏ إلى '۷. ولكن باستخد ام البديهية 15.2.1 Jla:‏ 
هذا الممرٌّ سوف يحتوي على حلقة فرديةء وهذا يناقض افتراضنا. لذلك؛ فإن Y o X‏ مجموعتان مستقلتان. كذلك 
XX UY = V(H)‏ وعليهء فإن H‏ بيان ثنائي بالتجزئة الثنائية n AX CY‏ 


y 
u | v’ 


1. ملاحظة. اختبار البيان ما إذا كان ثنائي الفرع. لاحظ أن النظرية 18.2.1 تعطينا الحالة التي 
يكون فيها البيان ليس ثنائي الفرع؛ حيث نستطيع أن نثبت SÍ‏ البيان ليس ثنائي الفرع عن طريق إيجاد حلقة 
فردية G2‏ وهذا أسهل كثيرًا من اختبار الاحتمالات جميعها للتجزئات GLEN‏ والتأكد من Od‏ البيان ليس 
ثنائي الفرع. عندما نريد أن نثبت أنْ البيان G‏ ثنائي الفرع» فسوف نعرّف تجزئة ثنائية؛ ثم نثبت أن هاتين 
المجموعتين مستقلتان: وهذا أسهل كثيرًا من اختبار الحلقات 2 البيان G‏ جميعها. n‏ 
سنأخذ 2 الحسبان تطبيقًا واحدًاء وقبل ذلك لنأخذ التعريف الآتي: 
1 . تعريف. اتحاد (union)‏ البيانات Ge‏ .... 61 يكتب على الصورة »6 G1 U.. U‏ ويعرف 
k Fa k 3 1 ^‏ 
على أنه البيان الذي تكون مجموعة رؤوسه Jii V(Gi)‏ ومجموعة أضلاعه Uii E(Gi)‏ . 
ool fst 2 Ue 21.2.1‏ نبي كيف أن Ky‏ اتحاد quale‏ لكل Legi‏ أريعة Lode a dao ugh‏ بر عن 
البيان7) بوصفه اتحادًا لبيانين جزئيين أو أكثرء Ska‏ أي G 2- Eae‏ يمكن أن ينتمي إلى أكثر من بيان جزئي؛ وهذا 
يميز الاتحاد عن التفكيك؛ حيث إن الضلع 2 حال التفكيك ينتمي إلى بيان جزئي واحد فقط 2 القائمة. n‏ 


01 11 
کر‎ 
00 ZN 10 


22.2.1 مثال. لنأخذ 2 الحسبان نظام حركة مرور الطائرات ل / من الخطوط الجوية؛ وافترض أنْ: 

1( خدمة مباشرة بين مدينتين تعني رحلة مباشرة ذهابًا وإيابًا (round trip)‏ 

2) لكل زوج من المدن توجد خدمة مباشرة على الأقل من خط جوي واحد. 
وافترض أيضا عدم وجود Gi‏ خط طيران يستطيع أن يضع ‏ جدوله حلقة فردية من المدن. أوجد أكبر عدد 
ممكن من المدن 2 هذا النظام بدلالة /. 
لاحظ من النظرية 18.2.1 أننا نبحث عن أكبر عدد JI‏ بحيث يمكن كتابة Kn‏ 4 صورة اتحاد # من البيانات 
الثنائية ig pall‏ بيان ثنائي الفرع لكل خط ugga‏ والجواب هو *2. = 
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1 . نظرية. يمكن التعبير عن البيان التام Ky‏ كاتحاد ۸ من البيانات الثنائية الفرع إذا وفقط إذا كان *2 > n‏ 
الإثبات. سوف نستخدم الاستقراء على #. خطوة الأساس: 1 = k‏ بما أن Ks‏ يحوي حلقة فردية: و YK‏ 
يحوي حلقة فردية: Kn Ola‏ نفسه بيان ثنائي الفرع إذا وفقط إذا كان 2 > N‏ 

خطوة الاستقراء: 1 < /. سوف نثبت JS‏ اتجاه باستخدام فرضية الاستقراء. 

أولاً: افترض GIO‏ لا ... لا ,6 = Kn‏ حيث :© ثنائي الفرع لكل 1. نقوم بتجزئة مجموعة الرؤوس 
إلى المجموعتين و Y‏ بحيث لا يكون Un Get‏ داخل X‏ أو داخل das Y > Y‏ أن اتحاد البيانات الجزئية الثنائية 
الفرع المتبقية وعددها 1-/ يجب أن يفطي البيان الجزئي التام ual‏ من كل من A‏ وله Gadassy‏ 315 
الاستقراء على كل مجموعة؛ نستنتج أن 2/0 > |X]‏ و 24 > || Sg tats‏ 2 = 2۴1 +2671 > ۸. 
وبالعکس» افترض أن 2 ك 7. She‏ مجموعة الرؤوس إلى المجموعتين X Y‏ بحيث يساوي حجم S‏ مجموعة 
Logia‏ 2 على الأكثر. ونستطيع iO‏ من فرضية الاستقر تقراء؛ أن نغطي البيان الجزئي التام الناتج dos‏ من 
المجموعتين Y 9X‏ ب 1-/ من البيانات الجزئية الثنائية ئية ig pall‏ لاحظ Gi‏ اتحاد البيان الجزئي رقم Í‏ على X‏ مع 
البيان الجزئي رقم É‏ على Y‏ يشكل بيانا ثنائي الفرع. لذلك» نحصل على ۸-1 من البيانات الثنائية الفرع التي 
يتكون اتحادها من البيانات الجزئية التامة المحدقة من Ll. Y 4X‏ الأضلاع المتبقية $ فهي أضلاع LAUS‏ العصبة 
وتجزئتها الثنائية X. Y‏ وبجعل هذا البيان هو البيان الجزئي الثنائي og pall‏ يكتمل البناء. n‏ 

لاحظ أنه من الممكن أن نثبت هذه النظرية دون استخدام الاستقراءء وذلك بتشفير الرؤوس بوصفها 
مرتبات ثنائية من الدرجة K‏ (التمرين 31). 


حلقات أويلر (Eulerian Circuits)‏ 
نعود إلى تحليلنا السابق لمسألة جسور كونجزبرج» حيث إِنّ الناس 2 هذه المدينة يريدون مسربًا مغلقا 
يحوي الأضلاع جميعها 2 البيان. وكما لاحظناء Ola‏ الشرط الضروري لوجود مثل هذا المسرب» هو أن تكون 

درجة كل رأس زوجية؛ وأن تنت تنتمي الأضلاع جميعها إلى المركبة نفسها -2 البيان. 
عام [1736م] بين العالم الرياضي السويسري ليونارد أويلر (Leanhard Euler)‏ (تلفظ ”أويلر“) Ol‏ 

هذه الشروط كافية أيضًاء وتكريمًا لإسهاماتهء فإننا نضع اسمه على مثل هذه البيانات» إلا أن بحث أويلر الذي 

ظهر 2 العام 1741م لم يقدم إثباتا واضحًا أن الشروط الضرورية هي كافية لهذه المسألة. و2 العام 1873م 

قدّم هيرهولز Ja (Hierholzer)‏ إثبات كامل ومنشور لهذه المسألة. ومن الجدير بالذكر Í‏ البيان الذي a‏ 3 

المثال 1.1.1 لنمذجة المدينة لم يظهر بصورة مطبوعة إلا 2 العام 1894م (انظر ويلسون (Wilson‏ ]1986[ 

(لمناقشة السجل التاريخي لهذه المسالة) . 

1 . تعريف. يكون البيان أويلريًًا (Eulerian)‏ إذا 425 فيه مسرب مغلق يحوي الأضلاع جميعها. 
والحلقة (circuit)‏ مسرب مغلق لا يُحدّد فيه الرأس الأول 2 قائمة الرؤوس والأضلاع؛ ولكن يحافظ 
فيه على ترتيب القائمة بصورة دائرية. Ll‏ الحلقة الأويلرية (Eulerian circuit)‏ أو المسرب الأويلري 
(Eulerian trail)‏ 2 البيان فهي حلقة أو مسرب تحوي أو يحوي الأضلاع جميعها. يعرّف البيان الزوجي 
(even graph)‏ على أنه البيان الذي تكون درجة كل رأس من رؤوسه زوجية. ويكون الرأس (odd) Koga‏ 
أو زوجيًا [even]‏ إذا كانت درجته فردية أو زوجية. 


ينطبق نقاشنا حول الحلقات الأويلرية أيضا على البيانات التي تملك عرّى؛ ويمكن تعميم فكرة درجة الرأس cil‏ 
البيانات التيفيها عرّى بإضافة 2 إلى درجة كل رأس يملك أنشوه وهذا لايغيرٌ النوعية (parity)‏ للدرجة. 
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ووجود الأنشوطة لا يؤثر 2 البيانات فيما إذا كان البيان يملك حلقة أم لاء إلا إذا كانت أنشوطة 2 مركبة لها 
رأس واحد. 

إن إثباتنا لتمييز البيانات الأويلرية يحتاج إلى بديهية E‏ المسار الأعظم (maximal path)‏ 2 البيان 
G‏ على أنه امسار الذي لايمكن احتواؤه يذ مسار أطول » ولاحظ أنه عندما يكون البيان محددًاء فإنه لا يوجد فيه مسار 
يمكن أن يستمر إلى ما لا نهاية: وعليهء فإن المسارات العظمى (غير القابلة للتوسيع) موجودة. 
1 تمهيدية. إذا كانت د رسكل Bolly‏ البيان G‏ تساوي 2 على الأقل؛ G Ole‏ يحوي حلقة. 
الإثبات: ليكن Las P‏ أعظم 2 G‏ ولتكن 11 نقطة طرفية للمسار P‏ بما أنْ ‏ غير قابل للتوسيع؛ Obs‏ كل 
جار ل U‏ يجب أن يكون Los PR‏ أن درجة U‏ هي 2 على الأقل ٠‏ فإنه يملك جارًا V(P) 2- v‏ من خلال ضلع 
ليس P L‏ ولاحظ Gi‏ الجزء من MH V‏ والمحتوى 2 P‏ يكمل مع الضلع UV‏ حلقة. . 


oee‏ و جهو 

u y 
E(G) = (ij: | i- j| = و‎ | V(G) =Z ولملاحظة أهمّية أن يكون البيان محدداء نأخذ المثال الآتي: إذا كانت‎ 
حلقة (وعليه لا يوجد مسار غير قابل للتمدد) ويمكننا‎ Si تساوي 2, إلا أن 6 لا يحوي‎ G2 درجة كل رأس‎ Bla. 1} 
Mà البيانات جميعها هذا الكتاب هي بيانات منتهية, »مع استثنا وات تانز‎ D] هذه الأمثلة بافتراض‎ fhe أن نتجنّب‎ 


1 . نظرية .يكون البيان أويلريًا إذا وفقط إذا كان يملك مركبة واحدة غير تافهة على الأقل ودرجة 
رؤوسه جميعها زوجية. 


الاثبات: الضرورة. افترض GO‏ يملك حلقة أويلرية © SO daa‏ مرور للحلقة € على رأس سوف يستخدم ضلعين 
متقاطعين هذا الرأس. والضلع الأول يقرن مع الضلع الأخير عند الرأس الأول. وعليه؛ فإن درجة الرؤوس جميعها زوجية. 
ويكون الضلعان Lal‏ 2 المسرب نفسه إذا وقعا 2 المركبة نفسهاء لذلك يوجد على الأكثر مركبة واحدة غير تافهة. 


الكفاية. إذا افترضنا أن الشروط متحققة, فسنحصل على حلقة أويلرية باستخدام الاست استقراء على عدد Mg LAN‏ 

خطوة الأساس: 0 = m‏ يكفي أن نأخذ aly LOL,‏ ليمثل مسربًا Lilie‏ 

خطوة الاستقراء: 0 < m‏ درجة كل رأس # المركبة غير التافهة تساوي 2 على الأقل؛ ونجد من البديهية 
GI 25.2.1‏ للمركبة غير التافهة حلقة -C‏ ليكن G‏ هو البيان الذي نحصل عليه من © بحذف E(C)‏ 
بما أنه يوجد labs CI‏ أوليس لها أضلاع عند o JUS‏ فإِنْ كل مركبة 2 G"‏ هي أيضا بيان زوجي ولأنَ كل مركبة 
هي مركبة مترابطة وعدد أضلاعها Jal‏ من 77: فإنا نستطيع أن نطبق فرضية الا ستقراء لاستنتاج D]‏ لكل مركبة 
للبيان'7) حلقة أويلرية؛ وللحصول على حلقة أويلرية 2 البيان G‏ فإننا نمشي على الحلقة Laci g C‏ ندخل AS po‏ 
من" للمرة Lila Se‏ نعمل تحويلة عبر حلقة أويلرية للمركبة نفسهاء ومثل هذه الحلقة تنتهي عند الرأس حيث 
بدأنا التحويلة. وعندما ننهي مسيرنا على C‏ نكون قد حصلنا على حلقة أويلرية للبيان ©. Li‏ 





Ley‏ يكون ما تقوله طريقة الإثبات عن البيانات الزوجية Lage‏ كأهمّية خاصية توصيف البيانات الأويلرية. 
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1 . قضية . JS‏ بيان زوجي يتفكك إلى حلقات. 
ME d‏ اقات التظرية 1 .2 .26 . لاحظنا SI‏ لكل بيان زوجي غير تافه Sly. dale‏ حذف هذه الحلقة يبقيه 
ob (ditas ass, sls‏ هذه القضية 5 slain ls pays‏ على عدد الأضلاع. " 
من السهل أن نرى تحقق شرط الضرورة 2 توصيف الحلقات الأويلرية وهذا متحقق أيضًا لتوصيف 

البيانات الثنائية الفرع ب4 غياب الحلقات الفرديةء ومتحقق للكثير من التمييزات acc‏ كدت كذلك» ولسهولة 3s‏ 
مثل هذه المثبتات؛ استعمل ناش ووليامز (Nash - Williams)‏ وآخرون: “TONCAS”‏ لتعني ”الشروط 
الضرورية الواضحة هي Lisl‏ كافية“. 

إثبات البديهية 25.2.1 مثال على أسلوب إثبات مهم 2 نظرية البيان يدعي مبدأ القيم القصوى أو مبدأ 
التطرفية (extremality)‏ . لاحظ أنه عند الحديث عن البتى من Cann E)‏ معط Sle‏ اختيار JU‏ ذي قيمة 
تطرّفية من جانب معيّن؛ يمكن أن يؤدي إلى معلومات إضافية مفيدة. فعلى سبيل JULI‏ بما أنه لا يمكن توسيع 
أي مسار أعظمي P‏ فإننا نحصل على المعلومات الإضافية: وهي أن كل“جار للنقطة الطرفية للمسار P‏ تنتمي 
إلى مجموعة الرؤوس V(P)‏ 

لاحظ أنه من جانب معين» نجد أن عمل اختيار متطرّف يذهب بنا مباشرة إلى الحالة المهمة 2 البديهية 
due 25.2.1‏ يمكننا البدء dels‏ مسار فإذا كان هذا المسار قابلاً Ia‏ اتو وذ | لم تسيطع ویب 
فإن Éi‏ مهما يكون قد حدث» ونوضح هذا الأسلوب بعدّة أمثلة . والتمارين 42 - 37 تستخدم Ud‏ مبدأ القيم 
القصوى. وسنبدأ بتقوية البديهية 25.2.1 للبيانات البسيطة. 


1.. قضية قضية. إذا كان G‏ بيانًا بسيطًا درجة كل رأس فيه k‏ على الأقل. فان G‏ يحوي مسارًا طوله k‏ على 
الأقل. وإذا كان 2 < ۸ G la.‏ أيضًا يحوي حلقة طولها 1 k+‏ على الأقل. 
الإثبات: لتكن ١1‏ نقطة طرفية سار أعظم مثل 2P‏ البيان G‏ بما أنه لا يمكن توسيع be P‏ كل رأس مجاور 
ل # ينتمي إلى V(P)‏ وبما SI‏ عدد الرؤوس المجاورة US‏ يساوي ۸ على الأقل؛ وبما أن © بيان بسيط» فإن 
المسار P‏ يمتلك على الأقل LOL, k‏ غير U‏ وطوله يساوي ۸ على JB‏ وإذا كان 2 < Bb k‏ الضلع من U‏ إلى 
أبعد جيرانه V‏ الموجود على P‏ بالإضافة إلى الجزء من الممر P‏ الممتد من الرأس ۷ إلى الرأس M‏ يكمل حلقة 
بطول كاف. z o—_ € —e——e‏ 
u v a‏ 

1 . قضية. US‏ بيان خال من العرى يمتلك على الأقل رأسين ليسا رأسي قطع. 

الإثبات: إذا كانت u‏ نقطة طرفية مسار أعظمي P‏ 2 البيان G‏ فإن الرؤوس المجاورة للرأس u‏ تقع P2‏ 
وبما أن 1 - G-U  طبارتم P‏ فإن الرؤوس المجاورة ل U‏ تنتمي إلى مركبة واحدة ب2 i 6 - U‏ وعليه؛ Ola‏ 
ناليس odo‏ قطع. n‏ 


1. ملاحظة . لاحظ الفرق بين ”أعظمي“ (maximal)‏ و maximum) “sY‏ (. بوصفها 
صفات» الأكبر تعني ””الحجم - الأكبر“ (maximum —sized)‏ وأعظمي تعني ”لا يوجد أكبر dia‏ يحويه“. 
يكون المسار الأكبر مسارًا أعظميًا دائمّاء ولكن المسارات الأعظمية ليست بالضرورة ذات طول أكبر. وبالمثل» فإن 
لثنائي العصبة Krs‏ مجموعتين مستقلتين أعظميين: ولكن عندما يكون Ola PFS‏ له مجموعة مستقلة كبرى 
Lade lad aas‏ ترصف alse‏ يدلا (ra‏ الاحتواءء فإن المعنى يكون هو نفسه؛ وهو: درجة الرأس القصوى 
= درجة الرأس العظمى. 
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بجانب المسارات العظمى. أو القصوى. أو المجموعات المستقلةء توجد وجوه تطرّفية أخرى تشتمل على رؤوس ذات 
درجات صغرى أو us nS‏ وعلى أول رأس يتباعد عنده مساران وبيانات جزئية مترابطة أعظمية إلخ. لاحظ أنه 
& البيان المترابط G‏ حيث S T C V(G)‏ مجموعتان منفصلتان؛ نستطيع أن نحصل على مسار من T MS‏ 
abla‏ الطرفية فقط 2 7 لا S‏ وذلك باختيار أقصر مسار من ZS‏ والتمرين )40( يطبق هذاء ويستخدم 
التمرين (37) مبدأ القيم القصوى للحصول على OLS!‏ قصير لخاصية التعدي لعلاقة الربط. " 
تخد i paid‏ يفام امقر e‏ يمكن أن يُستخدم فيها مبدأ القيم القصوى؛ ويمكن أن 
تثبت العديد من البراهين بمبداً القيم القصوى بالاستقراءء 355215 هذا التفاعل؛ سنعيد OLS!‏ تصنيف البيانات 
الأويلرية باستخدام مبدأ القيم القصوى. 
1 . تمهيدية . 2 البيان الزوجي؛ JS‏ مسار غير قابل للتوسيع يكون مغلقا 
الإثبات. ليكن 7 مسارًا غير قابل للتوسيع: يبدأ عند الرأس DU‏ بيان زوجي.  JS‏ مرة يمر T‏ خلال الرأس 
V‏ المختلف عن الرأس U‏ يَسْتَخْدمُ ضلعين إضافيين عند Ali V‏ فان كل وصول sie‏ راس ما U3 os V a‏ أن 
T‏ يكون قد استخدم عددًا MC‏ من الأضلاع التي تقع على ۷ء وبما Ol‏ درجة V‏ زوجيةء فإن هناك ضلعًا واحدًا 
يستطيع 1 أن يستمر خلاله. 
وعليهء يتوقف 7 فقط عند 11. و2 البيان المنتهي؛ يجب أن يتوقف T‏ . لذاء نستنتج أنْ'7 مغلق. n‏ 
1 النظرية 26.2.1 - OLAYI‏ الثاني. نثبت .TONCAS‏ 2 البيان G‏ الذي يحقق شروط 
النظريةء ليكن'7 مسربًا بأكبر طول؛ لذلك فإن T‏ غير قابل للتوسع. ag‏ التديهية 31.2.1 يكون Atia T‏ 
افترض أن 7 يهمل الضلع e‏ 2 6. بما Si‏ البيان G‏ له مركبة واحدة غير Agal‏ فيوجد .2 6 أقصر مسار 
من © إلى مجموعة الرؤوس -2 T‏ ولذلك يوجد ضلع مثل'© ليس -2 T‏ يقع على رأس مثل V‏ للمسرب'1. 
وبما T Si‏ مغلق» فيوجد مسرب T‏ يبدأ عند الرأس V‏ وينتهي dy‏ ويستخدم الأضلاع مثل T‏ نفسه. QI‏ 
نوسع "1باستخدام '© لنحصل على مسرب أطول من T‏ وهذا يناقض اختيار T‏ وعليه فإِنْ T‏ يسير على 


أضلاع 7) جميعها. . 
هذا الإثباتوطريقة البناء الناتجة (تمرين 12 ( مشابهانلما هوموجود عند هيرهولزر ]1873[ .(Hierholzer)‏ 
والتمرين )35( يطورٌ LS‏ آخر. 


الفصول القادمة تحوي العديد من التطبيقات حول العبارة JS Ol‏ بيان زوجي مترابط له حلقة أويلرية وهنا 
نعطي تطبيقا بسيطًا : حينما نرسم شكلاً على ورقة. > كم مرة يجب أن نتوقف ونحرك القلم5 غير مسموح لنا أن نعيد 
مقاطع الرسم» لذلك JS‏ عودة إلى الورقة تسهم -2 مسرب. وهكذا نبحث عن تفكيك ل G‏ بأقل عدد من المسارب. 
لاحظ أننا نستطيع أن نختزل المسألة إلى البيانات المترابطة؛ لأن عدد المسارب الذي نحتاج إليه لرسم G‏ هومجموع 
العدد الذي نحتاج إليه لرسم كل مركبة. فعلى سبيل JEN‏ للبيان © أدناه أربعة رؤوس فردية؛ وهو يتفكك إلى 
مسربين. Sly‏ إضافة الأضلاع المنقطة 2 الرسم الأيمن يجعله أويلريًا. 
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1 . نظرية. إذا كان G‏ بيانًا مترابطا غير تافه له LOL 2k‏ فرديًاء De‏ أصغر عدد من المسارب لتفكيك 
البيان -max{k.1}:5‏ 


CLOW‏ يسهم المسرب بدرجة زوجية لكل رأس ما عدا المسرب غير المغلق الذي يسهم بدرجات فردية لنقاطه 
الطرفية. لذا فإنّ تجزئة الأضلاع السارب يجب أن تحوي مسارب غير مغلقة تنتهي عند كل رأس $398« Js Bi Ley‏ 
مسرب له نقطتان طرفيّتان فقط, لذلك يجب أن نستخدم k‏ مسربًا على الأقللتحقق/2 Lay‏ فرديًا. ونحتاج أيضا إلى 
مسرب واحد على الأقل لأن ل7) ضلعًا. والنظرية 26.2.1 تعطينا Oi‏ مسربًا واحدًا als‏ عندما تكون 0 = ۸. 

بقي أن نثبت أنْ k‏ مسربًا تكون كافية عندما 0 > /. لنأخذ البيان G‏ نضع الرؤوس الفردية 2 © صورة أزواج 
Zh)‏ طريقة قة)؛ ثم نشكل البيان G”‏ بإضافة ضلع إلى كل زوج من الرؤوس يربط رأسي الزوج كما هو موضح 2 
الأعلى. وبذلك» يصبح البيان الناتج '0 بيانًا مترابطا وزوجيّاء وهكذا يملك حلقة أويلرية E ova C‏ 
1ه فإنه عند عبور G'2.C‏ فإننا نبد أ بمسرب جديد 24 0 كل مرة نعبر من خلال ضلع 2 ( © )17 - 
وهذا يؤدي إلى أن ) مسربًا تفكك ©. z‏ 


عادة ما نثبت المثبتات 2 السياق العام لنتجنب الجهدء إن إثبات النظرية 1 يوضّح ذلك؛ وذلك بتحويل 
البيان 6 إلى بيان يمكننا من تطبيق النظرية 26.2.1 عليه واه تيلب ترا التعليل الأساسي للنظرية 
1 . ويطلب التمرين )33( إثبات النظرية 33.2.1 مباشرة باستخدام الاستقرا 


لاحظ أنْ النظرية 33.2.1 تأخذ 2 الحسبان البيانات التي لها عدد زوجي من الرؤوس التي درجتها فردية 
فقطء وأول نتيجة U‏ 2 الدرس التالي توضح لماذا يكون ذلك. 
تمارين (Exercises)‏ 

معظم الأسئلة 2 هذا الكتاب تتطلب براهين؛ فالكلمات مثل ”أنشئ“. ”اعرض“» ”احصل“» ”حدّد“ 


pl‏ تنص صراحة على SI‏ الإثبات مطلوب» علاوة على أنّ إثبات بطلان العبارة يتطلب إعطاء مثال معاكس لهاء 
والتأكيد على أنْ هذا المثال هو المثال المعاكس. 


“gua”? cast (7) 41.2.1‏ أو a?‏ * بجاتب كل عبازة من العبازات الآنية: 


(A‏ يوجد لكل بیان غير مترابط رأس معزول. (D‏ يكون البيان مترابطا إذا وفقط إذا ng‏ رأسٌ مربوط 
مع الرؤوس الأاخرى جميعها. ©) يمكن تجزئة أضلاع كل مسرب مغلق إلى مجموعات أضلاع لحلقات. 


(d‏ إذا كان هنالك مسرب أعظمي غير مغلق 2 بيان ماء ola‏ درجة نقاطه الطرفية تكون فردية. 
1 (-) حدّد ما إذا كان Ka‏ يحوي التالي (أعط مثالا أو أثبت عدم الوجود): 
(a‏ ممرًا ليس مسربًا. (D‏ مسريًا غير مغلق ولیس مسارًا. (C‏ مسربًا مغلقا ولكنه ليس حلقة. 


3.2.1 (-) ليكن G‏ البيان الذي مجموعة رؤوسه }1,...,15{ بحيث يكون أو [متجاورين إذا وفقط إذا كان 
أكبر عامل مشترك لهما يتجاوز العدد 1. احسب عدد مركبات G‏ وحدّد أكبر طول لمسار .2 .G‏ 
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4.2.1 )-( لیکن 6 بيانا لايحوي Gye‏ لكل C E(G)sv € V(G)‏ € مجموعة مصفوفتي التجاور والوقوع 
G — e 4G — ۷ 4‏ بدلالة المصفوفات المقابلة ل 6. 


1 (-) ليكن LOL, v‏ 2 البيان البسيط المترابط LG‏ أثبت أنه يوجد ل V‏ جارٌ 4 كل مركبة ل ۷ - ©: 


واستنتج أنه لا يوجد بيان له رأس قطع من الدرجة 1. 


1 (-) 2 البيان أدناه (Cast)‏ جد المسارات الأعظمية والعصب الأعظمية والمجموعات المستقلة الأعظمية 
جميعهاء وجد كذلك المسارات القصوى والعصب القصوى والمجموعات المستقلة القصوى جميعها. 


1 (-) أثبت أنه يوجد للبيان الثنائي الفرع تجزئة ثنائية فريدة Le)‏ عدا تبديل مجموعتي التجزئة) إذا وفقط إذا 
كان مترابطا. 


8.2.1 (-) حدّد قيم 7و 7 بحيث يكون Kus‏ أويلريًا. 


1 )-( ما Ji‏ عدد ممكن من المسارب نحتاج إليه لتفكيك بيان بيترسون؟ هل يوجد تفكيك لهذه المسارب باستخدام 
مسارات فقط؟ 
10.2.1 )-( أثبت أو انقض: (a‏ يمتلك JS‏ بيان أويلري ثنائي الفرع عددًا Éag)‏ من الأضلاع. 

(b‏ يمتلك JS‏ بيان أويلري بسيط عدد رؤوسه زوجي عددًا زوجيًا من الأضلاع. 
11.2.1 )-( أثبت أو انقض: إذا كان Éko G‏ أويلريًا يشترك فيه G  دجوتف uly © folba‏ حلقة 
أويلرية يظهر فيها الضلعا نأ © بصورة متتابعة. 
12.2.1 (-) حول الإثبات المعطى 2 المفردة 1.2.32 إلى طريقة لإيجاد حلقة أويلرية 2 البيان الزوجي المترابط. 


e e e e e 


13.2.1 براهين بديلة لإثبات JS Gi‏ ممر من U‏ إلى V‏ يحوي مسارًا من V EU‏ (البديهية 5.2.1): 

(a‏ (استقراء عادي) إذا أعطيت Gi‏ كل joe‏ طوله 1 - 1 يحوي مسارًا من رأسه الأول إلى رأسه الأخير. 
فأثبت Gi‏ كل ممر طوله / يحقق هذا -Lhi‏ 

WE محتوى‎ V MU فخذ أصغر ممر من‎ V إلى‎ U من‎ W (مبدأ القيم القصوى) إذا أعطيت الممر‎ (b 
اأثبت أو انقض العبارات الآتية حول البيانات البسيطة: ( تعليق: ”مختلفة“ لا تعنىي”منفصلة»).‎ . 1 
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(a‏ اتحاد مجموعات الأضلاع لممرات مختلفة من U‏ إلى V‏ يجب أن يحوي حلقة. 
(b‏ اتحاد مجموعات الأضلاع لمسارات مختلفة من U‏ إلى V‏ يجب أن يحوي حلقة. 


1 . )1( ليكن TV‏ ممرًا Lilie‏ طوله 1 على الأقل ولا يحوي حلقة. أثبت Gi‏ بعض أضلاع W‏ تتكرر مباشرة 
(مرة واحدة 2 كل اتجاه) . 


1. ليكن € ibe‏ يُظهرٌ عددًا فرديًا من المرات ‏ الممر المغلق W‏ أثبت W Gl‏ يحتوي على أضلاع لحلقة ما خلال ©. 


Grosa (1) 17.2.1‏ هو البيان الذي تتكونّ رؤوسه من تباديل (1,...,72): بحيث يكون التبديلان gii Les‏ 
-bn‏ متجاورين IS!‏ اختلفا بتبديل زوج متجاور من المدخلات (انظر G3‏ أدناه). أثبت أن Gn‏ مترابط. 
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18.2.1 )1( ليكن G‏ هو البيان الذي تتكوّن فيه مجموعة الرؤوس من المرتبات من الدرجة ۸ التي مدخلاتها 
من المجموعة }0.1{ بحيث يكون × مجاورًا YI‏ إذا كان JS‏ من 9X‏ زيختلفان بالضبط 2 موقعين فقط. حدّد 
عدد المركبات ل 6. 
1 . ليكن 5 و F‏ عددين طبيعيين. وليكن G‏ هو البيان البسيط الذي OJD‏ رؤوسه من صفوف التطابق» 
Voy ... Vy‏ حيث يكون V; g Vj‏ متجاورين إذا وفقط إذا كان. أثبت أن S‏ له ۸ مركبة ALG‏ حيث ۸ هو القاسم 
المشترك الأكبر للأعداد ANAF SY‏ 
20.2.1 )1( لیکن v‏ رأس قطع للبيان البسيط 6. أثبت G-v S‏ يكون مترابطًا. 
osa 21.2.1‏ © بيانًا Gis‏ التتام. أثبت i‏ ل © رأس قطع إذا وفقط إذا كان ل G‏ رأس درجته 
(Akiyama — Harary [1981]).1‏ 
1. أثبت Gf‏ البيان يكون مترابطا إذا وفقط إذا جد لكل تجزئة لرؤوسه إلى مجموعتين غير خاليتين ضلع 
نقاطه الطرفية 4 كلتا المجموعتين. 
1ه لكل عبارة أدناه. حدّد ما إذا كانت العبارة صحيحة لكل بيان بسيط مترابط غير تام -G‏ 

Ps ينتمي إلى بيان جزئي مُحدّث متشاكل مع‎ G 2- كل رأس‎ (a 

Ps ينتمي إلى بيان جزئي مُحدّث متشاكل مع‎ G  علض كل‎ (b 
بیان تام.‎ Gö بيطا ليس فيه رأس معزول؛ ولیس فيه بیان جزئي محدّث بضلعين فقط. أثبت‎ ly 6 لیکن‎ . 1 
غياب الحلقات الفردية يكون‎ ČÍ استخدام الاستقراء العادي على عدد الأضلاع أو الرؤوس لإثبات‎ (1) 1 
الفرع.‎ ALS ليكون البيان‎ Kals شرطا‎ 
مجموعة مستقلة‎ G من‎ H يكون ثنائي الفرع إذا وفقط إذا وجد لكل بيان جزئي‎ G البيان‎ di أثبت‎ (1) 262.1 
.V(H) تتكون على الأقل من نصف‎ 


Gn osa 272.1‏ هو البيان الذي تتكوّن رؤوسه من تباديل (1,...,77): بحيث يكون التبديلان 
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. معروض أدناه)‎ G3) الفرع‎ SLE Gn متجاورين إذا اختلفا بتبديل مدخلتين. أثبت أن‎ Dis.. sbn و‎ 41. An 
. (inversions) هذه تدعى انعكاسات‎ ©: > dj gi <j بحيث‎ def احسب عدد الأزواج‎ A (مساعدة: لكل تبديل‎ 
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list gly Js 2 (2) 282.1‏ جد Uso. Gly‏ ثنائي الفرع له أكبر عدد من g Mee‏ وأثبت GI‏ هذا هو الأكبرء 
وحدّد ما إذا كان هذا هو البيان الجزئي p pall SLES‏ الفريد الذي له هذا العدد الكبير من الأضلاع. 


<> GO 


)١( : 1‏ ليكن) la‏ بسيطا لايحوي ۲4 Cs d‏ كبيان جزئي مُحدث. jail‏ 6 هوعصبة ثنائية (بيان ثنائي الفرع تام). 
30.2.1 ليكن G‏ بيانا بسيطا رؤوسه Vs. -Vy‏ ولتكن AK‏ ترمز إلى K 253ll‏ لصفوفة التجاور ل G‏ تحت عملية 
ضرب المصفوفات. أثبت Ol‏ المدخلة .1 2 AF‏ هي عدد الممرات من vi‏ إلى vj‏ التي طولها G2 k‏ وأثبت 5i‏ © 
ثنائي الفرع إذا وفقط إذا تحقق أنه JI‏ عدد صحيح فردي قريب lia‏ من 7 فإِنْ مدخلات القطر جميعها تكون 
أصفارًا  A‏ (تذكير: الممر هوقائمة مرتبة من الرؤوس والأضلاع) . 
31.2.1 )1( اثبات النظرية 23.2.1 دون استخدام الاستقراء: (انظر المثال 21.2.1). 

(a‏ لیکن *2 > . pb‏ رؤوس Ky‏ بوصفها مرتبات ثنائية مختلفة من الدرجة ۸. استخدم هذه لبناء ۸ من 
البيانات الثنائية الفرع التي اتحادها يساوي Kn‏ 

(b‏ إذا أعطيت Ky‏ بصفتها اتحاد بيانات ثنائية الفرع Gis.. Gr‏ شَفْر الرؤوس 2 Kn‏ بوصفها مرتبات 
ثنائية مختلفة من الدرجة ۸. استخدم هذا لإثبات أن “2 > ý n‏ 
1 . العبارة الآتية غير صحيحة. أضف فرضية لتصحيحهاء وأثبت العبارة المصحّحة. 

”كل مسرب أعظمي 2 بيان زوجي هو حلقة أويلرية“. 
3322.1 استخدم الاستقراء العادي dE ule‏ على عدد الأضلاع (واحدًا بعد الآخر)؛ لإثبات B‏ البيان المترابط على 2k‏ 
من الرؤوس الفردية يتفكك إلى / مسربًا إذا كان 0 </. هل هذه النتيجة تبقى صحيحة دون فرضية خاصية الترابط؟ 
1 تكون الحلقتان الأويلريتان متكافئتين إذا كان لهما الأزواج غير المرتبة نفسها من الأضلاع المتتالية, 
بنظرة حلقية أو دائرية (نقطتا البداية والاتجاه غير مهمتين). فإِنْ الحلقة. على سبيل (JUL‏ لها صف تكافؤ 
واحد فقط من الحلقات الأويلرية. ما عدد صفوف التكافؤ من الحلقات الأويلرية الموجودة للبيان المرسوم Solio‏ 
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35.2.1 خوارزمية توكر (Tucker 5 algorithm).‏ افترض أن G‏ بیان زوجي مترابط. عند كل رأس» اعمل 
تجزئة للأضلاع المرتبطة بهذا الرأس إلى أزواج S)‏ ضلع يظهر زوج لكل نقطة طرفية فيه) ؛ ابدأ مع ضلع © لتشكل 
مسربًا (Trail)‏ بمغادرة كل رس على الضلع الذي يشكل زوجًا مع الضلع المستخدم لدخول هذا الضلع؛ منتهيًا بالضلع 
الذي يشكل زوجًا مع € وهذا يحلل G‏ إلى مسارب مغلقة؛ ما دام يوجد أكثر من مسرب ذهذا التحليل؛ جد مسربين 
uly Lag!‏ مشترك, ثمّ ضمّهما أحدهما إلى الآخر لتحصل على مسرب واحد أطول بتغيير المزاوجة (Pairing)‏ عند 
رأس مشترك. وأثبت oie Gl‏ الخطوات تعمل وتعطي حلقة أويلرية كمسربها النهائي )]1976[ Tucker‏ (- 
36.2.1 )+( قوصيف يذيل obs alla‏ 

U يحوي عددًا فرديًا من المسارب من‎ G' Šla G' = 6-10۷ بيانًا أويلريًاء وكانت‎ G أثبت أنه إذا كان‎ (a 
عدد المسارب 2 هذه القائمة التي لا تشكل مسارات هو عدد زوجي.‎ Gi إلى . وأثبت كذلك‎ 

(b‏ إذا كان LOL, v‏ درجته فردية -2 بيان معين. فلكل ضلع © يرتبط ب V‏ افترض أن C(e)‏ تمثّل عدد 
الحلقات التي تحوي e‏ استخدم Bece)‏ لإثبات ce) o‏ يكون زوجيًا لبعض 6 المرتبط ب -(Mckee[1984].v‏ 

(C‏ استخدم الفرعين (a)‏ و (b)‏ لتستنتج Si‏ البيان غير التافة (nontrivial)‏ المترايظ يكوخ أويلريًا إذا 
وفقط إذا كان كل ضلع ينتمي إلى عدد فردي من الحلقات. 
37.2.1 )1( استخدم مفهوم الدرجة القصوى (extremality)‏ لإثبات أن علاقة الربط هي علاقة تعد 
(مساعدة: إذا أعطيت ممرين من V MU‏ و O‏ من ۷ إلى W‏ فخذ 2 الحسبان أول رأس من (Q 2P‏ 
38.2.1 )1( أثبت أن JS‏ بیان على N‏ من الرؤوس» وعدد أضلاعه يساوي 7 على الأقل يجب أن يحوي حلقة. 
39.2.1 افترض أن G‏ بيان خال من العرى» درجة كل رأس من رؤوسه على الأقل 3. أثبت أنه يوجد -2 G‏ حلقة 
طولها زوجي. (مساعدة: خذ 2 الحسبان أكبر مسار) (P.Kwok)‏ 
40.2.1 )1( افترض أن و O‏ مساران 2 بیان مترابط (G‏ بحيث إِنّ طوليهما أكبر ما يمكن. أثبت أنه يوجد 
رأس مشترك بينهما. 
1 افترض G Gi‏ بيان مترابط له ثلاثة رؤوس على الأقل؛ أثبت أنه يوجد ل © رأسان Y 9X‏ بحيث Ol‏ 
G- {x.y} (1‏ مترابط. X(2)‏ و Y‏ متجاوران أو يوجد لهما جار مشترك. (مساعدة: افترض أطول مسار) 
.(chung [1978a])‏ 
1ه افترض G Gi‏ بیان بسيط مترابط لا نستطيع أن نستحدث منه Da‏ ولا Ca‏ أثبت أنه يوجد ل © رأس 
يجاور باقي رؤوس G‏ (مساعدة: اقترطن Lil,‏ له si‏ درجة). )]1965[ -(wolk‏ 
1 +) استخدم الاستقراء على ۸ لتثبت أن كل بيان بسيط مترابط له عدد زوجي من الأضلاع يتفكك إلى 
مسارات طول JS‏ منها 2. هل تبقى النتيجة صحيحة إذا حُدْفَ شرط الترابط؟ 


1. درجات الرؤوس (Vertes Degress and Counting) i219‏ 
تتمتع درجات الرؤوس بأهمّية خاصة بوصفها وسائط للبيانات. لذا سنعيد التعريف من أجل تعريف بعض 
الرموز المهمة. 


1.3.1 تعريف. تعرّف درجة الرأس v‏ .2 بيان G‏ على أنها عدد الأضلاع التي يكون lg LOL, v‏ ويرمز 
إلى ذلك بالرمز d(v)‏ أو dalV)‏ وإذا وجد عند الرأس V‏ أنشوطة. فتحسب عروتين عند احتساب (v)‏ 
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ونستخدم الرمز A(G)‏ للتدليل على أكبر درجة من بين درجات رؤوس O(G) 9G‏ للتدليل على أصغر درجة 
من بين هذه الدرجات» ونقول: إن G‏ منتظم 2 حال كانت A(G) = 6(G)‏ ونقول: إن G‏ منتظم من الدرجة 
.K (K-regular)‏ إذا كانت A(G) = 6(G) = K‏ .3 نعرف جوار الرأس V‏ على أنه مجموعة الرؤوس التي 
تجاور V‏ ونرمز إلى ذلك بالرمز N(v)‏ 
1.. تعريف. نعرف رتبة البيان 6 على أنها عدد رؤوس G‏ ونرمز إلى ذلك بالرمز (7)0 ونعرف حجم 

G‏ على أنه عدد أضلاع G‏ ونرمز إلى ذلك بالرمز 6(G)‏ 2 حين نستخدم الرمز n € N‏ للتدليل على 

المجموعة ]1 ...1,2( 

Les‏ أن البيانات التي نتعامل معها منتهية n(G) Sle. (finite)‏ و e(G)‏ عددان صحيحان غير سالبين 
لا لبس فيهما (Well defined)‏ وكذلك نستخدم الرمز © للتدليل على ضلع معين؛ وسوف يتضح من السياق ما 
المقصود عند استخدام الحرف E‏ ونستخدم الرمز حلقة من الرتبة cycle)‏ -77) 7 للتدليل على حلقة لها 77 من 
الرؤوس» وهذا ينسجم مع تعريف البيان على 7 من الرؤوس vertex graph)‏ -77) أو الذي له 7 من الرؤوس. 
العد والتناظر (Counting and Bijections)‏ 

سنبدأ بالحديث عن مسائل العدّ المتعلقة ببيانات جزئية لبيان معين؛ وأول هذه المسائل هي عملية حساب 
عدد الأضلاع أو عدّها؛ حيث نقوم بذلك من خلال استخدام درجات الرؤوس» والصيغة التي نحصل عليها هي 
من الأدوات المهمة 2 نظرية البيانات 2-5 بعض الأحيان يطلق عليها اسم أول نظرية ‏ نظرية الرسوم» فضلا 
عن أنها تسمى بديهية التصافح بالأيدي (Hand Shaking Lemma)‏ 
3.3.1 قضية . (Proposition)‏ صيغة مجموعة الدرجات (Degree Sum Formula)‏ إذا كان G‏ 

Ly‏ فإن: 

Xvev(o) d(v) = 2e(G) 

الإثبات: بما أنه لكل ضلع طرفان: là‏ كل ضلع يسهم باثنين 2 المجموع. لذا نحصل على الصيغة 
أعلاه. " 

لاحظ أن الإثبات يبقى صحيحًا عندما تحتوي G‏ على عرى؛ وذلك لأنْ كل أنشوطة تسهم باثنين هذا المجموع, 
وإذا خلا البيان من العرى» ÖL‏ الصيغة أعلاه تحسب عدد الأزواج (Vie)‏ (حيث V‏ هي طرف من أطراف €(« 
مجمعة بحسب الرؤوس,» أو بحسب الأضلاع؛ ومن الجدير بالذكر أن مبدأ العدّ ‏ اتجاهين (لمتغيرين) يعطي 
طريقة رائعة (أنيقة) لإثبات المتطابقات المتعلقة بالأعداد الصحيحة. (انظر التمرين 31 ج الملحق (A‏ 

وهناء لا Ay‏ من الإشارة إلى أن لصيغة مجموع الدرجات تطبيقات متعددة تأتي فيما بعد» ويمكن استنباط 
عدّة نتائج منها مباشرة (انظر النتيجة 5.3.1: والتمارين من 9 إلى 13). 
4.3.1 نتيجة . (Corollary)‏ إذا كان Gls Ls G‏ معدل درجة رؤوسه هو: EI‏ وبناءً عليه Old‏ 

n(G 





2e(G) 
. 8)6) < cs «A(G) 
فإنّ عدد رؤوسه ذوات الدرجة الفردية يكون زوجيًا. لاحظ أنه لا يوجد بيان‎ Lily G نتيجة . إذا كان‎ ..1 
= منتظم فردي الدرجة ذو رتبة فردية.‎ 


1. نتيجة . إذا كان G‏ بيانًا منتظمًا من الدرجة K‏ له 7 من الرؤوس» فإِن عدد أضلاعه يساوي. 71/2 m‏ 
وفيما يلي نعرف عائلة مهمة من البيانات. 
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7.3.1 تعريف. نعرف المكعب الزائدي (hypercube) Qk‏ أو المكعب ذا البعد K‏ على أنه بیان بسیط» 
بحيث إن كل رأس 0 رؤوسه هو ترتيبة (عديد) تحوي K‏ من الإحداثيات Sly (K- tuple)‏ كل إحداثي 
إما أن يكون 1 أو 0 وکل ضلع من أضلاعه هو زوج من هذه الترتيبات تختلف 2 إحداثي واحد فقط. 
ويعرف المكمّب الجزئي من Oe‏ ذو البعد رعلى أنه رسم جزئي من »© يشاكل (0. 


011 111 


000 100 
5 5 


هر الشكل asl ao Qs odtel‏ الزائدي مهندسًا معماريا طبيعيا للحاسوب» حيث يمكن للمعالجات 
التواصل مباشرة 131 ارتبطت برؤوس متجاورة 2 0 Sb Late‏ الترتيبات التي لها K‏ من الإحد اثيات والتي تمثل 
الرؤوس التي تعمل بوصفها عناوين للمعالجات. 
1 . مثال: بنية (تركيب ) المكعبات الزائدية. (Parity) «à y (Structure of hypercubes)‏ نوعية 
OS uly "‏ على أنها توعية one‏ الوحدات نفسها 2 aas‏ هذا الوأس«سواء أكان Alege) al Lng) stall‏ 
لاحظ o‏ لكل ضلع ب On‏ رأسين؛ الأول زوجي والآخر فردي. لذاء فان الرؤوس الزوجية تمثل مجموعة مستقلة, 
وكذلك الأمر بالنسبة إلى مجموعة الرؤوس الفردية. لذاء Orbe‏ يكون بيانا ثنائي الفرع (bipartite)‏ . 

وبما أنه يمكن تحديد كل موقع -2 الترتيبة التي عدد إحداثياتها K‏ بطريقتين, فإن “2= (Qr)‏ « ويمكن 
الحصول على جوار GY‏ رأس بتغيير قيمة أحد المواقع ‏ ترتيبة هذا الرأس؛ bel‏ من 1 إلى صفرء أومن صفر إلى 1ء 
وهذا يعني Orol‏ منتظم من الدرجة K‏ وباستخدام النتيجة )6.3.1( نجد (Qu) -2* e Gi‏ 

تظهر الأضلاع المضللة 2 بيان Q3‏ أعلاه بيانين جزئيين من (Qs‏ كل منهما يشاكل Q2‏ وقد تم الحصول 
عليهما بتثبيت الإحداثي الأخير عند القيمة 0 أو 1. وعمومّاء يمكن الحصول على مكعب جزئي ذي بعد j‏ وذلك 
بتثبيت kaj‏ من الإحداثيات» وترك قيم ما تبقى من إحداثيات تتغير على ال ]2 من الترتيبات الممكنة التي عدد 
إحداثياتها j‏ إن البيان الذي نحصل عليه بهذه الطريقة يشاكل Q;‏ وبما أنه توجد طريقة لاختيار J‏ من 
الإحداثيات المتغيّرة و أ2 طريقة لتحديد قيم الإحداثيات المثبتة. فإنهذا يحدد 247 )£( منهذ المكعبات. 
a jail. palos‏ )29( أن هذا Le JS a‏ تحصيل ale‏ سخ cd aS ola‏ 
إن نسخ Oi‏ هي ببساطة أضلاع Ot‏ والصيغة التي حصلنا عليها تصبح K2F!‏ عندما j=l‏ لذا نحصل على 
طريقة أخرى لإيجاد e(O)‏ عندما ۸-1=ل فإن نقاشنا أعلاه يقترح وصف +© بطريقة متكررة أو دورية 
Gaui) . (recursive)‏ 0 باسم كل رأس -2 نسخة من Qi‏ وألحق 1 باسم كل رأس # نسخة أخرى من Dia‏ 
أضف أضلاعًا تربط بين رؤوس النسختين التي تكون أول Ka‏ من إحداثياتها متساوية. تحصل على -Qr‏ إن الخطوة 
الأساسية هذا البناء هي Do‏ التي تمثل بيانا له رأس واحد فقط. لذا فإن هذا الوصف يقود إلى إثبات استقرائي 
للعديد من خصائص ال مكعبات الزائدية بما 4 ذلك عدد الأضلاع (التمرين 23( n -e(Qk) = K2*!‏ 

المكعب الزائدي بيان منتظم ثنائي الفرع (bipartite)‏ . وباستخدام تعليل (argument)‏ حسابي بسيط» 
نستطيع إثبات ملاحظة أساسية ومهمة عن هذه البيانات. 
9.3.1 قضية. إذا كانت 0 k>‏ فإِنْ كل بيان ثنائي الفرع منتظمًا من الدرجة / يحوي عدد الرؤوس نفسه ب4 كل 

من مجموعتي رؤوسه. 
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الإثبات: افترض G GI‏ بيان منتظم من الدرجة ۸ ثنائي الفرع؛ ومجموعتا رؤوسه هما Y g X‏ وبحساب 
عدد الأضلاع بحسب نقاطها الطرفية 1 2.3352 X‏ نجد Gl‏ عدد الأضلاع e(G) = k |X|‏ وبحساب e(G)‏ 
بحسب النقاط الطرفية الموجودة ‏ ل نجد أن C(G)= K|Y|‏ وهذا يعطي أن:|۸|۲ = || ومنها |X] = |Y]‏ 
عندما 0 > n k‏ 
لاحظ أنه يمكن احتساب عدد polic‏ مجموعة معينة عن طريق إيجاد دالة تناظر (bijection)‏ من 
المجموعة إلى مجموعة حجمها معروف. ومثالنا الآني يستخدم هذه الطريقة إضافة إلى أن هناك أمثلة أخرى على 
تعليلات تركيبية لبعض مسائل العد الحسابية تظهر 2 الملحق 4 وكذلك تتضمّن التمارين 35-18 مسائل تتعلق 
Sall;‏ والحساب. 
1. مثال يوجد 6 حلقات لبيان بيترسون. افترض أن 6 هو بيان بيترسون الثلاثي المنتظم الذي له عشرة مخالب 
(claws)‏ « حيث نقصد بالمخلب نسخة من 3./: وسنجد ارتباط واحد لواحد بين الحلقات الست وهذه المخالب. 
بما أن طول de Dy GA Ai gi‏ سلف ةس Bl id ap‏ جزئيّاء وکل رأس ”له جارواحد 
ao‏ وبما أنه يوجد جار مشترك واحد فقط للرؤوس غير المتجاورة (الفرضية 38.1.1( Sle‏ هناك جارًا 
مشتركًا خارج F‏ للروؤس المتضادة الموجودة F2‏ وبما أنْ G‏ بيان منتظم ثلاثي» OL‏ الرؤوس الثلاثة الناتجة 
خارج P‏ تكون مختلفة. لذا فإنّ حذف VF)‏ ينتج Ész Le‏ له ثلاثة رؤوس درجة كل منها واحد» ورأس رابع 
درجته 95 65( لذا فهو مخلب 


Lada es‏ يأقى Ol‏ كل yal GLH odis‏ رة ads tall cdg late duals‏ امخرطن أن Jha S‏ مجموعة 
الرؤوس H‏ التي درجة كل منها واحد. لاحظ S Ol‏ مجموعة مستقلة, الرأس المركزي HA‏ يمثل جارًا مشتركا. 
لذا فإن الأضلاع الستة الأخرى من S‏ تصل إلى رؤوس مختلفة؛ thing‏ على ذلك» G- V(H) le‏ بيان منتظم 
ثلاثي. وبما أن طول أقصر حلقة 2 6 يساوي 5 فإن G-V(H)‏ يجب أن يكون حلقة سداسية ( طولها 6( وهذه 
الحلقة السداسية تعطي H‏ عندما نحذف رؤوسها. . 

سنعطي طريقة أخرى للعدد تتصل بمخمّنة طويلة الأمد» ونسمي البيان الجزئي الذي 
تخصل علية من يبان سيك con bise n xoa ee‏ ا جرا casia‏ الراس 
(vertex deleted subgraph)‏ وهذه البيانات الجزئية التي نحصل عليها بهذه الطريقة يمكن ألا تكون 
مختلفة جميعها Gl aie tie iaa‏ رأس من رؤوس الحلقة Lila. Cy‏ نحصل على بيانات جزئية كل منها 
يشاكل المسار .Pn-1‏ 
1. *قضية . إذا كان © by‏ بسيطًا رؤوسه ,7...7 Dan < 3 eus‏ 

dg (vi) = -e(G-w) , ea“ Se 


n-2 
21111 n c uS Ns الإثبات:‎ 
ضلع 17-2 مرة.‎ JS تحسب‎ 2()0-17( Šla الضلع. لذاء‎ 


n .6- Vj من‎ Vj تحسب بعدد الأضلاع المفقودة عند حذف‎ Vj درجة‎ Ola e (G) cà y Lande yf 


T c 
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Éa dga‏ تُعطى البيانات الجزئية المحذوفة الرأس بوصفها بيانات دون تسمية (وضع علامات أو رسم 
على الأضلاع أو الرؤوس)ء إذا إننا نعرف فقط ما يُسمى صفوفً التشاكل (isomorphism classes)‏ لهذه 
البيانات: ولا نعلم Gi‏ رأس -2 G- V;‏ يرتبط بأي رأس GE‏ وهذا يجعل من الصعب معرفة ماهية البيان (G‏ 
وعلى سبيل المثال: فإن Ko‏ ومتممة Ko‏ لهما القائمة نفسها من البيانات الجزئية محذوفة (ual M‏ وللبيانات ذات 
الحجم الأكبرء يوجد لدينا مخمنة إعادة (Reconstruction Conjecture) «Ul‏ التي صیغت من قبل 
ts‏ وأولام (Kelly and Ulam)‏ 2 العام 1942م. 
1. *مخمنة. مخمنة إعادة البناء (Reconstruction Conjecture)‏ !13 كان lis UL. G‏ له 
ثلاثة رؤوس على «JBN‏ فإنه SIm‏ تمامًا وبصورة فريدة بواسطة قائمة من بياناته (صفوف التشاكل) الجزئية 
المحذوفة الرأس. n‏ 

قائمة البيانات الجزئية المحذوفة الرأس لبيان G‏ تحوي (7)6 من «ula pall‏ وتبيّن القضية 11.3.1 أنه 
يمكن إعادة بناء e (G)‏ ومجموعة درجات الرؤوس؛ وتبيّن قائمة درجات الرؤوس أنه يمكن إعادة بناء البيانات 
المنتظمة (التمرين 37(« وكذلك نستطيع أن نحدّد ما إذا كان © مترابطًا (التمرين 38(« وباستخدام هذاء 
فإنه يمكن إعادة بناء البيانات غير المترابطة (التمرين 39( ad alias c‏ يمضن dog pail‏ الكافية المعروفة التي 
تضمن اعادة ce Lidl‏ لگن AM‏ العامة قبقى مسالة دون Jo‏ 


مسائل القيم القصوى (أو القيم التطرّفية) (Extermal Problems)‏ 
تتغلق هذه السائل بإيجاد القيم العظمى والصغرى لد اة معروفة على مجموعة من الأشياء: Mad‏ إن أكبر 

عدد من الأضلاع لبيان بسيط له 7 من الرؤوس هو )2( 

13.3.1 قضية . أصغر عدد من الأضلاع لبيان مترابط على 77 من الرؤوس هو 1 -77. 

الإثبات: باستخدام القضية (11.2.1) نجد GI‏ البيان الذي له 7 من الرؤوس» و K‏ من الأضلاع له n-k‏ 

aus A‏ على الأقل :لذا فان كل بيان له من الرؤوس: وعدد أضلاعه أقل من ]= يمتلك مركبتين des.‏ فهو غير 

nada deal pe‏ هد اهو أن لكل بيان dual pha‏ على امن الرؤوس 77-1 as‏ على s JBN‏ وهذا sull‏ الأذدق متحفق 


.4# المسار n „Pn‏ 
1. ملا حظة . لإثبات BSI‏ أصغر قيمة 2 OLLI AG)‏ 2 صف 6؛ يتطلب إثبات أن: 

1( / < (6)/ نكل © © © . 

-G E Goas f(G)- 8 2‏ 
عي لمر و وي وللمساواة؛ يكفي أن نجد مثالاً واحدًا .2 G‏ يحقق ق القيمة 
المطلوبة للدالة f‏ وبتغيير S‏ 2 نحصل على طريقة لإثبات أن B‏ أكبر قي قيمة 2 J AG)‏ 


سنحل فيما Susi REE‏ كذلك. 
1 . قنضية « إذا كان 6 بيانا بسيطًا على 71 من الرؤوس؛ بحيث إن 1)2 -7) > Gol (G)‏ يكون بيانًا مترابطا. 
الإثبات: نختار u‏ و v‏ 2 (7)6. لذاء يكفي أن cun‏ أنه يوجد جار مشترك لكليهما عندما يكونان 
غير متجاورين. وبما أن G‏ بيان dans‏ إذن: وكذلك الأمر بالنسبة إلى الرأس V‏ وعندما a V‏ فإن 
|N(0) UN(v)| > 7-2‏ وبما أن 1.۷ ليسا الاتحاد. وباستخدام الملاحظة 24.13 الملحق A‏ فإننا نحسب: " 
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IN) n. NQJ)| = ING + [NC] - ING) UNO) > A+ -(n-2)-1l 
يمكن تقوية أحد‎ Y عندما‎ (Sharp) يمكن: أو أنها حادة‎ iene Dl النتيجة التي تم‎ O1 ونقول:‎ 
أجزائها أو مضامينها دون أن تصبح عبارة غير صحيحة؛ وتوضح القضية 15.3.1 ذلك بجلاء؛ فعندما‎ 
تكون (5)0 أصغر من 1(/2-(7)0)؛ لا يمكننا الاستنتاج أن البيان 5 مترابط.‎ 


1. مثال. افترض G Si‏ بیان على 7 من الرؤوس» بحيث S‏ مركباته تشاكل uz skia‏ حيث lx]‏ هي 
دالة أكبر عدد صحيح Bl‏ من 2 أوتساويها ra [x] Sly:‏ دالة أكبر عدد صحيح أكبر من أوتساويهاء وبما Ol‏ 
[n/2] -1‏ = (6)6 و G‏ غير مترابط؛ ola‏ المتباينة الموجودة ‏ 15.3.1 حادة (Sharp)‏ 


تسمّى الدالة | [x‏ دالة أرضية 2: U‏ الدالة [x]‏ فتسمّى دالة سقف X‏ ونستخدم هاتين الدالتين هنا من أجل 
إعطاء وصف لعائلة واحدة من البيانات» وذلك بإعطاء مثال لكل N‏ " 


Hiji E $ sd 


بإعطاء مجموعة من الأمثلة التي تمثل أن الحدّ الذي حصلنا عليه هو أفضل ما يمكن؛ نكون قد Lille‏ مسألة 
قيم قصوى. لاحظ Gi‏ القضية 15.3.1 والمثال 16.3.1 يثبتان أن ”أقل قيمة ل O(G)‏ التي تضمن ترابط 
البيان البسيط G‏ هي ]2/2[ Si gl.‏ ”أكبر قيمة ل Ó(G)‏ تجعل البيان غير مترابط هي 1- [7/2] e‏ وذلك 

على افتراض أنّ 7 من الرؤوس للبيان ©. 

1 . تعريف: البيان الذي تم الحصول عليه من اتحاد بيانين 6 و H‏ منفصلي الرؤوس يسمى الاتحاد 
المنفصل؛ أو المجموع للبيانين؛ ويرمز إليه بالرمز ale dagg G +H‏ نستخدم الرمز MG‏ للتدليل 
على البيان المؤلف من M‏ نسخة من بيان G‏ حيث SI‏ أضلاع أي نسختين من هذه النسخ تكون منفصلة 
(Pairwise disjoint edges)‏ زوجًا زوجا. 

18.3.1 مثا ل : 131 کان JS‏ من 6و H‏ مترابطاء G+H ola la‏ مركبتين هما: 6و لذاء فإنّ البيان الموجود 

2 المثال )16.3.1( هو mj‏ + رورس K‏ ويذكر أنهذه الرموز مناسبة عندما لا نعطى أسماء للرؤوس. لاحظ أن 

= من الأضلاع المنفصلة زوجًا زوجًا.‎ M يتألف من‎ MK البيان‎ ŠÍ ولاحظ كذلك‎ Km + Kn = Kos 


نستخدم مسائل القيم القصوى 2 نظرية البيانات لإيجاد البيان الأمثل الذي يحقق خاصية معينة ضمن 
مجموعة (class)‏ أو مجموعة من البيانات» وعندما نبحث عن القيم القصوى لبيان واحدء فالمسألة مختلفة من 
بیان إلى آخر. فمثلاً ٠‏ يمكن أن نسأل عن حجم أكبر مجموعة مستقلة؛ أو حجم أكبر بيان جزئي ثنائي الفرع, 
تتمييز هذه المسائل من المسائل التي ناقشناها سابقًا . Lisle‏ نسميها مسائل الأمثلية optimization prob-)‏ 
(lems‏ بما أنه يوجد مثل أو شاهد لمسائل الأمثلية 4 gles JS‏ فلا نستطيع وضع قائمة لحلول المسألة جميعها. لذا 
نلجا إلى إيجاد طريقة حل» أو لوضع حدود على الإجابة بدلالة سمات أخرى للبيان. و ضوء ذلك نأخذ 2 الحسبان 
مسألة إيجاد أكبر بيان جزئي ثنائي الفرع لبيان معينء وهذا يسمح LY‏ باستخدام اسلوب البناءء أو إيجاد خوارزمية 
تعطي Jall‏ أو الإثبات ( الخوارزمية: طريقة منظمة تتضمن عددًا من الخطوات لتحقيق هدف معين). 

إن إحدى طرق إثبات وجود شيء هو القيام ببناء هذا الشيء؛ ويمكن افتراض هذا النوع من الإثبات 
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خوارزمية. ولإكمال الإثبات؛ SLY‏ من إثبات أنّ الخوارزمية تنتهي بعد إجراء عدد من العمليات لإعطاء النتيجة 
المطلوبة. وريّما يتضمّن‌ هذا النوع من البراهين استخدام الاستقر اء الرياضي» والتناقضء والمحدودية أو الانتهائية 
(finiteness)‏ ..... إلخ. 


eatin‏ أنه يوجد لكل بيان أكبرٌ بيان جزئي ثنائي الفرع من خلال إعطاء خوارزمية تضمن وجود مثل هذا 
البيان الجزئي. التمارين )45 - 49) تتعلق بإيجاد أكبر بيان جزئي ثنائي الفرع لبعض البيانات. 
19.3.1 . نظرية. يوجد لكلبيان 6 خال من العرى بيانٌ جزئي ثنائي الفرع عدد أضلاعه 2/ e(G)‏ على الأقل. 


الإثبات: ابدأ بأي تجزئة 4 للمجموعة VG)‏ إلى مجموعتين pene Y 3X‏ ع التي أحد طرفيها  X‏ 
والطرف الآخر V2‏ تشكل sja Gly‏ ثنائي الفرع H‏ وتمثل كل من و Y‏ تجزئة ثنائية لرؤوسه: وإذا كان 
مدد أضلاع ق من تصت عدد أضلاع eg‏ رای« ماران فان مدد اروس اي در ترتبط ب ۷ 
بأضلاع: والخاصة بالمجموعة التي 3 تنتمي إليها (V‏ يكون أكثر من عدد رؤوس المجموعة الثانية التي کر 
بأضلاع. كما هو موضح 2 الشكل أدناه. وبتحويل V‏ من مجموعتها إلى المجموعة الأخرى؛ فإنها تكسب عددًا من 
الأضلاع أكثر من العدد الذي تخسره. 

وبتكرار عملية تحريك الرؤوس هذه» مع ملاحظة أن هذه العملية تزيد حجم البيان الجزئي الثنائي الفرع الذي 
تحصل عليه» فلا بد لهذه العملية من الانتهاء عند de‏ معين. وعندئذ نحصل على d, (v) 2 do(v)/2‏ لكل 
VE V(G)‏ وبأخذ مجموع الطرفين» وباستخدام صيغة جمع الدرجات نجد أن n -e(H) < e(G)/2‏ 





لاحظ أنّ البراهين باستخدام الخوارزميات ترتبط بالإثبات الاستقرائي غالبًا ‏ أو بإثبات يتعلق بالدرجات 
أو القيم القصوى. Òl‏ هذه البراهين تكون قصيرة وسهلة الإيجاد. لذا ففاليًا ما نبحث عن مثل هذا الإثبات: 
ثم نحوّله إلى خوارزمية؛ فعلى سبيل المثال: نعطي إثبانًا للنظرية )19.3.1( بلغة القيم القصوى والتناقض. 
وبالمحصلة: Olo‏ اختيار قيمة قصوى د H‏ يتجه مباشرة إلى نهاية الخوارزمية. 

افترض H Si‏ بيان جزئي ثنائي الفرع للبيان G‏ بحيث Òl‏ عدد أضلاع H‏ هو أكبر ما يمكن» 

إذا كانت لبعض VEV(G)‏ وبتحريك V‏ ب2 التجزئة الثنائية من مجموعتها إلى المجموعة 

الأخرى؛ نحصل على تناقض لاختيار -H‏ 
1 . مثال: قيمة عظمى محلية. لا تضمن الخوارزمية ‏ النظرية )19.3.1( إنتاج بيان جزئي ثنائي الفرع 
له أكبر عدد من الأضلاعء لكن ما تعطيه هو بيان جزئي ثنائي الفرع عدد أضلاعه VLE (ya Si‏ أضلاع 
البيان الكلي أو يساويه. إن البيان أدناه منتظم من الدرجة 5 له 8 رؤوس و 20 ضلعاء والتجزئة الثنائية 
Y = {efig:h} X = {abcd}‏ تعطي Lj Lily‏ ثنائي og pall‏ وهذا البيان الجزئي منتظم من الدرجة 3 له 12 
ضلمًاء حيث تنتهي الخوارزمية Lale Lin‏ بأن تغيير (قلب) موقع أحد الرؤوس يكسبنا ضلعين؛ إلا LÍ‏ نخسر ثلاثة أضلاع. 

وعلى الرغم من ذلك. فإن التجزئة الثنائية X = {a.b.gsh}‏ و Y = {edef}‏ تعطينا بيانًا ye‏ ثنائي 
pal‏ منتظمًا من الدرجة 4 وله 16 ضلعًاء وهنا لا بد من الإشارة إلى أنْ الخوارزمية التي تبحث عن قيمة عظمى 
بإجراء تفييرات موضعية (محلية) les)‏ تحصل على قيمة عظمى محلية dazd‏ وليست قيمة عظمى AUS‏ أومطلقة. " 
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1. ملاحظة : 2 البيان G‏ أكبر عدد كلي للأضلاع 2 بيان جزئي ثنائي الفرع هو e(G)‏ ناقصًا Jal‏ 
عدد ممكن من الأضلاع التي تلزم للحصول على ضلع واحد على الأقل من كل حلقة فردية. n‏ 


مسألتنا التالية المتعلقة بالقيم القصوى لا تبدأ بالبيانات الثنائية og pall‏ ولكنها تنتهي هناك؛ إذ يندر SN‏ تجد 
2 السياسة والحروب عدوين لهما عدو مشترك» وعادة ما يتعاون اثنان ضد الثالث» والمسألة الآن 131 أعطينا 7 من 
الجماعات» فكم زوجًا من الأعداء يمكن أن يكون هناك» Lale‏ بأنه لا يوجد عدو مشترك لأي عدوين؟ 

بلغة البيانات نسأل عن أكبر عدد ممكن من الأضلاع يمكن أن يكون لبيان بسيط على 77 من الرؤوس إذا 
علم عدم وجود مثلثات (حلقات ثلاثية ) لهذا البيان. لاحظ أنه لا توجد مثلثات 2 البيانات الثنائية الفرع. ولكن 
كثير من الرسوم غير SLB‏ الفرع (مثل بيان بيترسون) لا يوجد فيها مثلثات أيضًاء وباستخدام القيم القصوى 
(باختيار رأس له أكبر درجة) سنثبت وجود رسوم تحقق هذه القيم» ومثال ذلك البيانات الثنائية الفرع التامة 
.(Complete bipartite graphs)‏ 


1 . تعريف. نقول: إن البيان 6 متحرر من 7/ d)‏ خال من (H) (H-free‏ إذا كان يخلومن أي بیان جزئي يشاكل H‏ 


1 . نظرية : )]1907[ (Mantel‏ أكبر عدد ممكن من الأضلاع لبيان بسيط يخلو من المثلثات على N‏ 
من الرؤوس هو [m/4]‏ 

الإثبات: افترض أن 6 بيان بسيط خال من المثلثات له 7 من الرؤوس؛ وافترض أن × رأس له أكبر noo‏ ضع 

G Ui Ley sk = d(x)‏ تخلومن المثلثات» فلا توجد أضلاع تربط بين الرؤوس الموجودة 4 جوار X‏ لذاء ole‏ جمع 

درجة X‏ ودرجة كل عنصر غير مجاور لها يسهم باحتساب نقطة طرفية واحدة على الأقل لكل ضلع: لذاء نجد أنْ: 

d(V) < e(G)‏ رمى برعو slabs:‏ المجموع على M-k‏ من الرؤوس درجة كل منها أقل من ۸ أو يساويها i‏ نجد 


.e(G) S (n-k)k أن‎ 
NÉ 
[A 


x 


بما 5 K (n-k)k‏ عدد الأضلاع 2 .Kn-kk‏ فنكون قد أثبتنا e(G) o‏ محصورة (محدودة) بحجم عصبة 
ثنائية (biclique)‏ لها 7 من الرؤوس. وبتحريك رأس من رؤوس e tsk‏ من المجموعة التي حجمها k‏ إلى المجموعة التي 
حجمها M-k‏ نربح ۸-1 ضلعاء ونخسر /-77ضلعًا. لذا فإن محصلة ما نربح هو 2۸-1-7 ضلعًا. وهذا يكون موجبًا عندما 
Lus 2E» 7+ 1‏ عندما 1 + 7 > 2k‏ وبناءً عليه. e(K, ki) ol‏ تكون أكبر ما يمكن عندما K= [n/2]‏ أو 
]2/2[ . لذا فإن حاصل الضرب يساوي عندما تكون 7 زوجيةء ويساوي عندما تكون aya Sr‏ إذن. [772/4| S‏ (©)6. 
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لإثبات أن هذا الحدّ هو أفضل ما يمكن؛ نأخذ 2 الحسبان البيان Kio] tn)‏ الذي يخلو من المثلثات 
وعدد أضلاعه ]10/4 Kyo] pui‏ " 

وعلى الرغم من أنه يمكن تكبير (تعظيم ) (77k) K‏ باستخدام التفاضلء إلا أن استخدام طريق متقطع 
(غير متصل) أفضل Ls‏ ؛ لأن ذلك يضمن أن تكون K‏ عددًا صحيحًا مباشرة» ويمكن تعميمها بسهولة لعدد 
أكبر من المتغيرات. إِنْ فكرة نقل الرؤوس من مجموعة إلى المجموعة التي وردت 2 النظرية )19.3.1( قد 
استخدمت لإيجاد أكبر بيان جزئي ثنائي الفرع للبيان 777 النظرية .(9.2.5) سنعمّم النظرية )23.3.1( 
لتشمل البيانات التي تخلو من 1+ Ar‏ تقودنا نتيجة مانتيل (Mantel's)‏ إلى سبب آخر لصياغة براهين 
الاستقراء بالطريقة التي أوردناهاء والسبب هو الأمان. 
24.3.1. مثال. (إثبات غير صحيح). لنحاول إثبات النظرية )23.3.1( باستخدام الاستقراء الرياضي على 
n‏ الخطوة الأساسية: 2 ك N‏ لاحظ أن البيان التام 77 له أكبر عدد من (ZL‏ ويخلو من المثلثات. 

خطوة الاستقراء: 2 N‏ افترض أن ادعاءنا صحيح عندما Ka] pum blb (oM N= k‏ هو أكبر بیان 
على / من الرؤوس يخلو من المثلثات» أضف رأسًا X‏ للحصول على بيان خال من المثلثات على 1 + / من 
الرؤوس» لاحظ أنه إذا كانت × تجاور رؤوسًا من مجموعتي الرؤوس المنفصّلتين؛ فإن ذلك ينتج AU‏ 
لذاء ومن أجل الحصول على أكبر عدد ممكن من الأضلاع الإضافية؛ اجعل X‏ تجاور كل رأس 2 المجموعة 
التي عدد رؤوسها أكثر من مجموعتي رؤوس» Kia] pz]‏ وبذلك» نحصل على K i412] erya]‏ وهذا 
ينهي الإثبات. 
إن هذا الإثبات غير صحيح؛ لأننا لم نأخذ 2 الحسبان البيانات جميعها التي تخلو من المثلثات التي لها 1 +۸ من 
الرؤوس؛ لأننا عالجنا حالة البيانات التي لها أكبر بيان جزئي (من حيث عدد الأضلاع) على ۸ من الرؤوس Ladd‏ 
وهذا البيان يظهر بك أكبر بيان له 1 kt‏ من الرؤوس؛ ولكن لا يمكن استخدام هذه الحقيقة قبل إثباتهاء لاحظ أنه 

من الممكن الحصول على مثال ذي قيمة عظمى على 1 K+‏ من الرؤوس بإضافة رأس له أكبر درجة لبيان ليس له قيمة 

عظمى على / من الرؤوس . يطور التمرين (51) إثباتا صحيحًا باستخدام الاستقر قراء على 177. " 

إن الخطأ 2 المثال )24.3.1( هو أن خطوة الاستقراء لم تأخذ 2 الحسبان الشواهد الممكنة جميعها 
للعبارة المتعلقة بالقيمة الكبرى والجديدة للوسيط» ونسمي هذا الخطأ مصيدة الاستقراء. إذا كانت خطوة 
الاستقراء تنمي شاهدًا للقيمة الجديدة للوسيط من شاهد أصغرء فيجب علينا أن نثبت أن الشواهد والأمثلة 
للقيمة الجديدة جميعها قد أخذت 2 الحسبان. 

عندما يكون هناك مثل واحد لكل قيمة من قيم وسيط الاستقراء Les)‏ 2 حالة صيغ الجمع) عند ذلك لا 
توجد مشكلة. وعندما يكون هناك أكثر من شاهد. فمن الأسهل أن نبدأ بشاهد اختياري لقيمة الوسيط الأكبر؛ 
OY‏ هذا - وبوضوح- يأخذ 2 الحسبان شواهد G‏ جميعها للقيمة القصوى. لذاء فمن غير الضروري أن نثبت 
أننا قد قمنا بتوليدها جميعًا. 

على أي cla‏ عندما نحصل من G‏ على شاهد أصغرء فعلينا أن نؤكد على أن فرضيات الاستقراء تنطبق عليها. 
فعلى سبيل المثالء 2 إثبات الاستقراء الخاص بحلقات أويلر (النظرية 62.2.1 )؛ يجب Like‏ تطبيق فرضيات الاستقراء 
على كل مركبة من مركبات البيان نحصل عليها بحذف أضلاع حلقة معينة وليس على البيان كله دفعة واحدة. 
25.3.1 ملاحظة : هذه الملاحظة نعطي هيكلاً للاستقراء (A template for induction)‏ غاليًا ما تكون 
العبارة التي نرغب 2 إثباتها بالاستقراء على N‏ تضمينًا مثل A(N) => B(n)‏ حيث يجب b‏ نثبت أن كل شاهد © 

بحقق )11( A‏ ويحقق (2)77 أيضًا. إن خطوتنا الاستقرائية تتبع شكلاً نمطيًا معيتًاء حيث نحصل من G‏ على شيء 
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أصغر '6. إذا أثبتنا أن © تحقق (7-1) 4 (للاستقراء العادي). وإذا أدت خطوات (فرضيات) الاستقراء إلى أن 


B(n) أن 6 تحقق‎ olay B(n-1) تحقق قق‎ G' فإننا نستخدم حينها حقيقة أنْ‎ B(n-1) تحقق تحقق‎ G' 
G satisfies A(n) G satisfies B(n) 
G' satisfies A (n-1) G' satisfies B(n - 1) 
باقي إجراء الخطوات» فعلينا نحن القيام بهاء لاحظ أن براهين‎ Lely الخطوة الأساسية هنا خطوة الاستقراءء‎ 
a الاستقراء تت تتبع هذا الصورة أو النمط.‎ 


Just 26.3.1‏ مصيدة الاستقراء قد تؤدي مصيدة الاستقراء إلى استنتاج غير صحيح: لنحاول استخدام 

ستقراء على عدد الرؤوس لإثبات أن كل بيان مترابط منتظم ثلاثي يخلو من ضلع قطع -(cut— edge)‏ 

وباستخد ام dane‏ جمع الدرجات» نعلم أن كل بيان منتظم درجة رؤوسه فردية يجب أن يكون زوجي الرتبة. 
لذا نقترض أن لدينا Gly‏ له:27 من الرؤؤس» إن أصغر بیان منتظم ثلاثي هو cka‏ وهو مترابط» وليس له ضلع 
قطع. وهذا يثبت خطوة الاستقراء الأساسية. حيث M2‏ 

خطوة الاستقراء: افترض أن النتيجة صحيحة لكل بيان G‏ منتظم ثلاثي له /2 من الرؤوس. الآن يمكننا 
الحصول على بيان G"‏ منتظم ثلاثي له (1+)2 من الرؤوس (هذا يمثل Sol‏ بيان له رتبة أكبر) وذلك باستخدام 
عملية ”توسعة للبيان 6“ على الصورة التالية: خذ ضلعين من (G‏ واستبدلهما بمسارين طول كل Lagia‏ 2 من 
خلال إضافة رأسين جديدين على هذين الضلعين وربطهما بضلع جديد. يوضح الشكل أدناه كيفية الحصول على 
وو من k,‏ بتوسعة ضلعين منفصلين (غير متجاورين) . 


[ett ا‎ 


لاحظ أنه إذا كان البيان G‏ مترابطا فإن البيان الموسع G"‏ يكون مترابطا أيضًا. ولاحظ أنه بإضافة رأسين 
جديدين لضلعين غير متجاورين؛ فإننا نكون قد زدنا طول المسارات بين الرؤوس القديمة؛ وأنه يمكن الحصول 
على مسار إلى أحد الرؤوس الجديدة GE‏ من مسار 2 G‏ إلى أحد جيران هذا الرأس 

إذا خلت G‏ من ضلع glad‏ فإن كل ضلع يقع 2 حلقة (النظرية 14.2.1 )؛ وتبقى هذه الحلقات موجودة 2 
G”‏ (الحلقات التي تحوي الأضلاع المستبدلة تصبح أطول) . 

لاحظ أنّ الضلع الذي يربط بين الرؤوس الجديدة .2 G'‏ يقع كذلك 2 حلقة تستخدم مسارًا 2 G‏ بين 
الأضلاع المستبدلة؛ وباستخدام النظرية 14.2.1 نجد أنه لا يوجد G'S‏ ضلع قطع (أو فصل). 
لقد أثبتنا أنه إذا كان البيان G‏ مترابطًا ويخلو من ضلع قطع. فان '6 أيضًا يكون مترابطا وخاليًا من ضلع قطع. 
لاحظ أنه ريما يُعتقد يُعتقد أننا وباستخدام الاستقر قراء على 7# قد أثبتنا أن کل بیان بسيط مترابط منتظم ثلاثي له 2m‏ 
من الأضلاع يخلو من ضلع ela‏ لكن البيان الموضح 2 الشكل أدناه يعطينا مثالا يناقض هذا. ويعدٌ هذا الإثبات 
غير صحيح لأنه لا يمكن بناء كل بيان بسيط مترابط منتظم ثلاثي بعمل توسعة للبيان abe hy‏ بأنه لا يمكننا 
الحصول على البيانات التي تخلو من ضلع قطع جميعها كما يُظهر تمرين 66. = 





تنويه: يوجد 4 المحلق 4 مثال آخر على مصيدة الاستقراء كذلك. 
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(Graphic Sequences) المتتاليات البيانية‎ 


سنتحدث عن درجات الرؤوس ب ما يأتي: 


27.3.1 تعريف: نعرف متتالية الدرجات لبيان على Lil‏ قائمة بدرجات الرؤوس مرتبة تنازليًا على الشكل 

Vi حيث ,4 تمثل درجة الرأس‎ d 2d, 2 ....2< d, 

يوجد لكل بيان متتالية درجات: والسؤال هو ما إذا كان لدينا مجموعة من الأعداد الصحيحة غير السالبة 
d -——‏ فهل يوجد بيان تكون هذه الأعداد هي درجات رؤوسه. 

إن صيغة جمع الدرجات تعطي أن ,24 يجب أن يكون زوجيًاء وعندما نسمح بوجود العرى والأضلاع المكررة. 
فإن الشروط الضرورية تكون كافية -(TONCAS)‏ 


1 . قضية 2 إذا كانت d, ...., An‏ أعدادًا صحيحة غير سالبة فإن هذه الأعداد تصلح أن تكون رؤوسًا 
لبيان إذا وفقط إذا كان Éag) Dd)‏ 


الإثبات: الضرورة: إذا وجد بيان G‏ بحيث إن dh, ...., An‏ هي رؤوسه؛ فإن صيغة جمع الدرجات تضمن أن 
Ldi= 2e(G)‏ وهذا عدد زوجي. 

الكفاية: افترض أن 24 زوجي. وبما أنه كذلك. LS‏ عدد القيم الفردية عدد زوجي أيضًا. لذا سنجد Úle‏ رؤوسه 
Vi, «YM‏ بحيث إن dvi) = di.‏ 2 البداية؛ اختر أزواجًا من الرؤوس Vi‏ التي درجاتها فردية؛ ثم اربط كل زوج 
من هذه الرؤوس بضلع؛ إن ما تبقى من درجة كل رأس هو عدد زوجي غير سالب. لذا ولكل 7 يمكن إضافة [4:/2] 
أنشوطة على كل رأس Vi‏ وهذا يعطينا البيان المطلوب. = 


يعتمد الإثبات السابق على بثاء البيان؛ لذا فإنة يسمى إثبانًا بناقيًا .وقد كان بإمكاننا استخدام الاستقراء (تمرين 
6) إن عملية البناء السابقة سهلة بوجود العرى» وغير سهلة فيما عدا ذلك ؛ فمثلاً لا يوجد بيان درجات رؤوسه 
)0 .0 2( وعليه Òlo‏ شرط المجموع الزوجي غير كاف. إن التمرين 63 يعطي وصقا لمتتاليات درجات البيانات 
الخالية من العرى. وفيما يأتي. سنعطي وصفا لمتتاليات الدرجات لبيانات بسيطة باستخدام شرط مكرر يقودنا 
إلى خوارزمية؛ ولا بد من الإشارة إلى وجود توصيفات أخرى معروفة؛ حيث أعطى العالمان سيركسما وهوجيفين 
(Sierksma — Hoogeveen)‏ 2 العام 1991 قائمة مؤلفة من سبعة توصيفات لتتالية الدرجات. 


1 . تعريف: نعرّف المتتالية البيانية على أنها قائمة من الأعداد الصحيحة غير السالبة التي تمثل متتالية 
درجات لبيان بسيط. ونقول: إن البيان البسيط يحقق d‏ إذا كانت المتتالية © هي متتالية درجات هذا البيان. 
30.3.1 مثال: شرط دوري (مكرر) (A recursive condition).‏ لاحظ أن كلا من 2.2.1.1 و 1.0.1 
متتاليتا بيان حيث يحقق البيان ۸+ o‏ المتتالية 1.0.1 وبإضافة رأس جديد يجاور LOL,‏ درجته d‏ ورأس آخر درجته 
0 نحصل على بيان متتالية درجاته هي: :1.1 .2.2 Gs‏ 2 الشكل أدناه. وبالعمكس» إذا حقق بيان المتتالية 2:2:1:1: فإن 
aly Lulat‏ جازان dijs anal‏ 1 والألكر درجته 2 » وبحذف W‏ نحصل على بیان درجاته: 1 .1.0 
w‏ 


E 


cals 131 Le Las! Da ji 13] ists‏ التكالية 33333221 Ube gad‏ أم لاء فإننا نبحث عن بيان له رس 
W‏ درجته 3 وله ثلاثة جيران درجة كل منها 3 وهذا يكون موجودًا 131 وفقط إذا كانت المتتالية 2223221 بيانية 
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(يحققها بيان معين)؛ نعيد ترتيب هذه ونختبر 3222221, ثم نستمر بالحذف وإعادة الترتيب حتى نستطيع أن 
نتبين ما إذا كانت المتتالية الباقية قابلة للتحقيق al‏ لاء وإذا كانت قابلة للتحقيق؛ فنعمل رجوعًا على إضافة رؤوس لها 
الجيران المطلوبة حتى نصل إلى بيان يحقق قائمة الدرجات الأصلية. لاحظ أن هذا التحقيق غير فريد؛ والنظرية 
التالية تبين عمل هذا الاختبار المكرر. 


33333221 3222221 221111 11110 
2223221 7 111221 7 — 1018 
w ¥ u 
u u 

zn =‏ ا 

2 

j 
«- — — 

1 

———À a‏ لح 





1 . نظرية )]1962[ (Havel [1955] Hakimi‏ بكل 1 > 131 كانت d‏ مجموعة (قائمة) مؤلفة من 
suc ya T‏ الصحيسة d Old‏ كوو dating 13! (Lies bey G03) Ale‏ )13 كانة Als d'‏ سيت تحص 
على GRR al eR ea ee‏ ف ل 
مباشرة)؛ لاحظ أن المتتالية الفريدة التي تتألف من عنصر واحد وتكون بيانية B‏ الوقت نفسه هي: :0= 
الإثبات: إذا كانت 1 = N‏ فإن العبارة slab Aia‏ 3 افترض أن 1 Ce n>‏ 
2 النظرية als‏ إذا كانت القائمة d‏ معطاة بحيث إن d‏ <... < ر 2 di‏ » وأن' 0 بيان له متتالية درجات d‏ 
فأضف LOL,‏ جديدًا للبيان' © يجاور رؤوس G'‏ التي درجاتها 1 -:+ن1,...,4 - do‏ تمثل هذه القيم ل di‏ أكبر 
العناصر A‏ لعناصر d‏ بعد (نسخة من) A‏ نفسهاء لكن 41+1-1 , ... ,1 - do‏ ليست بالضرورة مساوية لأكبر 
العناصر م 2 d'‏ 

لإثبات أن الشروط ضرورية؛ نبدأ ببيان بسيط G‏ يحقق d‏ ونحصل die‏ على بيان '6 يحقق '4. افترض أن 
۷ رأس G2‏ درجته A‏ وافترض كذلك أن S‏ تمثل مجموعة مؤلفة من لك من الرؤوس .2 G‏ لها الدرجات المنشودة 
,...,. إذا M(w) = Sols‏ فإننا نحذف W‏ لنحصل على '6. 
وعلى النقيض من ذلك» بعض الرؤوس الموجودة SZ‏ غير موجودة 2# N(W)‏ .2-9 هذه الحالةء نعدّل G(modify)‏ 
لزيادة [N(W)NS]‏ دون تغيير درجة أي رأس. بما أنه يمكن زيادة |N(W)NS]‏ ب A‏ مرة على الأكثر؛ وبإعادة 
هذه العملية ؛ يتحول G‏ إلى بیان آخر G*‏ بحقق sd‏ وتمثل Sed‏ جوارًا W od a‏ . وبحذف W‏ من G*‏ نحصل على 
البيان المطلوب'7) الذي يحقق '4. ولإيجاد هذا التعديل عندما N(W) FS‏ نختار؟ € x‏ و65 z‏ بحيث إن 42 ۷ 
و W PX‏ ونرغب بإضافة WX‏ وحذف WZ‏ مع المحافظة على درجات الرؤوس. بما d(x) 2 d(z) Gi‏ و ۷ تجاور 
2ولا تجاور X‏ فيوجد رأس يجاور ×ولا يجاور 2: الآن احذف IN(w)nS|22 3 xs yz) aag {WZ XY}‏ 
(انظر الشكل أدناه) . " 





النظرية )31.3.1( تعطي اختبارًا لقائمة من 7 من الأعداد باختبار قائمة مؤلفة من 7-1 من الأعدادء 
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2 الحقيقة تعطينا خوارزمية مكررة الخطوات (recursive algorithm)‏ لاختبار ما إذا كانت d‏ مُحققة بيانيًا 
(بيانية). إن الشرط الضروري ob‏ يكون Éag) Edi‏ متحقق ضمنيًا OY‏ 
Zd'- (Xd) -2A‏ 
وهذا يعطي Si‏ 22 و Leg! Edi‏ النوعية نفسهاء يؤدي الإثبات الخوارزمي (باستخدام خوارزمية) الذي 
يستخدم تغييرًا محليًا (موضعيًا) (Local change)‏ إلى الشرط المطلوب» ويمكن صياغة ذلك بوصفه إثباتا 
استقرائيًا (الإثبات باستخدام الاستقراء) حيث Gf‏ متغيرٌ (وسيط) الاستقراء هو البعد عن الشرط المطلوب» 
,2 الإثبات )31.3.1( كان saul‏ هو عدد رؤوس S‏ غير الموجودة # -N(W)‏ 


لقد استخدمنا تبديل الأضلاع (edge Switches)‏ لتحويل بيان له متتالية درجات4 إلى بيان يحقق الشرط المطلوب. 
وسنرى فيما quo‏ سنرى أن كل بيان بسيط له متتالية درجات4 يمكن تحويله بمثل هذا التبديل ( التفيير) إلى أي بيان آخر. 


32.3.1 تعريف: التبديل الثنائي .(2-switch)‏ تُعرّف التبديل الثنائي على أنه تبديل الضلعين × و 210 
بيان بسيط بالضلعين WX g VZ‏ بشرط عدم ظهور WX gVZ‏ بوصفهما ضلعين 2 البيان الأصلي. 


yo———*2‏ د دون 
0 
E‏ | | 
0 
x@---- xé-—__ow‏ 
تشير الخطوط المنقطة أعلاه إلى أن الرأسين غير متجاورين. إذا كان 2 y e‏ أو WOK‏ فإنه لا يمكن 
عمل تبديل ثنائي؛ OF‏ البيان الناتج Y‏ يكون بسيطا. لاحظ أن التبديل الثنائي يحافظ على درجات الرؤوس» وإذا 


كان التبديل الثنائي يحول 17 إلى A.‏ فإن عمل تبديل ثنائي آخر على الرؤوس الأربعة نفسها يحول HM H*‏ 
والرسم أدناه يوضح تبديلين ثنائيين متتابعين. 


u v w u v w u v w 
X y z E 3» 3 x o» 2 


33.3.1.* نظرية. p . 1973] Berge)‏ 153 - 154 ]) 131 كان 6 و H‏ بيانين بسيطين Lag!‏ مجموعة 
الرؤوس V‏ نفسهاء doly) = dul V) ola‏ لكل v € V‏ إذا وفقط إذا وُجدّت متتالية تبديلات (تغييرات) ثنائية 
تنقل 6 إلى f -H‏ 

الإثبات: Ly‏ أنْ كل تبديل ثنائي يحافظ على درجة الرؤوس» Ol‏ هذا الشرط كاف. وبالعكس عندما 
de(v) = dk(v)‏ لكل ١ © V‏ فإننا نحصل على متتالية تغييرات (تبديلاتٌ) ثنائية مناسبة 
بالاستقراء على 7 التي تمثل عدد الرؤوس. إذا كانت 3 ك 7 فلكل diy. dn‏ يوجد على الأكثر 
بيان بسيط واحد يحقق أن dy = di‏ لذاء نستخدم 3 = N‏ بوصفها خطوة الأساس 3 
الاستقراء (الخطوة الأولى). خذ 4 < N‏ واجعل LLL, W‏ درجته A‏ أكبر ما يمكن» افترض أن 
aS = {V,,...,VA}‏ مجموعة الرؤوس المختلفة عن W‏ والتي درجة كل منها A‏ كما 2 الإثبات )31.3.1( 
فإن هناك متتالية تفييرات (تبديلات) ثنائية G Jas‏ إلى بيان G*‏ بحيث No,(W) = Sol‏ ولذلك» توجد 
متتالية تغييرات ثنائية H Jas‏ إلى بیان H*‏ بحيث Ni )W( = Sol‏ 
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di (V)‏ = لكل رأس V‏ وباستخدام فرضيات الاستقراء؛ توجد متتالية تغييرات ثنائية G' Jas‏ إلى JH‏ لاحظ أن 
هذه التغييرات لا تشمل W‏ وبما أن جيران 2۷ G*‏ هي نفسها 2 Gla H*‏ تطبيق متتالية التغييرات نفسها تنقل 
G*‏ إلى H*‏ لذاء فإننا نستطيع تحويل G‏ إلى H‏ بتحويل G‏ إلى G*‏ ثم إلى H*‏ وعليه (بعكس الترتيب) نحوّل 
n .H* SNH‏ 
لاحظ أنه كان بإمكاننا استخدام الاستقراء على عدد الأضلاع التي تظهر 2 بيان واحد فقط من البيانين G‏ 
Hy‏ ولاحظ أيضا أن هذا العدد يساوي صفرًا إذا وفقط إذا كان G = H‏ وإذا اتبعنا هذا الطريق لحل المسألة: 
فيكفي أن نجد متتالية تفييرات ثنائية تجعل G‏ قريبة من gh‏ متتالية تغييرات ثنائية تجعل H‏ قريبة من ©. 
تمارين (Exercises)‏ 
إذا وُجدت عبارة فيها متغير (وسيط) (parameter)‏ فيجب إثباتها لقيم هذا الوسيط جميعها؛ ولا يمكن 
الإثبات بإعطاء أمثلة. وأن عملية 1e‏ مجموعة تشمل إعطاء إثبات لذلك. 
1 (-) أثبت أو انقض العبارة الآتية: 2 البيان G‏ إذا كان كل من V gU‏ هما الرأسين الفريدين اللذين درجتهما 
فردية: G Ola‏ يحوي مسارًا من إلى V‏ 
2.3.1 (-) تشمل مجموعة تسعة طلاب: إذا أرسل كل طالب ثلاث بطاقات مغايدة لثلاقة من زملائه الا 
الصف os‏ إمكانية حصول كل منهم على بطاقات من الأشخاص أنفسهم الذين أرسل لهم بطاقاته. 
3.3.1 )-( افترض SÌ‏ و V‏ رأسان متجاوران 2 بيان بسيط G‏ وأثبت B]‏ الضلع UV‏ ينتمي إلى 
d(u) + 0)(-77)07(‏ من المثلثات على الأقل. 
1 (-) أثبت أن البيان أدناه يشاكل Os‏ 


1 )-( احسب عدد النسخ من Ps‏ و Qi. Ca‏ 


1 (-) إذا كان لديك البيانان © Ag‏ فحدّد عدد مركبات البيان G + H‏ وأكبر درجاته بدلالة الأعداد 
الخاصة لكل من -H 4G‏ 
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1 (-) حدّد أكبر عدد ممكن من الأضلاع Glad‏ جزئي ثنائي الفرع لكل من ,2 »و Kag Cn‏ 
Gi (-) 8.3.1‏ المتتاليات الآدية تحقق بيانا؟ أعط بيانًا يحقق ذلك. أو أثبت عدم إمكانية وجود مثل هذا البيان: 


a) (5,5,4,3,2,2,2,1), C) (5,5,5,3,2,2,1,1), 
b) 6,5,4,4,2,2,1,1), d) (5,5,5,4,2,1,1,1). 
e e e . e 


1 . 2 اتحاد للعبة معينة. eas‏ القرق nil citus,‏ كل baia‏ 13 فريقا: بان إمعائية Sly lwp‏ 
لهذه الفرق بحيث يلعب كل فريق تسع مباريات ضمن مجموعته؛ وأربع مباريات ضمن المجموعة الثانية. 

1ه افترض أن Ln‏ ثلاثة أعداد صحيحة غير lla‏ بحيث إن 7 = 77 + d‏ جد الشروط الضرورية 
واللازمة التي تحققها LMN‏ .بحيث يوجد بيان بسيط مترابط له 7 من الرؤوس» وبحيث يكون Í‏ منها رؤوسًا 
زوجية و77 رؤوسًا فردية. 

1 . افترض أن ۷ ممر مغلق 2 بيان G‏ وافترض أيضًا أن H‏ هو البيان الجزئي من G‏ الذي يتكوّن من الأضلاع 
التي ظهرت 2 77 Bue‏ فرديًا من الممرات. أثبت أن da(V)‏ زوجية لكل Y €V(G)‏ 

12.3.1 )1( أثبت أنه لا يوجد ضلع قطع للبيان الزوجي. وابن بيانا بسيطا منتظمًا بيان بسيط منتظم من الدرجة 1 +:/2 
له ضلع قطع لكل 1 < ۸. j‏ 

1 (+) نعرف سلسلة الجبال على أنها منحنى مضلع ( متعدد الأضلاع) من )0 (a.‏ إلى (B60)‏ # النصف 
العلوي من المستوى. يبدأ المتنزهان B gA‏ مسيرهما عند (4:0) و )5.0( على الترتيب؛ أثبت أن 4و B‏ سيلتقيان 
إذا سارا بطريقة معينة بحيث يبقيان طوال الوقت على الارتفاع نفسه فوق المحور الأفقي. (مساعدة: عرّف بيانا بوصفه 
نموذجًا pall‏ 38 واستخدم النتيجة 5.3.1) ( تم وضع السؤال بالتواصل مع (D.G. Hoffman‏ .^ 


1 .ااأثبت أن JS‏ بيان بسيط له رأسان على الأقل يمتلك رأسين لهما الدرجة نفسها. هل النتيجة صحيحة 
للبيانات الخالية من العرى؟ 
15.3.1 لكل «k>3‏ حدّد أصغر عدد N‏ بحيث: 

(à‏ يوجد بيان بسيط منتظم من الدرجة / على 77 من الرؤوس. 

(b‏ توجد بيانات بسيطة منتظمة من الدرجة / غير متشاكلة على 77 من الرؤوس. 
16.3.1 )+( برهن أنه يوجد لكل 2 > ۸و 2 2 ع بيان منتظم من الدرجة /وخصره يساوي g‏ ( مساعدة: لبناء 
هذا البيان استقرائيا؛ استخدم H‏ بصفته بيانًا منتظمًا من الدرجة 1 - ۸ له خصر Las (girth) g‏ له خصر 
[g / 2]‏ ومنتظمة من الدرجة M(H)‏ يسمَّى مثل هذا البيان قفصًا من نوع ([1963] (Kg) (Erdós - sachs‏ - 
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17.3.1- )1( افترض أن G‏ بيان له رأسان على الأقل. أثبت أو انقض كلا Lae‏ يأتي: 

(a‏ حذف رأس درجته Y A(G)‏ يمكن أن يزيد معدل (متوسط) الدرجة. 

(b‏ حذف رأس درجته (G)‏ لا يمكن أن ينقص معدل (متوسط) الدرجة. 
)١( 18.3.1‏ أثبت أنه لا يوجد ضلع قاطع ( فاصل) لكل بيان ثنائي الفرع منتظم من الدرجة ۸ لكل 2 K2‏ 
1_. افترض G Èi‏ بیان بسيط يخلو من المخالب (claw — free)‏ أثبت أنه إذا كانت 25 ola A(G)‏ © 
تحوي حلقة رباعية لكل EN‏ ثم جد Ly‏ منتظمًا من الدرجة 4 يخلو من المخالب» بحيث يكون عدد رؤوسه N‏ 
على الأقل؛ ويخلو من الحلقات الرباعية. 
20.3.1 )1( احسب عدد الحلقات التى طولها 47 Kn‏ وعدد الحلقات التى طولها ,,2 بے Kan‏ 
1 سعد Regie col ibl‏ 1 
22.3.1 )1( افترض أن G‏ بيان بسيط ليس ثنائي الفرع» يخلو من المثلثات؛ له 7 من الرؤوس ودرجته الصغرى 
k‏ وافترض أيضًا أن L‏ تمثل أصغر طول لحلقة فردية GB‏ 

VC)  ناراوج على الأكثر‎ ats V(G) لاينتمي إلى‎ LL ou أثبت أنه إذا كان‎ AL gle G3 افترض أن € حلقة‎ (a 

(b‏ بحساب عدد الأضلاع التي تربط V(C)‏ مع V(G) - V (C)‏ بطريقتين: أثبت أن 2[ KL‏ 2 7. وبناء 
(Campbell — Staton [1991]) ota «ale‏ 

۸/2 له‎ Wily هي أفضل ما يمكن (مساعدة: جد‎ D المتباينة 2 فرع‎ SI فأثبت‎ dana عددًا‎ K ols إذا‎ (c 
. بحيث تكون منفصلة زوجًا زوجًا)‎ L حلقة طول كل منها‎ 
6)0:( = //2*-١ استخدم الوصف التكراري للبيان+0 (مثال)8.3.1 لإثبات أن‎ 23.3.1 
Ok مكمّب زائدي‎ GE أثبت أن ور غير محتوى‎ . 1 
هل‎ -F أثبت أن كل حلقة طولها 27 2 مكعب زائدي تكون محتواة  مكمب جزئي بُعَدُه على الأكثر‎ )!( 25.3.1 
ST يمكن لحلقة طولها 27 أن تكون محتواة بے مكعب جزئي بُعده أقل من‎ 
مكعب جزئي‎  عقت‎ Qr 2 كل حلقة سداسية‎ Gi أثبت‎ Os 2 الحلقات السداسية‎ sae احسب‎ (Y) 26.3.1 
.۸ < 3 لكل‎ Qr 2 الحلقات السداسية‎ sae استخدم هذا لحساب‎ « Ve واحد فقط ثلاثي‎ 
الذي تولده الرؤوس التي يختلف فيها عدد‎ Qoi هو البيان الجزئي من‎ G افترض أن‎ k EN لتکن‎ 1 
-G منتظم» واحسب (6)€. (7)0وخصر‎ G الواحدات عن عدد الأصفار بواحد. أثبت أن‎ 
Éko عرف‎ ۸ (binary k — tuples) La polie افترض أن 7 مجموعة ثنائية للترتيبات التي عدد‎ 1 
إحدافى واحد فقظ. أثبت‎ 4-۷ gU بحيث إن ۷ ج1 131 وفقط إذا اتفق كل من‎ V المجموعة‎ dinghy OK بسيطا‎ 
: -(D.G.Hoffman) ss; ۸ إذا وفقط إذا كان‎ Ok يشاكل المكعب الزائدي‎ Ok أن‎ 
Ox التشاكلات الذاتية للمكعب الزائدي‎ 2 )+*( 29.3.1 

(a‏ أثبت أن كل نسخة من Ore Oj‏ هي بيان جزئي تولده مجموعة بها Zj‏ من الرؤوس حددت قيمها على مجموعة بها 
E‏ من الإحداثيات. (مساعدة: أثبت أن كل نسخة من Oj‏ يجب أن تحوي رأسين يختلفان ‏ رمن الإحداثيات). 

Ok استخدم فرع © لحساب عدد التشاكلات الذاتية للبيان‎ (b 
كل ضلع 2 بیان بيترسون ينتمي إلى أربع حلقات خماسية فقط. واستخدم ذلك لإثيات أن‎ ol cal .30.3.1 
بيان بيترسون يحوي 12 حلقة خماسية بالضبط. (مُساعدة: لإثبات الجزء الأول وسّعٌ كل ضلع للحصول على‎ 
).38.1.1 واستخدم القضية‎ Pa نسخة من‎ 
طريقة غير جبرية) لإثبات أن:‎ ( na الحامةواسلوب عد‎ coal استخدم‎ (1) 31.3.1 

.0 <k > كلم‎ () - ( + k(n — k) + ("3") (a 
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ICG) < ob Xni-2n, إذاكان‎ (b 
(مساعدة: جد دالة‎ .2) ^) sa [ri] أثبت أن عدد البيانات الزوجية البسيطة التي رؤوسها الجموعة‎ 1 
. )]7-1[ تناظر مع مجموعة البيانات البسيطة التي رؤوسها‎ 
بيان بسيط يخلو من المثلثات على 7 من الرؤوس» بحيث يوجد لكل زوج من الرؤوس‎ G افترض أن‎ (+) 33.3.1 
غير المتجاورة جاران مشتركان فقط:‎ 

(a‏ أثبت أن (469*3) + 1 = (7)0حيث ٠ × EV(G)‏ استنتج أن G‏ منتظم. 

(b‏ أثبت أنه إذا كانت 5 = ola Kk‏ حذف X‏ وجوارها من G‏ يُبقي بيان بيترسون (تعليق: 2 هذه 
الحالة. نجد b‏ البيان 6 هو البيان الذي نحصل عليه من 04 بإضافة أضلاع تربط بين الرؤوس المتتامة 
(complementary vertices)‏ 
34.3.1 )+( افترض أن G‏ بيان بسيط على 7 من الرؤوس يخلو من طائرة ورقية (kare)‏ بحيث يوجد لكل 
زوج من الرؤوس غير المتجاورة جاران مشتركان data‏ أثبت أن © يكون منتظمًا (Calvin)‏ 
1 )+( افترض أن 77و/ عدادن صحيحان: بحيث إن 1 -2>74 > 1ء واقترض أيضًا أن G‏ بيان بسيط 
على 71 من الرؤوس بحيث يمكن تكوين كل بيان جزئي على / من الرؤوس يحوي M‏ من الأضلاع: 

.0)0'( =m (D/Q) أثبت أن‎ L < Kaum من الرؤوس‎ L بيان جزئي من 6 له‎ 6' ol افترض‎ (a 

(b‏ استخدم ag pall‏ لإثبات أن ).G € (Kn, Kn)‏ مساعدة: استخدم فرع © لإثبات أن عدد الأضلاع التي 
تربط بين # و ۷ لا AES‏ عليه) . 
36.3.1 افترض أن G‏ بيان على أربعة i258)‏ وأن البيانات الجزئية التي يمكن تحصيلها من G‏ بحذف أحد 
الرؤوس هي كما الشكل (a> ( 355 obl‏ 6. 
37.3.1 و apa Hii dara‏ الع QE‏ العرى 6 بحذف أحد رؤوس 6 » حيث 
(Sle) Guo (G) 23‏ كيفية الحصول على G‏ من H‏ 
38.3.1 افترض أن G‏ بيان له ثلإثة رؤوس على الأقل؛ أثبت أن G‏ مترابط إذا وفقط إذا Jpg‏ بيانان جزئيان 
مترابطان على الأقل من البيانات aan tl‏ من © يحذف أحد رؤوسها (مساعدة: استخدم القضية 29.2.1(« 
1 (*+) أثبت أنه يمكن إعادة بناء كل بيان غير مترابط G‏ إذا كان لهذا البيان ثلاثة رؤوس على الأقل. (مساعدة: 
باستخدامك لتمرين 38.3.1: تكون قد حدّدت أن G‏ غير مترابط. استخدم Gi. n‏ لإيجاد MA ja‏ من مركبات 
G‏ التي تتكرر أكثر عدد من المرات من بين المركبات التي عدد رؤوسها أكبر ما يمكن: ثم استخدم القضية 29.2.1 لاختيار 
V‏ بحيث إن 1 — L - M‏ يكون مترابطاء ثمّ أعد بناء G‏ بإيجاد G Vj‏ التي تصبح فيها النسخة من )/!انسخة من CD‏ 
40.3.1 )1( افترض أن G‏ بیان بسيط على 77 من الرؤوس » حيث 2 MD‏ وحدّد أكبر عدد ممكن من الأضلاع 
G 2‏ تحت كل شرط من الشروط الآتية: 

-A مجموعة مستقلة من الحجم‎ GS يوجد‎ (a 

(b‏ يوجد ل 7)بالضبط K‏ مركبة. 

(C‏ © غير مترابط. 
)١( .1‏ أثبت أو انقض: إذا كان 6 بيانا بسيطا على 7من الرؤوس c‏ بحيث إن أكبر درجة فيه ]2 / [n‏ » وأقل 
درجة 1 - | 2 / [n‏ فإنه يكون مترابطًا. 
1 افترض أن S‏ مجموعة رؤوس 2 بيان منتظم G‏ من الدرجة k‏ بحيث يكون Gl‏ رأسين .2 8 غير 
متجاورين: وليس Leg!‏ جار مشترك. استخدم مبدأ صناديق الحمام .(eigeonhole pricipte)‏ لإثبات أن 
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cud. |S] > [ n (G) / (K«1)]‏ أن هذا Salt‏ هو أفضل ما يمكن للمكعب Qs‏ ( تعليق: هذا الحدّ ليس أفضل 

مايمكن للمكعب (Qa‏ 

43.3.1 )+( افترض أن G‏ بيان بسيط ليس له رؤوس معزولة. وافترض أيضًا أن a = 2e(G) / n(G)‏ 

هي معدل درجة رؤوس .G‏ لتكن (4)7 تمثل معدل الدرجة لرؤوس جيران 7. أثبت أن © < (V)‏ لبعض 
V(G)‏ € <. ثم ابن Albe‏ غير منتهية من البيانات المترابطة التي تحقق أن © > f(v)‏ لكل رأس 

laxe X/y + y/x < 2 alal باستخدام‎ f(V) احسب معدّل‎ Wal تلج‎ iclas joy 

. (Ajtai — komlo's - Szemer’ di [1980] ) .0 > x.y) 

1 (+) افترض أن G‏ بيان JU-‏ من العرى» ومعدل درجة رؤوسه 2e(G) / n(G)‏ = ©. : 

A(x) <a /2 على الأقل 4 إذا وفقط إذا كان‎ ga G - X أثبت أن معدّل درجة‎ (a 

dal حيث‎ G فيوجد بيان جزئي ل‎ a > 0 استخدم فرع © لإعطاء إثبات خوارزمي للعبارة: إذا كانت‎ (b 
.4/2 درجة لرؤوسه أكبر من‎ 

(c‏ أثبت أنه لا يوجد ثابت © أكبر من 1/2 » بحيث يجب وجود بيان جزئي من G‏ تكون أقل درجة لرؤوسه 
أكبر من -CA‏ إن هذا يثبت Si‏ الحدّ الموجود ‏ الفرع (D)‏ هو أفضل ما يمكن. (مساعدة: استخدم «(kini‏ 
1+,. جد أكبر عدد من الأضلاع لبيان جزئي ثنائي الفرع من بيان بيترسون. 

1. اأثبت أو انقض: عندما نطبق الخوارزمية الموجودة 2 النظرية 19.3.1. على بيان ثنائي og pall‏ فإننا 
نحصل على بيان جزئي ثنائي الفرع له أكبر عدد من الأضلاع (البيان (als‏ 

٠ 47.3.1‏ استخدم الاستقراء على N(G)‏ لإثبات أنه يوجد لكل بیان غير (nontrivial) aab‏ خال من العرى 
Ole‏ جزئيٌ ثنائي H g pall‏ عدد أضلاعه يزيد على e(G)/2‏ . 

1 ابن بيانات ees‏ بحيث إن عدد رؤوس Gn‏ يساوي 2n‏ وبحيث إن 1/2 = ,كر د حيث fn‏ 
تمثل الجزء من ECG)‏ الذي ينتمي إلى أكبر بيان جزئي ثنائي الفرع من Gn‏ 

1-. لكل EN‏ ۸ ولكل بیان JEG‏ من «Spall‏ أثبت أنه يوجد للبيان Sly G‏ جزئيٌ H‏ له k‏ من الفروع 
(التعريف 12.1.1 بحيث 51 e(H) < (1-VUK)e(G)‏ 

1 (+) لكل 3 2 7. حدّد Jal‏ عدد ممكن من الأضلاع لبيان مترابط على 7 من الرؤوس» بحيث ينتمي 
كل ضلع منها إلى مثلث )]1988[ -(Erdós‏ 

1 (+) افترض G Ol‏ بیان بسيط على 7 من الرؤوس» حيث 3 > 

(a‏ استخدم 11.3.1 لإثبات أنه إذا كان G‏ يحوي أكثر من 72/4 ضلعًاء فإنه يحوي Lol;‏ نحصل بحذفه 
على بيان له أكثر من 7-1(”/4) ضلعًا. ) مساعدة: عدد الأضلاع -2 JS‏ بيان هو عدد صحيح). 

.e(G) < 772/4 إذا كانت‎ Éta يحوي‎ G استخدم فرع © والاستقراء الرياضي لإثبات أن‎ (b 
ما يمن ايشتاكل‎ p51 أطتلاعة‎ suey الرؤوسن:‎ Ga 7 له‎ GM بيان يسيظ‎ dS. أن‎ cud 1م‎ 

.)23.3.1 (مساعدة: قم بتقوية الإثبات‎ -Å pa]. pl 

)١( 53.3.1‏ يشارك فريقان ‏ لعبة البريدج ( نوع من لعب الورق). كل فريق مؤلف من لاعبّيّن. افترض أن 
لدينا Gol‏ يمنع اللاعبين الأربعة من اللعب إذا صدف أن تشارك GI‏ اثنين Lagia‏ 4 لعبة سابقة تلك الليلة. 
افترض وصول خمسة عشر لاعبًا إلى النادي 2 تلك LUE‏ إلا أن أحدهم قرر أن يدرس نظرية البيانات؛ أما 
الأربعة عشر شخصًا الباقون « فلعبوا بحيث لعب كل منهم أربع مرات. بعد ذلك» تسمح لهم قواعد اللعبة بلعب 
ستة أدوار إضافية )12 مشاركة). أثبت أنه إذا وافق الآن دارسٌ نظرية البيانات على اللعب» فإنه يمكن لعب لعبة 
أخرى على الأقل. (أخذ بتصرف من Bondy - murty [1976] p1ll) Us‏ 
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54.3.1 )+( افترض أن 6 بيان بسيط له N‏ من الرؤوس» وافترض أيضًا أن ()1 ترمز إلى عدد المثلثات الكلي يذ © و G‏ 

(a‏ أثبت أن Doevia)(4)‏ + (6)ء(2 — t(6) = (7) - (n‏ مساعدة (خذ مساهمة كل ثلاثة رؤوس 
-2 كل من o‏ .2 المساواة) . 

(b‏ أثبت أن 24 / MG) < n(n-1) (n-5)‏ مساعدة (استخدم lóa‏ أدنى على Erev ( P)‏ بدلالة 
معدل الدرجة) . 

-(Goodman [1959]) أعلاه‎ b يحقق المساواة 4 فرع‎ La إذا كانت 1 - 7 تقبل القسمة على 4 فجد‎ (C 
P  ثادحإ لأكبر حجم دون‎ (+) 55.3.1 

(a‏ افترض أن G‏ متممة بيان بسيط غير مترابط. أثبت أن: eG X A(G)?‏ وأن المساواة تتحقق عندما 
kao). a6)‏ 

(b‏ افترض أن G‏ بيان بسيط مترابط يخلو من Pa‏ » بحيث إن أكبر درجة للرؤوس Ke‏ أثبت أن 
.e(G) <k (Seinsohe [1974]. chung — west [1993])‏ 
56.3.1 استخدم الاستقراء الرياضي ) على 7 أو على (Ld‏ لإثبات أنه إذا كانت ,4.... dys‏ أعدادًا صحيحة 
غير سالبة » بحيث إن Edi‏ عدد زوجي» te‏ هناك Gly‏ له 7 من الرؤوس» ودرجات هذه الرؤوس هي: «diy. . dn‏ 
(تعليق: هذا يتطلب إعطاء إثبات بديل للقضية 28.3.1 ). 
57.3.1 )1( افترض أن 77 عدد صحيح» وأن4 تتكوّن من قائمة من الأعداد الصحيحة غير السالبة ذات مجموع 
زوجي , بحيث إن أكبر عدد منها أقل من 7 ويختلف عن أصغر عدد بمقد ارواحد على الأكثر. أثبت أن قابلة للرسم 
t (geraphic)‏ أي أنها متحققة بيانيًا (بيانية) (مساعدة: استخدم نظرية هافل وحكيمي). 
1 تعميم نظرية Jala‏ وحكيمي. 
افترض أن لديك قائمة (مجموعة) غير متزايدة من الأعداد الصحيحة غير السالبة. وافترض 
أيضًا أنه يمكن تحصيل d'‏ بحذف dy‏ وبطرح 1 من ال k‏ عنصرًا القصوى المتبقية .2 القائمة 
(المجموعة). أثبت أن d‏ تكون بيانية إذا وفقط إذا كانت d'‏ بيانية. (مساعدة: تتبع خطوات إثبات نظرية 
-(wang — kleitman [1973]) 31.3.1‏ 
59.3.1 عرف di... dx)‏ ( = 4 على الشكل i‏ نيه = dy‏ لكل ۸ > 1 > 1ء أثبت أن 4 بيانية. 
(مساعدة: لااتستخدم نظرية هافل وحكيمي) . 
60.3.1 )+( افترض أن 4 قائمة (مجموعة ) من الأعداد الصحيحة تتألف من K‏ نسخة من $0 k‏ - 7 نسخة 
من b‏ حيث 0 < A < b‏ جد الشروط اللازمة حتى تكون d‏ بيانية. 
1 (!) افترض أن G‏ < 6. وأن 4 n (G) = 1 mod‏ اثبت أن © يمتلك oly Ll,‏ من الدرجة 
(m(G) -1) / 2‏ على الأقل. à 5 RA N‏ 
1 ». افترض أن 071004 = 7, أو 4 mod‏ 1 = جد بيانا بسيطا له 7 من الرؤوس و 5G)‏ من الأضلاع 
بحيث إن 1 > (©)5 - .A(G)‏ 


)١( 63.3.1‏ افترض أن d,‏ .ل أعداد صحيحة تحقق أن 0 < ,4 < ... < ر < d)‏ آثبت أنه يوجد 
بیان دون عرى » بحيث تكون متتالية درجات رؤوس هذا البيان di,... dl‏ إذا وفقط إذا كان ,24 عددًا زوجيّاء 


-(Hakimi ]1962[( كرك‎ d; + ...+ dı 

64.3.1 )1( افترض أن ,© > ... > د > di‏ هی درجات رؤوس بیان بسيط G‏ أثبت أن G‏ مترابط إذا كانت 
dj >j‏ عندما,4» -1 Jj SN-‏ (مساعدة: خذ # الحسبان أحد مركبات G‏ التى تحذف LOL,‏ ذا درجة كبرى) . 
posal (+) 65.3.1‏ أن d] <0) € . .. € d‏ أن اد ص ية ed aai‏ أنه يوجد هان ak e l 41V dais‏ 
من الرؤوس بحيث إن درجات هذا الرؤوس هي +4 .... A‏ (مساعدة: استخدم الاستقراء على / لبناء مثل هذا 
(Kapoor - polimeni — wall [1977]) . (ot‏ - 
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66.3.1- (*) توسيع (تمديد) بيانات منتظمة ثلاثية. (انظر المثال 26.3.1( افترض أن 4 = 7 حيث 
2< جد بيانًا بسيطا مترابطًا USD‏ له M‏ من الرؤوس لا يحوي ضلع فصل (قطع) ولكن لا يمكن تحصيله من 
بيان ثلاثي بسيط عن طريق التمديد لهذا البيان. (مساعدة: لا يوجد هذا البيان أي ضلع يمكن أن نطبق عليه 
العملية العكسية للحصول على بيان بسيط أصفر) . 
1 (*) بناء بيانات بسيطة منتظمة ثلاثية: 
8) أثبت أنه يمكن عمل مفتاح ثنائي من خلال مجموعة من عمليات التوسعة والمحو (العملية العكسية 
للتوسعة). هذه العمليات معرفة 2 JEU‏ 26.3.1. (تنويه: عملية المحو التي تولد ضلعًا مكررًا غير مسموحة) . 
(b‏ استخدم فرع A‏ أعلاه لإثبات أن كل بيان بسيط منتظم ثلاثي يمكن الحصول عليه من k,‏ بمجموعة من 
عمليات التمديد (التوسعة) والمحو. )]1984[ .(Batageli‏ 
68.3.1. )*( افترض i‏ © و H‏ بيانان بسيطان ثنائيان؛ لكل منهما تجزئتان etl X : Y‏ أن 
ds (v) = du (v)‏ لكل v EXU Y‏ إذا وفقط إذا وُجِدّت متتاليةٌ من المفاتيح الثنائية التي تنقل G‏ إلى H‏ دون 
تغيير على التجزئتين JS)‏ مفتاح ثنائي يستبدل ضلعين یربطان × و Y‏ بضلعين آخرين يربطان بينهما) . 


(Directed Graphs) البيانات الموجهة‎ 1 

لقد استخدمنا البيانات بوصفها نماذج لعلاقات التماثل؛ ومن المعلوم أن العلاقات عمومًا لا تكون متماثلة؛ OY‏ 
العلاقة على مجموعة S‏ هي مجموعة جزئية من SX S‏ (انظر ملحق 4). لذا فإننا بحاجة إلى نموذج أكثر عمومًا 
لمثلهذه العلاقات. 
تعريفات وأمثلة (Definitions and Examples)‏ 

إن البحث عن تمثيل بياني للمعلومات المتعلقة بعلاقة عامة على مجموعة S‏ يقود إلى نموذج البيانات الموجهة. 
1.4.1 مثال: إذا كان كل من × و [عددين طبيعيين: فإننا نقول إن هي أكبر قاسم ل y‏ 131 كان y/X‏ عددًا 
أوليًا. وإذا كانت S E N‏ فإن المجموعة x]‏ أكبر قاسم ل 5 × ؟ = Y: R (y) © S‏ تمثل علاقة على WS‏ 
ولتمثيل هذه العلاقة بيانيًا؛ ؛ فإننا نحدد نقطة 2 المستوى لكل عنصر من عناصر S‏ ثم نرسم سهمًا من + إلى JS‏ 
ds Y (xi) ER‏ أن البيان أدناه يمثل النتيجة عندما n = n2]‏ 
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2.4.1 تعريف: يعرف البيان الموجه © على أنه ثلاثية =V(G) ipe calla‏ مجموعة الرؤوس 
و(1/)0- مجموعة الأضلاع؛ ودالة تحدد لكل ضلع زوجًا مرتبًا من الرؤوس» يُسَمّى الإحدائيّ الأول ذيل 
الضلع: والإحداثيٌ الثاني رأسّ الضلع؛ ويطلق عليهما معًا طرفا الضلع أو رأسا الضلع. ونقول إن الضلع هو 
ضلع من الذيل إلى الرأس» لاحظ أن كلمتي رأس وذيل تأتيان من الأسهم المستخدمة للتدليل على البيان 
الموجه. وكما 2 حال البيانات» فإننا نحدّد لكل رأس نقطة 2 المستوىء ولكل ضلع منحنى يربط بين طرفيه. 
وعند رسم بيان موجه فإننا نعطي اتجامًا للمنحنى من الذيل إلى الرأس. 
عندما يستخدم البيان الموجه نموذجًا لتمثيل علاقةء b.‏ كل زوج مرتب يمثل (ذيلاً/ (Lai,‏ لضلع واحد 

على الأكثر. ‏ مثل هذه الحالة؛ وكما ‏ حال البيانات البسيطة؛ فإننا نهمل حرفية وجود دالة تحدد طرفين لكل 
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ضلع. وببساطة؛ فإننا نتعامل مع الضلع بوصفه زوجًا مرتيًا من الرؤوس. 

1 .. تعريف: 2 البيان الموجهء نعرّف الأنشوطة على أنها ضلع يبدأ بالرأس نفسه .وينتهي i43‏ وتعرّف 
الأضلاع المكررة على أنها الأضلاع التي يمثل طرفاها الزوج المرتب نفسه» أي أنها الأضلاع جميعها التي 
تبدأ كلها برأس معين؛ وتنتهي كذلك برأس معين آخرء ونقول S|‏ البيان الموجّه بسيط إذا خلا من العرى 
والأضلاع المكررة؛ وهذا يعني Od‏ كل زوج مرتب يمثل Ll,‏ وذيلا لضلع واحد على الأكثرء ولاحظ أنه يمكن 
رسم أنشوطة عند كل رأس من رؤوس البيان الموجود لدينا. 

2 البيان الموجه البسيط, نستخدم الرمز UV‏ للتدليل على الضلع الذي ذيله U‏ ورأسه V‏ و حال وجود ضلع 

U على الشكل ۷ ج‎ VNU ونرمز إلى ذلك برسم سهم من‎ M بسابق (سلف)‎ V ونسمي‎ M بخلف‎ V فنسمّي‎ UV 

1. تطبيق: الآلة ذات العدد المحدود أو المنتهي من الحالات. (نظام متقطعء أو نظام آلي ذو عدد محدود 
من الحالات الممكنة). يمكن استخدام البيانات الموجهة لوضع نماذج لمثل هذا النظام» حيث En‏ الرؤوسٌ 
الحالات: 4 حين تمثل الأضلاع GLN‏ من حالة إلى أخرى. Í‏ 
يكون الآنتقال من حالة إلى أخرى عادة 2 اتجاه واحد. لذا فإن البيان الموجّه يعطي النموذج المناسب. ويمكن 

وضع علامات على الأضلاع لرصد الأحداث التي تسبب عملية الانتقال. فيمكن تمثيل الحدث الذي يمثل الحالة 

نفسها بأنشوطة. Lal‏ إذا وُجد حدثان يمثلان الانتقال نفسه من حالة إلى أخرى فإننا نمثل ذلك بضلع مكرّر. 
الآن. تأمل ضوءًا دار بمفتاحين MULE)‏ يسمى مفتاح التحويل بثلاثة طرق)؛ يكونان إلى الأعلى أو إلى 

الأسفلء sas‏ على ذلك يمكن إضاءة الضوء )+( أو إطفائه C‏ لذاء هناك حالات ثمانية. لاحظ أن الانتقال 

من حالة إلى آخرى يمثل إنتقالا بين هذه المفاتيح. و4 الرسم col‏ يمثل الضلع الأفقي انتقالا ناتجا عن قلب 
المفتاح الأول .2 حين يمثل الضلع العمودي انتقالًا ناتجا عن قلب المفتاح الثانيء Lal‏ الدائرة الكبيرة؛ فتمثل رأسّاء 

2 حين يمثل حرف U‏ حالة المفتاح إلى أعلى» أما الحرف D‏ فيمثل حالة المفتاح إلى الأسفل. n‏ 





1 . تطبيق: عندما يعمل نظام معين بصورة عشوائيةء فيمكن عندئذ استخدام العلامات الموجودة على 
الأضلاع لتسجيل التغير 2 الاحتمال. إن مجموع الاحتمالات المسجلة على الأضلاع الخارجة أو المغادرة لرأس 
معين يساوي واحدًا صحيحًا. 

aig‏ مثل هذا النظام سلسلة أو سلاسل ماركوف. لاحظ أنه يمكن استخدام طرق الجبر الخطي لحساب 
الزمن اللازم للانتقال من حالة إلى أخرى. فعلى سبيل JEN‏ افترض أن هناك حالتين لحالة الطقس thes‏ جيد 
ورديء؛ وافترض Í‏ الكتل (الجبهات) الهوائية تتحرك ببطء لدرجة ON‏ الحالة الجوية ليوم غد هي كالحالة 
الجوية لهذا اليوم» وافترض أن العواصف لا تلبث طويلا 2 معظم المناطق. لذاء و مثل هذه الظروف» فإنه 


يمكننا الحصول على تغيّر (انتقال) أو تبديل 2 الاحتمالين: كما هو موضح 2 الشكل أدناه. n‏ 
لاحظ أنه إذا سجّلنا الحالة كل ساعة بدلا من تسجيلها بصورة يومية؛ فإن احتمالية البقاء 2 الحالة نفسها 
تكون أكبر كثيرًا . 2 
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1 .. تعريف: يعرف المسار على أنه بیان موجه بسيط يمكن ترتيب رؤوسه (على خط مستقيم ) AGL‏ 
بحيث يكون UV‏ ضلعًا 2 هذا البيان إذا وفقط إذا كان ترتيب الرأس V‏ يأتي مباشرة بعد ترتيب الرأس 
-U‏ وتعرف الحلقة بالأسلوب نفسه؛ ولكن ترتيب الرؤوس يكون 2 صورة دائرة بدلا من خط مستقيم. 
7.4.1 مثال: البيانات الموجهة الدالية (الاقترانية). يمكن دراسسة الدالة 
fc 4 < 4‏ باستخدام البيانات الموجهة. ويعرف البيان الموجه fa‏ على أنه 
بيان موجه بسيط؛ حيث تمثل المجموعة A‏ مجموعة الرؤومس: ‏ حين تمثل المجموعة 
A}‏ € × :((×) × ) )مجموعة الأضلاع. لاحظ أنه لكل رأس ‏ نحصل على الضلع الذي يبدأ ب X‏ وينطلق 
كسهم ‏ اتجاه rA f(x) ( fX)‏ صورة لاتحت [). 
إن تتبع مسار 2 بيان موجّه لدالة يمثل عملية تكرار (إعادة) لهذه الدالة. فمثلاً c‏ إذا كانت الدالة تمثل تبديلة. 
فإن كل عنصر يمثل صورة لعنصر واحد فقط. لذا فإن للبيان الموجه لهذه الدالة ذيلاً واحدا Lii yg‏ واحدًا عند 
كل رأس. لذلك؛ فإن البيان الموجه لدالة التبديلة يتألف من مجموعة من الحلقات غير المترابطة (المنفصلة ). 
ويمثّل الشكل أدناه البيان الموجه لدالة التبديلة )7( )365 ( )124( !2355.31 ]7[= 7 " 


3 2 3 5 

8.4.1 *ملاحظة : WU PR de 928% ptt‏ المتناظرة عند الحديث عن 
نماذج البيانات؛ أو البيانات Lale ig t‏ بأن كثيرًا من المؤلفين يستخدمون كلمتي (عقدة وقوس) بدلاً من رأس 
وضلع عند الحديث عن البيانات الموجهةء ولكن هذا - من وجهة نظرنا - alati oan dam‏ مبهمة: . وحيث 
إن بعض المفاهيم والمثبتات لها النص والإثبات نفساهماء Labs‏ نرى أن dole!‏ هذه المفاهيم من أجل استخدام 
مصطلحات جديدة date‏ دند مضيعة للوقت والجهد (وخصوصًا 2 الفصل الرابع). 

بالإضافة إلى ذلك» لاحظ أنه يمكن استخدام البيان الموجه D‏ لعمل نموذج للبيان G‏ حيث نستبدل UV‏ 
الموجودة & vu SE(G)‏ أو UV‏ الموجودة 2 E(D)‏ وبهذه الطريقة يمكن استخدام النتائج الخاصة بالبيانات 
Ags oll‏ لتكون نتائج خاصة بالبيانات» وبما أن كلمة ضلع 2 البيان الموجه تبقى ضلعًا 2 البيان؛ فإن استخدام 
الاسم نفسه له معنى. 
يستخدم بعض المؤلفين كلمة (مسار موجه أو حلقة موجهة) للتعبير عن مفاهيمنا الخاصة بالمسار والحلقة 2 البيان 


الموجّه التي عرفناها سابقاء ولكن من وجهة نظرنا Ola‏ هذا غير ضروري. وللنسخة الضعيفة من تعريف البيان 
التي لا تتبع الأسهم» فإننا نستخدم مسارًا وحلقة 2 البيان مع إهمال الاتجاه. وهذا ما سنعرفه فيما يأتي. " 


1. تعريف: يعرف (البيان) المتَضْمن 2 بيان موجه D‏ على أنه بيان يمكن الحصول عليه من D‏ بمعاملة 
أضلاع على أنها أضلاع غير مرتبة. لذاء فإن مجموعة كل من الرؤوس والأضلاع تبقى كما هي. وأطراف أي 
G2 alo‏ هي أطراف هذا الضلع نفسها D2‏ ولكنها تصبح أزواجًا غير مرتبة G3‏ (انظر الشكل أدناه) . 


ل 
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إن معظم الأفكار والطرق والمفاهيم المستخدمة 2 نظرية البيانات تظهر من خلال دراسة البيانات. لذا 
وكما حاولنا أن ola ens‏ البيانات الموجهة تستخدم بوصفها أداة مساعدة للفهم» وخصوصًا -2 التطبيقات. 
ونأمل أن تساعد دراسة أوجه التشابه والاختلاف بين البيانات والبيانات الموجهة على توضيح هذه المفاهيم. 
Losie‏ نقارن Lily‏ موجهًا key‏ فإننا نستخدم الرمز G‏ للبيان؛ والرمز D‏ للبيان الموجه» وعندما نتكلم عن بيان 
موجه واحد فإننا نستخدم الرمز G‏ غالبًا للتدليل على ذلك 
1. تعريف: إن تعريفات البيان الجزئي» والتشاكل؛ والتفكيك, والاتحاد GLU‏ لا تختلف 
عنها للبيانات الموجهة؛ ونعرف مصفوفة التجاور A(G)‏ للبيان الموجّه G‏ على أنها المصفوفة التي تمثل 
مدخلتها ‏ الموقع Dij‏ عدد الأضلاع التي تصل Vi‏ و ۷ء وكذلك نعرّف مصفوفة التقاطع (الوقوع) M(G)‏ 
للبيان الموجه 6 الخالي من العرى على أنها المصفوفة التي تكون مدخلتها my‏ تساوي 1 e‏ إذا كانت Vi‏ هي 
ذيل الضلع /© و =l‏ وإذا كانت Vi‏ تمثل رأس الضلع ر©. ١‏ 
1. مثال: (Slat!) die‏ المتضمّن# البيان الموجّه المرسوم أدناه البيانَ الموجودّ ب مثال 19.1.1 لاحظ 
أوجه التشابه والاختلاف .2 المصفوفات. " 


w 
0 
1 
0 
0 


فيما يأتي نعرف البيان الموجّه المترابط. وإحدى الطرق للتعريف أن يكون البيان المتضمن -2 هذا البيان 

الموجه مترابطاء إلا أن ذلك لا يكفي لأخذ الفائدة الكامنة 2 تعريف الترابط للبيانات الموجهة. 

1 . تعريف: البيان الموجّه مترابط ترابطا ضعيفًا إذا كان البيان المتضمن فيه مترابطا. ونقول إنه 
مترابط ترابطًا TV‏ أو أنه مترابط قوي إذا وُجِدّ فيه مسار يربط بين أي رأسين من رؤوسه أو يصل بينهما. 
وتعرف المركبة القوية للبيان الموجه على أنها أكبر (أضخم) بيان جزئي مترابط ترابطًا قويّا. أو Lil‏ نقول: 
مترابط بقوة بدلاً من مترابط ترابطًا «(Ésa‏ 

13.4.1 مثال : يمتلك البيان الموجه 93 الرأسين والمؤلف من الضلع XY‏ مسارًا من × إلى aX. Y‏ لا يمتلك مسارًا 

RETE Yep‏ قهوغيرمترابط ترابطا Led AS‏ إذً) أخنتا Lily‏ موجه له من ائ روس ASL‏ يمك AS po‏ قوية. 

وإذا Lyla aala Lisl‏ مركبة قوية واحدة. انظر البيان الموجّه أدناه. ولاحظ Gi‏ البيانات الجزئية المحاطة بالدوائر | 

لثلاثة تمثل مركبات قوية. قتويه : سندرس خصائص المركيات القوية 2 التمارين من 10 إلى 13. " 


"ww ¥‏ 
بز هة سر 
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A(G) G M(G) 


s aedes * . 1‏ الألعاب. يمكن وصف الكثير من الأنعاب التي يلعب بها لاعبان على (finite state ma- Lai‏ 
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chines)‏ آلات ذات عدد منته من الحالات (المراحل). حيث Jia‏ مجموعة الرؤوس مجموعةً مراحل (حالات) 
اللعبةء وعليه يكون هناك ضلع من الحالة × إلى الحالة /[إذا قام اللاعب (صاحب دور اللعب) بحركة تنقله من 
الحالة × إلى الحالة y‏ 

لتكن W‏ تمثل مجموعة الرؤوس التي يكون فيها اللاعب Leal)‏ عند الوصول إليها. وعليهء لا يوجد ضلع 
يخرج من 17. لاحظ أن اللاعب الذي يُوصل اللعبة إلى المرحلة التي يفصله فيها ضلع واحد فقط عن 17 يخسر؛ 
ولأن اللاعب الآخر يصل W‏ إن إحدى الطرق لتحليل هذه اللعبة إيجاد مجموعة S‏ من الرؤوس تحوي W‏ بحيث 
إنه إذا أخذنا أي رأسين -2 S‏ فإنهما يكونان غير متجاورين Y)‏ يوجد ضلع يصل بينهما )؛ وبحيث Òl‏ كل رأس لا 
ينتمي إلى المجموعة S‏ يرتبط بضلع مع أحد الرؤوس الموجودة ب2 &. لاحظ أن اللاعب الذي يصل بلعبة إلى موقع 
2 ك يربح» أما اللاعب الذي عليه الابتعاد عن موقع 2 S‏ فإنه يخسر. 

على سبيل JE‏ افترض أن لديك كومتين من القطع النقدية؛ وأن اللاعب الذي له دور اللعب يستطيع أن 
s‏ أي جزء من القطع النقدية من إحدى الكومتين: ويعدٌ اللاعب رابحًا إذا أزاح آخر قطعة من القطع النقدية 
الموجودة. لاحظ أن المواقع المختلفة لهذه اللعبة هي مجموعة الأزواج المرتبة )7:5( من الأعداد الصحيحة حيث 
$20 لذا فإن الموقع الرابح الفريد 2 هذه اللعبة هو )0.0( واستنادا إلى ذلك» فإن المجموعة S‏ التي تمثل 
مجموعة المواقع التي يرغب اللاعبون ‏ الحصول عليها هي: rir): r < O}‏ (( وبما أنه يمكن إنقاص أحد 
الإحداثيين خلال الحركة الواحدة؛ فإنه لا يوجد أضلاع داخل S‏ ولكل رأس (Fi S)‏ لا ينتمي إلى المجموعة S‏ 
يمكن للاعب صاحب الدور 2 اللعب إزاحة |5 - |١‏ من الكومة القصوى للوصول SAM‏ 
عمومًاء تبدأ هذه الألعاب (ألعاب نم (Nim‏ بعدد اختياري من الأكوام ذات الأحجام ALIS‏ وتبقى قواعد 
اللعب الأخرى كما -2 السابق دون تغيير. وسنرى 2 التمرين )18( أن لدى (Nim)‏ دائمًا مجموعة ربح 
استراتيجية uS‏ وبما أن البيان الموجه لهذه اللعبة لا يحوي حلقات: لذا فإن اللاعب الثاني يربح عندما يكون موقع 
البداية لهذه اللعبة 2 S‏ (على افتراض لعب مثالي) وبعكس ذلك» فإن اللاعب الأول هو الرابح. . 
1 ” تعريف. تعرف النواة 2 البيان اموجه D‏ على أنها مجموعة جزئية 5 من V(D)‏ بحيث إن كل رأس 

خارج ؟ له رأس SZ‏ وکل رأس SZ‏ ليس له تابع SC‏ وهذا يعني أنه إذا LL Vols‏ خارج S‏ فإنه يوجد 

رأس SEU‏ بحيث V + Ug)‏ ضلع 2 هذا all‏ وكذلك لا يوجد أي ضلع ينطلق من M‏ وينتهي برأس Seo‏ 

عدم وجود نواة للحلقة الفردية الموجهة (التمرين 17( وعليهء تكون للبيان الموجه نواة إذا لم تكن له حلقة 
جزئية فرديةء ولإثبات هذا؛ فإن المسارات» والحلقات: والممرات المستخدمة جميعها تكون موجهة. وعند الحديث 
عن البيانات age oll‏ فإننا بحاجة إلى استخدام بعض العبارات الخاصة بالبيانات التي تبقى صحيحة (بالإثبات 
نفسه) عند الحديث عن البيانات الموجهة. مثال: كل ممر من إلى V‏ -2 بيان موجه يحوي مسارًا من V SU‏ 
(تمرين 3)؛ وكل ممر فردي Glia‏ 2 بيان موجه يحوي حلقة فردية ( التمرين 4) . 

سنشرح مفهوم المسافة (distance)‏ من × إلى بتفصيل أكثر 2 الجزء 2.1. وهي تعرّف على أنها Sal‏ 
طول ممكن لمسار من VAUX‏ 


1 . نظرية : ]1953[ (Richardson‏ ). توجد نواة لكل بيان موجه خال من الحلقات الفردية. 


الإثبات: افترض أن D‏ بيان موجه. 2 هذا الإثبات نعالج حالتين: الأولى نفرض أن D‏ مترابط بقوة 
(Strongly Connected)‏ انظر الشكل ute)‏ الجانب) الأيسر obol‏ افترض أن y € V(D)‏ واجعل S‏ تمثل 
الرؤوس التي Lads‏ عن J‏ زوجي. لاحظ أن كل رأس ذي axo‏ فردي عن له (Successor) yb‏ .$2 كما هو مطلوب. 

لاحظ أنه إذا لم تكن الرؤوس الموجودة SA.‏ غير متجاورة زوجًا Lha)‏ فإن هناك ضلمًا UV‏ حيث 
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UVES‏ ومن تعريف S‏ يوجد مسار P‏ طوله زوجي من VIM‏ ويوجد مسار زوجي P'‏ من V‏ إلى Y‏ وبإضافة 
الضلع UV‏ إلى بداية المسار "ل فإنه يعطينا ممرًا فرديًا (طوله فردي) W‏ من 1 إلى Y‏ وبما أن D‏ مترابط بقوة, 
فإنه يوجد .3 D‏ مسار 0 من ل( إلی tt‏ وبضم 0 مع P‏ أو مع W‏ تُحصّل ممرًا فرديًا D. Uta‏ وهذا مستحيل؛ 
OF‏ الممر الفردي GLU‏ يحوي حلقة فردية (ذات طول فردي)ء لذا فيان S‏ نواة بذ D‏ 





أما الثانية فهي للحالة العامة؛ حيث نستخدم الاستقراء على ((1) 7 التي تمثل عدد رؤوس (1. 

إذا كانت 1 = ar (D)‏ فإن المثال الفريد على ذلك هو بيان برأس واحد دون عرى. وهذا الرأس يمثل نواة. 

خطوة الاستقراء: افترض أن 1 > n (D)‏ وافترض أن D‏ غير مترابط بقوة (الحالة الأولى تعالج حالة 
الترابط بقوة). افترض أن '(1 هي إحدى مركبات D‏ المترابطة بقوة؛ حيث لا يوجد ضلع يربط رأسًا من '(1 مع 

رأس خارج ‏ (التمرين 11( لذا وكما Us‏ سابقاء فإنه توجد نواة "8 للمركبة '(1. 

افترض أن D”‏ هي البيان الموجه الجزئي الذي يمكن الحصول عليه من البيان الموجه D‏ وذلك بحذف'(1 

أسلاف (' predecessors(S‏ جمیعهاء !3« وباستخدام خطوة الاستقراءء فإن هناك نواة S"‏ د D"‏ والآن 

ندعي أن S”‏ لا S‏ هي نواة للبيان اموجه D‏ وبما أن"( لا تحوي Gl‏ من أسلاف S'‏ فإنه لا يوجد ضلع 2 S"‏ 

a S" S جميعها غير الموجودة بذ‎ Gag US 2 تابع 2 "9 ويوجد تابع‎ D" - S" 2 ولكل رأس‎ s 

درجات الرؤوس (Vertex Degrees)‏ 
نستخدم 2 البيان اموجه الرموز المستخدمة نفسها -2 حالة البيان للدلالة على عدد كل من الرؤوس والأضلاعء 

(incorporates) dudes‏ الرموز المستخدمة للتدليل على درجة الرأس التمييز بين رأس ذلك الضلع وذيله. 

1 . تعريف: لیکن oly 2- Lil, v‏ موجّه. نعرّف درجة الخروج d *(v) (outdegree)‏ على 
أنها sue‏ الأضلاع التي يكون ۷ ذيلا لها. ‏ حين نعرف درجة الدخول (indegree) d -(v)‏ 
على أنها عدد الأضلاع التي تكون LAI, V‏ لهاء ونعرّف (out — neighborhood)‏ جوار الخروج أو 
successorset)‏ ) مجموعة التوابع (الخلف) N*(V)‏ على أنها {XEV(G):v>x}‏ .09 فكذلك مجموعة 
(in - neighborhood)‏ جوار الدخول أو (predecessorset)‏ مجموعة السلف IN ^ (v)‏ على أنها 
(xe V(G) X > v)‏ ونرمز إلى Jal‏ درجة دخول بالرمز (G)‏ 45350 درجة دخول بالرمز A (G)‏ 
-2 حين نستخدم الرمزين A*(G)‏ و (G)‏ 6 للإشارة إلى أقل وأكبر درجة خروج على التوالي. 
نعطي فيما يأتي صيغة جمع الدرجات الموجهة التي تقابل صيغة جمع الدرجات للبيانات. 

Lena, d *(v) = e(G) = 2er d (v) يكون‎ G البيان الموجّه‎  . قضية‎ .1 

الإثبات: كل ضلع له ذيل واحد ورأس واحد. لذا نحصل على هذه النتيجة. n‏ 
Lise wat‏ محالية (ag oll ile yo Allie) cule pull‏ لبان معين سانا Jha 2 e‏ انان to idyll‏ أن 

قائمة الأزواج (d' (vi) > d. (vi))‏ هي التي تقابل هذه المتتالية: وتسمى عناصر هذه القائمة بأزواج الدرجات. 

والقضية (19.4.1) الآنية تعطي الشرط اللازم والضروري لكي تكون هذه القائمة قائمة أزواج درجات لبيان 

موجه معين؛ حيث يكون الأمر سهلا عند السماح بوجود أضلاع مكررة. 
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1 . *قضية : إذا كانت لدينا قائمة من أزواج الأعداد الصحيحة غير السالبة؛ فإن هذه القائمة تصلح 
OY‏ تكون قائمة أزواج درجات لبيان موجه إذا وفقط إذا كان حاصل جمع عناصر الإحداثي الأول مساويًا 
لحاصل جمع عناصر الإحداثي الثاني. 

الإثبات: إن ضرورة هذا الشرط تنبع من أن كل ضلع له ذيل واحد ورأس واحد فقط. لذاء فإن كل ضلع يسهم بواحد 

لكل مجموع. ولرؤية كفاية هذا الشرط؛ خذ الأزواج (77 > 7 > 1 Vis.. Vnoash ls ((di* di):‏ وافترض أن 

.m = Ed; = dî 

خذ M‏ من النقاط وأعطها علامات alls‏ (تسميات) (Labels)‏ موجبة بحيث إن di‏ منها لها العلامة d‏ وكذلك 

أعط النقاط علامات alls‏ سالبة c‏ بحيث إن d‏ منها لها العلامة j-‏ لكل نقطة لها العلامات gf‏ -زضع ضلعًا 

من إلا إلى رن dag‏ أن هذا يبنى BLA gis Vung (vi) =4 yd ed a Vgs.ga Glo‏ 
Òl‏ السؤال المناظر بك حال البيان الموجّه البسيط يكون أصعبء ولكن يمكن إعادة صياغة السؤال بدلالة 

البيانات الثنائية الفرع (bipartite)‏ عن طريق تحويل (transformation)‏ معين يكون مفيدًا للعديد من 

المسائل المتعلقة بالبيانات الموجهة. 

1 . * تعريف: لیکن Ula D‏ موجهّاء نعرف شطر (Split) D‏ على أنه بيان ثنائي الفرع © حيث 
مجموعتا رؤوسه هما: V‏ 7 وكل منهما تمثل نسخة من XE V-‏ حيث يوجد لكل رأس v(D) x* 2-x‏ 
V * 2‏ رأس BX‏ -7. ولكل ضلع D 2- UV‏ يوجد ضلع G2‏ طرفاه هما: */7 و v^‏ ( انظر الشكل أدناه) . 

w ut yt wt xt 

21.4.1 *ملا حظة : òl‏ درجات رؤوس مشطور D‏ هي درجات JS‏ من الدخول والخروج لرؤوس D‏ 
بالإضافة إلى ذلك» يمكن تحويل (نقل) البيان الثنائي £۲ إلى بيان موجّه على 77 من الرؤوس .حيث 

(split) مشطور‎ G تكون‎ ASL! هذه‎ 2 .© 2. Xj Jj لكل ضلع‎ D 2 VV, وذلك برسم ضلع‎ |X] =|Y| =n 

(7.(لهذا السبب» Gals‏ بإضافة العرى إلى البيانات الموجّهة البسيطة). 

flia‏ على ما سبق» يوجد بیان بسيط له أزواج الدرجات }1 > ((d*.dj): 1 Xi‏ إذا وفقط ]3 325 بيان ثنائي 

الفرع بسيط (G‏ درجات رؤوسه هي *, ..... d‏ لإحدى مجموعتي الرؤوس» و ٠...» dy‏ -,4 لمجموعة الرؤوس 

الثانية. يقدم التمرين (32)طريقة لاختبار وجود مثل هذا البيان الثنائي؛ علمًا بأن النص والإثبات يشبهان 
نظرية هافل وحكيمي. وسيوضح ذلك من خلال التمارين. = 


بيانات أويلر الموجهة 


إن تعريفات JS‏ من «pally ics all‏ والحلقةء وعلاقة الربط للبيانات الموجهة هي تعريفاتها للبيانات 
نفسهاء وذلك عندما نضع قائمة الأضلاع 2 صورة أزواج مرتبة من الرؤوس # البيان الموجه: لاحظ أن الأضلاع 
المتتابعة ”تتبع الأسهم» و2 Vo, €1, Vi, ... ... ... , © Ve pall‏ يكون 1:1 ذيلا للضلع :©: ويكون LOIS Vi‏ له. 
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1 تعريف : يعرف مسرب أويلر 2 البيان (الموجه) على أنه مسرب يحوي الأضلاع جميعهاء وتعرف 
حلقة أويلر على أنها مسرب Glia‏ يحوي الأضلاع جميعهاء ويسمى البيان أويلريًا (نسبة إلى أويلر) إذا وَجدّت فيه 
حلقة أويلرية» حيث إن توصيف ably‏ أويلر الموجهة يماثل توصيف ably‏ أويلر» فضلا عن الإثبات يماثل الإثبات 
4 حالة البيانات. لذاء Alogi‏ ذلك من خلال التمارين. " 


1 تمهيدية : إذا كان G‏ بيانًا ledge‏ بحيث إِنّ 1 < (6*)6. فإن © يحوي حلقةء وكذلك تكون 
النتيجة نفسها صحيحة عندما 1 < (6)6. 

الإثبات: افترض P Si‏ تمثل أكبر مسار GB‏ ولتكن U‏ هي آخر رأس .2 Las P‏ أنه لا يمكن تكبير 7 أو 
توسیعهاء فإن كل تابع ل U‏ يجب أن يكون PBL‏ وبما أن 1 < (G)‏ فإنه يوجد تابع P #17 < u‏ والضلع 
UV‏ يكمل الحلقة مع جزء P‏ الممتد من ۷ إلى n U‏ 


v u 

1 . نظرية + يكون البيان الموجه أويلريًا إذا وفقط إذا كان (v) = d (v)‏ “4 لكل رأس V‏ وبحيث تكون 
للبيان المتضمن 2 البيان الموجه مركبة واحدة غير (تافهة) بديهية على الأكثر. 
الإثبات: انظر التمرين )19( أو التمرين )20( " 

كل بيان موجه أويلري لا يحوي رؤوسًا معزولة يكون مترابط بقوة؛ على الرغم من أن التوصيف يشير إلى 
أن الترابط الضعيف كاف. 
Gaited . 1‏ + لحلقات ديبروجن (de Bruijn)‏ يوجد ”2 صف (Strings)‏ ثنائي» طول كل منها 77. هل 
توجد ترتيبة حلقية ل ”2 رقم «(SLB‏ بحيث إن ال ”2 صف المؤلفين من 7 من الأرقام المتتابعة تكون مختلفة؟ إذا 
كانت 77-4: فإن الترتيب (1 0 1 00 11 11110 0000( يفي بالغرض. 

يمكن استخدام مثل هذه الترتيبة لمتابعة موقع طبل يتحرك بصورة دورانية )]1946[ (Good‏ حيث يوجد 
لهذا الطبل ”2 موقع دوراني. تنقسم الفرقة حول المحيط إلى ”2 جزء يمكن تشفيرها ب 0 أو 1. يستطيع جهاز 
الإحساس, أن يقرأ 7 جزءًا متتابعًا. إذا تمتع التشفير بالخاصية المحددة أعلاه؛ فإن موقع الطبل يتحدد بالصف 
الذي تقرأه أجهزة الإحساس. 
للحصول على هذه الترتيبة الدورانية؛ عرّف بيانًا موجهًا Dn‏ بحيث تكون رؤوسه هي الثنائيات التي تحوي 
(n — 1)‏ من الإحداثیات «(binary ) n — 1) tuples)‏ ضع ضلعًا من © إلى b‏ إذا كانت آخر 2 - n‏ من 
مدخلات ٩‏ تتوافق مع أول 2 yal‏ مدخلات ele) ea b‏ أو أعط علامة) الضلع الذي يحوي آخر مدخلة من 
b‏ يظهر الشكل أدناه Dy‏ سنثبت فيما يأتي أن Dn‏ أويلري. وكذلك سنرى كيف نحصل على الترتيبة الدائرية 
المطلوبة من حلقة أويلرية. = 
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1 . نظرية : إن البيان الموجه Dy‏ الموجود 2 التطبيق )25.4.1( هو بيان أويلري. وعلامات (تسميات) 
الأضلاع ‏ أي حلقة أويلرية من,(1 تشكل ترتيبة حلقية (دائرية) ويوجد فيها "2 قطعة متتابعة مختلفة طول كل gia‏ 
الاثبات: أولاً. سنثبت أن Dy‏ أويلري. كل رأس له درجة خارجة 2 (out degree)‏ وذلك لأنه يمكن إلحاق 
(تذبيل) 0 أو 1 لاسم الرأس من أجل الحصول على اسم الرأس التابع. وبالمثلء فإن الدرجة الداخلة لكل رأس هي 2 
LE,‏ لأن التعليل (argument)‏ نفسه ينطبق "as ua MR omic Leste‏ أو1 على مقدمة 
الاسم eee‏ ة؛ لأنه يمكننا الوصول إلى الرأسل (Bree. Bra)‏ = 5 من أي رأس آخر بتتبع 
الأضلاع المسماة Ds... Ds‏ بالتتابع. D, obs Nid‏ ت fed‏ قرضيات dy fail‏ (24.4.1)- نذا. قان ,0 ‘gate‏ 

افترض Col‏ حلقة أويارية ب Dr‏ إن الوصول إلى الرأس (1-,1,...,4 ) = d‏ يجب أن يتم من خلال ضلع 
علامته (اسمه) GY nt‏ العلامة (الاسم) على الضلع الذي يدخل على رأس معين تتطابق مع آخر إحداثي 
(مدخلة) من اسم الرأس 

Lay‏ أننا نحذف المقدمةء وننقل مواقع باقي الإحداثيات للحصول على باقي الاسم عند الرأس» فإن 
التسميات (العلامات) المتتابعة السابقة (بالنظر إلى الخلف) يجب أن تكون 1 . y 2s.‏ على الترتيب. 
iade‏ إذا استخدمت C‏ ضلعًا له اسم LB An‏ القائمة المؤلفة من 7 من الأضلاع المسماة بأقرب وقت هي: 
is.‏ وبما أن ال !”2 اسم للرؤوس مختلفة؛ وكلّ ضلعين يغادران (ينطلقان من) كل رأس لهما أسماء 

مختلفة, وبما أننا نت نتتبع كل ضلع من كل رأس مرة واحدة من خلال iC‏ عندهاء نكون قد أثبتنا أن ال ”2 

صف (خط) التي طول كل منها 7 2 الترتيبة الدائرية المعطاة باسم (بعلامة) الضلع من خلال C‏ مختلفة 
(يختلف كل منهما عن الآخر) . . 

Bl‏ البيان الموجه Dy‏ هو بيان ديبروجن (de bruijn)‏ من الرتبة 7 على حرفين هجائيين؛ وهي مفيدة 
لأغراض أخرى؛ ولأن فيها العديد من الرؤوس» والقليل من الأضلاع (ضعف عدد الرؤوس فقط). ومع ذلك 
نستطيع الوصول إلى el‏ رأس من Gl‏ رأس آخر بمسار قصيرء حيث يمكننا الوصول إلى GI‏ رأس نريده من خلال 
1 — 71 خطوة وذلك من خلال إدخال (introducing)‏ قواطع (bits)‏ على اسم ذلك الرأس بترتيب معين وبدءًا 
من الرأس الحالي. 


:(Orientations and Tournaments) التوجيهات والتدويرات‎ 


يوجد 72 زوجًا مرتبًا من العناصر التي يمكن تكوينها ) تشكيلها) من مجموعة الرؤوس التي عددها #. إن البيان 

البسيط يسمح بوجود العرى ؛ ولكنه يسمح باستخدام كل زوج مرتب بوصفه Ula‏ مرة واحدة على الأكثر. لذاء 

هناك 722 زوجًا مرتبًا يمكن أن تكون أو لا تكون أضلاعاء ويوجد ”2 بیان موجه بسيط رؤوسه BLS ass «sVn‏ 

نرغب ‏ منع وجود العرى. 

1 . تعريف. نعرف التوجيه لبيان G‏ على أنه البيان الموجه D‏ الذى نحصل عليه من G‏ باختيار اتجاه 
(توجيه) Lal)‏ لر × أو x‏ + ) لكل ضلع ECG) 2 xy‏ وتوجيه البيان يعني إعطاء اتجاه لهذا البيان, 
ويعرف الدوري (تدوير البيان) على أنه إعطاء اتجاه لبيان تام. 
لاحظ أن توجيه البيان يعني lo‏ موجهًا خاليًا من العرى. عندما تمثل أضلاع البيان مقارنة بين أشياء 

ترتبط (Jis)‏ بالرؤوس» فبإمكاننا تسجيل النتائج بوضع y‏ — × للتدليل على أن وضع X‏ أفضل من وضع SUEY‏ 

المقارنةء والناتج من هذا هو توجيه للبيان -G‏ 
das‏ أن عدد البيانات المعطاة إتجاها على الرؤوس «لا,. . adsis 3°) ga Vis.‏ التدويرات (الدوريات) ya‏ )22 

1ه مثال: إن إعطاء اتجاهات (توجيه) للبيانات التامة يعطي نموذجًا لدورة المباريات المستديرة. افترض 
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أن لديك اتحادًا يضم 7 من الفرق؛ وكل فريق يلعب مع كل فريق آخر مباراة واحدة فقط. ٠‏ لكل زوج 11 و UV AV‏ 
حو الفريق 44: 3239 7 Y‏ ضلعًا إذا كان الرابح هو فريق V‏ ومع نهاية الموسم؛ > يكون لدينا توجيه للبيان 

K,‏ وتكون علامة الفريق هي الدرجة الخارجة للرأس (Cutdegree)‏ وهي تساوي عدد المرات التي ربحها الفريق 
aga‏ الرأس U‏ لذاء نطلق على متتالية الدرجات الخارجة متتالية الدرجات ( العلامات). لاحظ أن الدرجات 
الخارجة تحدد الدرجات الداخلة: وبما أن 1 -77 = d* (v) + 4 (v)‏ لكل Vuh‏ فإن التعامل مع متتالية علامات 
(درجات) الدوري أسهل من التعامل مع متتالية درجات الرؤوس للبيانات البسيطة (التمرين 35). n‏ 

لاحظ أنه من الممكن JUS)‏ دوري معين) الحصول على أكثر من رأس له الدرجة القصوى نفسهاء وي مثل 
هذه الحالة؛ لا يكون هنالك رابح واضح )2 المثال أدناه كل رأس له درجة خارجة 2 ودرجة داخلة 2). إن اختيار 
البطل لا يكون سهلاً عادة 2 حال تساوي العلامات (الدرجات) القصوى لبعض الفرق» oleg‏ الرغم من أنه ليس 
هناك حاجة لأن يكون هنالك رابح واضح. إلا Ul‏ سنرى فيما يأتي وجود فريق lo X‏ بحيث يكون قد فاز على 
كل فريق Z‏ أو أن X‏ قد فاز على فريق آخر کان قد فاز على 2. 


29.4.1 تعريف: + البيان الموجه؛ نعرّف الملك على أنه رأس يمكن الوصول منه إلى أي رأس آخر من خلال 
مسار طوله 2 على الأكثر. 
1 . قضية : )]1953[ JS (Landau‏ دوري له ملك. 


الاثبات: افترض أن X‏ رأس ‏ دوري 67 إذا لم يكن X‏ ملكاء فيوجد عندها رأس VY‏ يمكن الوصول إليه 
من X‏ بمسار طوله أقل من 2 أو يساويه. لذاء لا يوجد اللرأس × تابع (خلف) من أسلاف (سوابق) Y‏ وبما 
أن T‏ توجية لبيان تام» فإن كل خلف للرأس × يكون خلقا للرأس y‏ وكذلك Y — X‏ واستنادًا إلى ذلك فإن 
d*(y) > d'(x)‏ إذا لم يكن y‏ ملكاء فإننا نعيد التعليل السابق من أجل إيجاد رأس Z‏ درجته الخارجة أكبر. 
وبما أن'7 Augie‏ فإن هذه العملية يجب أن تنتهي؛ وبانتهائها نحصل على الرأس الملك. . 





aai‏ أثبتنا أن كل رأس & dhl‏ الني یمثل gas lop‏ ذا day‏ خارجة eS‏ يكون ASL‏ 2 التمارين 
(38 - 36) نجد أسئلة أخرى تتعلق بالملوك (انظر ]1980[ (Maurer‏ يعمم التمرين 39 النتيجة لبيانات موجهة 
اختيارية. 
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(Exercise) ijë 
جد علاقة واقعية لا توجد حلقات لبيانها الموجه. وجد علاقة أخرى ذات حلقات إلا أنها غير تماثلية.‎ )-( 1 
التطبيق )4.4.1( المتعلق بمفتاح الضوءء افترض أن المفتاح الأول مفصول من السلك» ارسم‎ 2 )-( ..1 
البيان الموجه الذي يمثل النظام الناتج.‎ 
V بيان موجه يحوي مسارًا من 8 إلى‎ 2۷ HM من‎ pea أثبت أنْ كل‎ )-( 3.4.1 
مغلق فردي الطول 2 بيان موجه يحتوي على ضلع لحلقة فردية (مساعدة: تتبع‎ Ja أثبت أن كل‎ )-( 4.4.1 
.)15.2.1 البديهية‎ 
iol بيان موجه؛ فيه الدرجة الخارجة لكل رأس تساوي الدرجة الداخلة لذلك‎ G Bi افترض‎ )-( 5.4.1 
إلى حلقات.‎ G تفكيك)‎ ( Jules أثبت أنه يمكن‎ 
من بيانات ديبروجن.‎ Ds و‎ Dz ارسم‎ (-) 6.4.1 
توجيهًا لبيان بسيط له عشرة رؤوس» فإنه لا يمكن أن‎ D أثبت العبارة الآتية أو انقضها: إذا كان‎ )-( ..1 
مختلفة.‎ D تكون الدرجات الخارجة لرؤوس‎ 
أثبت أنه يوجد دوري له 7 من الرؤوس» بحيث إن الدرجة الداخلة تساوي الدرجة الخارجة لكل رأس‎ (-) 8.4.1 
إذا وفقط إذا كان 7 عددًا فرديًا.‎ 
© © © . e 

1 أثبت 1 < 7 العبارة الآتية أو انقضها: يوجد 2 كل بيان موجه بسيط رأسان لهما الدرجة الخارجة 
نفسها أو الدرجة الداخلة نفسها. 
)١( 10.4.1‏ أثبت أن البيان الموجه يكون مترابطًا بقوة إذا وفقط إذا تحقق أنه لكل تجزئة لمجموعة رؤوسه إلى 
مجموعتين غير خاليتين T 9S‏ يوجد ضلع من أضلاعه یربط بين 38 T‏ 
11.4.1 )1( أثبت أنه كل بيان موجه؛ توجد مركبة قوية (مترابطة بقوة) ليس لها أضلاع داخلة Y)‏ يدخلها 
أضلاع) كما توجد مركبة قوية ليس لها أضلاع خارجة (لا يخرج منها أضلاع). 
glut 12.4.1‏ الموجه D‏ عرّف علاقة R‏ على V(D)‏ على الصورة الآتية: (XY)‏ إذا وجد مسار من × إلى 
Y‏ ومسار آخر من D2 x Ay‏ فأثبت أن R‏ علاقة Gals‏ وأن صفوف التكافؤ هي مجموعات رؤوس المركبات 
القوية للبيان الموجه D‏ 
(a 13.4.1‏ أثبت أن المركبات القوية لبيان موجه D‏ تكون منفصلة زوجًا زوجًا. 

(b‏ افترض Di... Diod‏ هي المركبات القوية للبيان الموجه D‏ وافترض أيضا أن D*‏ هي البيان الموجه 
الخالي العرى الذي رؤوسه Views Ve‏ بحيث إن ز۷ — Vi‏ إذا وفقط إذا كانت i Fj‏ ويوجد -2 D‏ ضلع من :(1 إلى 
D;‏ أثبت أنه لا توجد حلقات .2 *(1. 


14.4.1- )1( افترض Gol‏ بیان موجه له 7 من الرؤوس دون حلقات. أثبت أنه يمكن ترتيب رؤوس D‏ على الصورة 
Vi... Vn‏ بحيث إنه إذا كان vj € E(G)‏ فيان «jJ‏ 4 
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15.4.1 افترض أن G‏ بيان موجه dasu‏ مجموعة رؤوسه هي (77 > 7 > 22:0 © (ij)‏ 7> 0]: ويوجد 
ضلع من (Ij)‏ إلى J^)‏ ^7( إذا وفقط إذا أمكن الحصول على (FJ) oa")‏ بإضافة العدد 1 إلى أحد 
إحداثيي )1( أثبت أن عدد المسارات G2‏ من )0.0( إلى (mn)‏ هو )8 a(‏ 
16.4.1 )+( نظرية غيرمات الصغيرة: (Fermat 5 Little theorem)‏ افترض أن 77عدد أولي. عرف علاقة 
التكافؤ = على Z‏ على الصورة b modn‏ © إذا وفقط إذا كان D‏ - 4 يقبل القسمة على A‏ (انظر الملحق (A‏ 
اجعل ZZ‏ تمثل صفوف تكافؤهذه العلاقة. افترض أن A‏ عدد طبيعي ليس له عوامل أولية مشتركة مع العوامل 
الأولية ssa‏ إن الضرب ٩2‏ يمثل تبديلة لعناصر 2 . وافترض أن | هي أقل عدد طبيعي يحقق :d' = dio‏ 
(a‏ افترض أن G‏ هي البيان الموجه الدالي الذي رؤوسه ,,2 وذلك للتبديلة المعرفة بدلالة الضرب -2 «d‏ 
أثبت أن طول كل حلقة 2 Le) G‏ عدا الأنشوطة على الرأس (M‏ يساوي 1 -/. 
(b‏ استنتج من الفرع © أن a"! = 1 mod n‏ 
1 (*) أثبت أن الحلقة الفردية (الموجهة) تمثل بيانًا موجهًا ليس له نواة. جد مثالاً لبيان موجه له حلقة 
23358 ممتتحدكة بوصفها Go‏ جا Slo.‏ له نواة. 
cus (*) 18.4.1‏ أنه توجد نواة واحدة للبيان الموجه الذي ليس فيه حلقات. 
1 _. استخدم البديهية (23.4.1) والاستقراء على عدد الأضلاع لإثبات الخاصية المميزة للبيانات الموجهة 
الأويلرية (النظرية (24.4.1). (مساعدة: تتبع النظرية 26.2.1( 
1. أثبت صحة الصفة المميزة للبيانات الموجهة الأويلرية (النظرية 24.4.1) باستخدام مفهوم المسارب 
القصوى (مساعدة: اتبع 32.2.1) والإثبات الثاني للنظرية 26.2.1). 
1 تعطي النظرية 24.4.1 الشروط الضرورية والكافية لكي يكون للبيان الموجه (حلقة) أويلرية. حدد (Uke)‏ 
الشروط الضرورية والكافية لكي يكون للبيان الموجه مسرب أويلري . (التعريف 22.4.1(. ([1946] (Good‏ 
1م افترض أن( بيان موجه فيه (v) =d*(V)‏ 4 لكل رأ س۷ ماعدا d'(x)-d (x) =k=d (y) - 4 (y)‏ 
استخدم الصفة المميزة للبيانات الموجهة الأويلرية لتثبت أن D‏ تحوي K‏ ممرًا من × إلى i Y‏ بحيث Ol‏ هذه 
ol pall‏ منفصلة الأضلاع (pairwise edge disjoint)‏ زوجًا زوجًا di gl)‏ مجموعة تقاطع أضلاع Gl‏ ممرين 
من هذه الممرات تكون مجموعة خالية ) . 
1 . أثبت D‏ لكل بیان G‏ توجيه D‏ (بيان موجه (D‏ موزون عند كل رأس؛ بمعنى أن 1 > dS (v) - 45 (v)‏ 
لكل ( 7)6 € v‏ 
24.4.1 أثبت العبارة الآتية أو انقضها: يوجد لكل بيان © توجيه بحيث إنه إذا كانت S‏ مجموعة جزئية من 
SC V(G)‏ فإِنْ عدد الأضلاع التي تدخل S‏ وتخرج منها تختلف عن بعضها بمقدار 1 على الأكثر. 
25.4.1 )1( التوجيهات والتفكيك إلى P3‏ 
(a‏ أثبت أنْ لكل بيان مترابط توجيهًا فيه عدد الرؤوس التي درجتها الخارجة فردية على الأكثر يساوي 1 


(Rotman [1991])‏ 
(b‏ استخدم فرع (A)‏ لتستنتج أن كل بيان بسيط مترابط عدد أضلاعه زوجي يمكن أن SIRS‏ (يفكك) إلى 
مسارات طول كل منها 2. 


1 رتب 7 أصفانو7آخاذ ale‏ بحيث يكون 14 صا المكون كل Leia‏ من أزبعة حدود AALS‏ متتايعة: 
هي كل ما يمكن تكوينه من صفوف رباعية (باستخدام هذين الرقمين) مختلفة عن 0101 و1010. 
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4.1.- متتالية (De Bruijn)‏ ديبروجن GY‏ هجائية (al phapet)‏ مهما كان طولها. افترض مجموعة 
حروف هجائية حجمها cal -k‏ وجود ترتيبة حلقية مؤلقة.من K‏ من الحروف المختارة من A‏ بحيث تكون 
اذ :صا c‏ طول كل متها هذه fb‏ مخحاقة بض ها عن يعض أي أن يكون كل منها مختلمًا عن الآخر 
(Good [1966]. Rees [1946] )‏ 

1ه افترض أن S‏ هجائية حجمها -M‏ وصح كيف يمكن الحصول على ترتيبة حلقية مؤلفة من m^ - m‏ 
حرفا من S‏ بحيث Gf‏ الصفوف المؤلفة من أربعة أحرف من الحروف المتتابعة جميعها تكون مختلفة بعضها عن 
بعض؛ وتحوي حرفين مختلفين على الأقل. 

29.4.1 )1( افترض أن D oly oly G‏ توجيه (إعطاء اتجاه) للبيان 6 . بحيث إن D‏ مترابط بقوة. أثبت أنه 
إذا ciag‏ حلقه فردية G2‏ فإنه توجد حلقة فردية D2‏ ( مساعدة: خد 2 الحسبان الأزواج {Viper}‏ 2 


30.4.1 )+( إذا كان D‏ بيانا موجه قويّاء افترض أن ((1)/رهو طول أقصر ممر مغلق يمر بكل رأس. أثبت أن 
أكبر قيمة ل ola f(D)‏ البيانات جميعها الموجهة القوية التي لها 7 من الرؤوس هي ]4 /?)1 +7)] على افتراض 
أن )]1980[ n> 2 (cull‏ 
1 . حدّد أصغر عدد M‏ بحيث توجد بيانات لدورين غير متشاكلين لكل Lagia‏ 7 من الرؤوس» ولهما قائمة 
الدرجات الخارجة نفسها. 
1 م افترض q = Gis. Gn 9P = Pi.. Pmi‏ قائمتان من الأعداد الصحيحة غير السالبة. نقول: إن 
الزوج (Pog)‏ قابل للتمثيل بوصفه بيانا US‏ إذا وجد بيان بسيط ثنائي الفرع » بحيث تمثل ,«ر. Pis..‏ إحدى 
مجموعتي رؤوسه .4 حين تمثل QV. +n‏ المجموعة الثانية من الرؤوس. عندما يكون مجموع D‏ موجبًاء أثبت أن 
(pq)‏ قابل للتمثيل بوصفه USUS Gly‏ إذا وفقط إذا كان Sob (pq)‏ لهذا التمثيل c‏ حيث يمكن الحصول 
على (Dd)‏ من (Pq)‏ بحذف أكبر عنصر A‏ من P‏ وبطرح 1 من كل عنصر A‏ من عناصر 4 القصوى. 
(مساعدة: اتبع طريق إثبات النظرية 31.3.1). 
33.4.1 (* ) افترض أن 4و B‏ مصفوفتان من الحجم 7 × M‏ وبحيث إن مدخلاتهما من }1 : 0) تعوض عملية 
التبادل مصفوفة من النوع )15( بمصفوفة من النوع )01( أو بالعكس . أثبت أنه إذا كان حاصل جمع عناصر أي صف 
)15( 2 4 يمائل حاصل جمع عناصر الصف )01( الذي Bao pals‏ فإنه يمكن تحويل 4 إلى B‏ بعدد محدود من 
عمليات التبادل. وضّح هذه النتيجة 2 حال البيانات الثنائية (الثنائية الفرع)ء )]1957[ (Ryser‏ 
)١( 34.4.1‏ افترض أن 6 و H‏ بيانان دوريان على مجموعة من الرؤوس V‏ أثبت أن dél) = di (v)‏ 
V‏ € ۷ إذا وفقط إذا أمكن تحويل G‏ إلى H‏ عن طريق عمل مجموعة من عكس الاتجاهات على حلقات ثلاثية 
الطول. (مساعدة: خذ 2 الحسبان رأسًا له درجة خارجة كبرى 2 البيان الجزئي من G‏ الذي يتألف من أضلاع 
أعطيت اتجامًا معاكسًا 2 ( ]1964[ -H.(Ryser‏ 
1 (+) افترض أن,1,....27أعدادصحيحة غير Atle‏ بحي ثإن,> Pid...‏ افترض أن ,م ,< = p,‏ 
أثبت أنه يوجد بيان يمثل دوريًا درجاته الخارجة pi... Pn‏ إذا وفقط إذا كان )5( < py‏ لكل « > > 1, 
و )3( = Pe‏ . (مساعدة: استخدم الاستقراء على ])2( - ص[ «Landau ]1953[( >F,‏ 
36.4.1 من القضية 1 .30.4 نعلم أنه يوجد ملك لكل دوري. Goyal‏ أن ole T‏ تمذل Ugo‏ ليس أله aly‏ 432.93 
الداخلة صفر: 

N(x) 2 7 آخر يوجد د‎ Sh فإن‎ T2 ملكا‎ x أثبت أنه إذا كان‎ (a 

T لتثبت وجود ثلاثة ملوك على الأقل للدوري‎ (A) استخدم فرع‎ (b 

©) لكل 3 > n‏ جد دوري'7 يحقق أنه0 > Ô (T)‏ وله ثلاثة ملوك فقط. 

(تعليق: يوجد Gop‏ على 7 من الرؤوس له k‏ من الملوك عندما 1 < / < 7 ما عدا عندما 2 = k‏ وعندما 
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.((n = k = 4)Maurer [1980])‏ 
53.37.41 2 الحسبان الخوارزمية الآتية التي مدخلها دوري 7: 
1- اتقو واا دع PY li‏ 
131-2 كانت درجة X‏ الداخلة مساوية للصفرء X Qld‏ ملكا د 7 وتوقف. 
3- بعكس ذلك» احذف N* (x)‏ لا {x}‏ من T‏ لتحصل على T!‏ 
4- طبق الخطوات السابقة aus c Tile‏ المخرج ملكا د T‏ وتوقف. 
أثبت أن هذه الخوارزمية تنتهي وتنتج ملكا TR‏ 
38.4.1 )+( لكل n EN‏ أثبت أنه يوجد دوري له 77 من الرؤوس» بحيث إن كل رأس يكون ملكا إذا وفقط إذا 
كانت }2.4{ NE‏ 


39.4.1 )+( أثبت أنه يوجد لكل بیان موجه خال من العرى D‏ مجموعة S‏ من الرؤوس غير المتجاورة زوجًا 
L3)‏ بحيث يمكن الوصول إلى Gi‏ رأس خارج S‏ من S‏ بمسار طوله 2 على الأكثر. (مساعدة: استخدم الاستقراء 
القوي على ((7)1. تعليق: هذا يعمم القضية 30.4.1(. )]1974[ -(chvatal - Lovaz‏ 


40.4.1 نقول: إن البيان الموجه فريد المسار إذا وجد على الأكثر مسار واحد (موجه) يربط بين أي رأسين X‏ 
و . افترض أن TH‏ دوري على 77 من الرؤوس» حيث إن الضلع الذي يربط Vi‏ ب Vj‏ يكون موجهًا 2 اتجاه الرأس 
الذي دليله أكبر. ما أكبر عدد للأضلاع الموجودة 2 بيان جزئي فريد المسار من STN‏ كم بيانا جزئيًا فريد المسار 
عدد أضلاعه أكبر ما يمكن موجودًا ‏ مثل هذا البيان؟ (مساعدة: أثبت أن البيان المتضمن 2 هذا البيان الموجه 
لابحوي أي مثلثات) ]1980[ (Maurer — Rabinovitch — Trotter‏ - 


41.4.1 افترض Gol‏ دوري» وافترض كذلك Lol‏ هي قائمة بعناصر V(G)‏ بترتيب معين. إذا VOUS‏ يتبع X‏ 
مباشرة 2ء ولكن G 2- y — X‏ فإن ×/[ضلع معكوس (عكسي). يمكننا تبديل X‏ مع ل2 الترتيب عندما يكون 
× ضلعًا معكوسًا (هذا يمكن أن يزيد عدد الأضلاع المعكوسة). افترض أن متتالية. .... Loc Lie‏ تنتج بسبب 
عمليات تبديل الأضلاع المعكوسة # الترتيب الحالي ضلعًا واحدًا ب2 كل مرة وبالتتابع. أثبت أن هذا يعطي قائمة 
من الأضلاع خالية من الأضلاع المعكوسة دائمّاء وحدّد عدد الخطوات اللازمة للانتهاء من هذه العملية (تعليق: 2 
الحالة الخاصةء عندما تمثل الرؤوس بأعداد. ويشير كل ضلع 2 اتجاه العدد الأعلى؛ Ola‏ النتيجة تشير إلى أن تبديل 
الأعداد المتجاورة بالتتابع وغير المرتبة Lalo‏ وبالنهاية يعطي Vaginas‏ للقائمة) ( ]1995[ Locke‏ ). 


42.4.1 )1( افترض أن C = ViVa‏ تمثل ترتيبًا لرؤوس دوري obs)‏ يمثل دوريًا). اجعل (0) Ji f‏ مجموع 
أطوال الأضلاع الراجعة (feedback edges)‏ ونعني بذلك مجموع i‏ - على الأضلاع Vj Vi‏ حيث J < i‏ أثبت أن كل 
ترتيب يجعل ل Aa f(T)‏ صفرى يرتب الرؤوس ترتيبًا غير متزايد بحسب الدرجة الخارجة. (مساعدة: حدد كيف 
تتغير Lorie f(O)‏ نبدل عنصرين متتابعين من عناصر Kano - Sakamoto [ 1983]. Isaak - Tes-)4(O)‏ 
.(man [1991]‏ 


الفصل الثاني 


(Trees and Distance) الأشجار والمسافات‎ 


2.. الخصائص الأساسية (Basic Properties)‏ 
تعني كلمة شجرة تفرعًا لأغصان من جذر معين لا يمكن من خلاله الحصول على حلقة. وتستعمل هذه 
الاشجار بوصفها بيانات 2 العديد من التطبيقات» وخاصة 2 تخزين المعطيات. وعمليات البحث والاتصالات. 
2.. تعريف: تدعى البيانات التي تخلو من الحلقات أنها لا حلقية أو غير حلقية (acyclic)‏ 2 حين 
تعرّف الغابة على أنها بيان مترابط لا حلقي. وتعرف الورقة (أو الرأس المتدلي) على أنها رأس درجته 
1: أما البيان الجزئي المولد لبيان G‏ فهو بيان جزئي من G‏ رؤوسه V(G)‏ والشجرة المولدة هي بيان 

جزئي مولد ومع ذلك فهو شجرة. 


ا ولي 


2.12 مشال: تعرف الشجرة على أنها غابة مترابطةء وكل مركبة من مركبات الغابة هي شجرة. لاحظ أن 
البيان الذي لا توجد فيه حلقات لا يحتوي على حلقات فرديةء وعليه فهو بيان ثنائي الفرع. لذا ola‏ الأشجار 
والغابات تمثل بيانات ثنائية الفرع. 

إن المسارات هي أشجار, وتكون الشجرة مسارًا إذا وفقط إذا كانت أكبر درجة رأس من رؤوسها تساوي 
2. تعرف النجمة على أنها شجرة بحيث يجاور أحد رؤوسها روؤسّها الأخرى جميعهاء لاحظ أن النجمة التي 
لها 7 من الرؤوس هي البيان الثنائي الفرع Kym‏ 

إذا كان البيان شجرة؛ فتوجد له شجرة مولدة واحدة وهي البيان نفسه. لاحظ أنه ليس من الضروري 
أن يكون البيان الجزئي المولد لبيان 6 مترابطاء كما أنه ليس من الضروري أن يكون البيان الجزئي المترابط 
لبيان G‏ بيانا Falsa Us ja‏ للبيان 6. فعلى سبيل المثال إذا كان 1 > A(G)‏ فإن البيان الجزئي الخالي الذي 
رؤوسه V(G)‏ ومجموعة أضلاعه © يكون مولدًا وغير مترابط. وإذا كانت A(G)>2‏ فإن البيان الجزئي 
المؤلف من ضلع واحد بالإضافة إلى o‏ .2 هذا الضلع يمثل بيانًا جزئيًا مترابطًا وغير مولد. . 
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خواص الأشجار (Properties of Trees)‏ 
تتميز الأشجار بأن لها عدة توصيفات (صيغ) مُميّزة متكافئة فئة يمكن اعتماد أي منها بصفته تعريفا 
لها Jag.‏ هذه التوصيفات مفيدة؛ لأنه يكفي إثبات أن البيان يكون شجرة إذا حقق أي صفة من هذه 
الصفات. ويمكن بعد ذلك استخدام ما تبقى من صفات بحسب حاجتنا . وسنثبت Yoh‏ أن حذف ورقة من 

الشجرة يعظينا شجرة أضقر: 
3.1.2 تمهيدية : كل شجرة لها رأسان على الأقل؛ وتحتوي على ورقتين على الأقل. إن حذف ورقة واحدة 

من شجرة لها 7 من الرؤوس يعطينا شجرة عدد رؤوسها 1 N-‏ 
الإثبات: إن البيان المترابط الذي له رأسان على الأقل يحتوي على ضلع. 2 البيان اللاحلقي» لا يوجد 
للنقاط الطرفية مسار أعظمي غير تافه جارٌ مختلف عن جاره 2 المسار . لذا فإن النقاط الطرفية لمثل 

هذا امساركون آوزاقا: 

افترض أن V‏ ورقة 2 شجرة © ois.‏ ۷ - 6 -“0. إن الرأس الذي درجته 1 لا يمكن أن ينتمي إلى أي مسار 
da oa‏ وق ae NS coa cal‏ أنه إذا su oS‏ را .2 ٠ VG)‏ فإن كل مسار من U‏ إلى GZW‏ 
يكون كذلك مسارًا 2 '6 . واستنادًا إلى ذلك G' ola‏ مترابط. وبما أن حذف أي رأس Y‏ يولد حلقةء ola‏ 
G'‏ يكون كذلك غير حلقي. لذا فإن G'‏ شجرة لها 1 - 7 من الرؤوس. i‏ . 


تشير البديهية 3.1.2. إلى أنه يمكن الحصول على كل شجرة لها أكثر من رأس من شجرة أصغر بإضافة 
وألئن 425.53 1 (بياناتنا جميعها منتهية؛ ؛ أي أن لها عددًا منتهيًا من الرؤوس ومن الأضلاع). إن هذا CA‏ بعض 
البراهين من الوقوع 2 مصيدة الاستقرا اء gly.‏ عملية بناء شجرة لها 1+ n‏ من الرؤوس من شجرة اختيارية 
عدد رؤوسها M‏ من خلال إضافة جار جديد إلى رأس اختياري من رؤوسها القديمة تولد الأشجار جميعها التي 
لها 1+ 7 من الرؤوس. تعني كلمة ”اختياري" أننا نأخذ 2 الحسبان الطرق الممكنة جميعها عند اتخاذ الخيار. 

تعتمد براهيننا للصفات المتكاضة فئة للأشجار على استخدام طرق متعددة مثل: الاستقراءء والنتائج 
السابقة؛ والتعليل الحسابي عن طريق l‏ والتطرفيّة. والتناقض. 
4.1.2 نظرية : إذا كان 6 بيانًا له 7 من الرؤوس ( 1 < 7 ) ola‏ العبارات الآتية متكافئة (وتعطي [os‏ 

مميزا للأشجار التي لها N‏ من الرؤوس). 

(A‏ 6 مترابط ولا يحتوي على حلقات. 

(B‏ مترابط وله 1 - 7 ضلعًا. 

G (C‏ يحوي 1 - 7 ضلعًا ولا يحوي أي حلقة. 

V إلى‎ U يوجد مسار واحد فقط من‎ U, V EV (G) لا يحوي عرى. ولكل‎ G (D 
شرطين من:‎ Gl من خلال إثبات أنه إذا تحقق‎ C 5B من 4: و‎ S الإثبات: سنثبت أولاً التكافؤ بين‎ 
الشرط الثالث يتحقق بالضرورة.‎ ola gL الترابط» لاحلقي» 1 - 7 من‎ 

A < (B, Cj‏ باستخدام الاستقراء e‏ على 77؛ إذا كانت 1 = A‏ فإن نتيجة ذلك هي بيان له رأس واحد بلا 
أضلاع. إذن: AR za de ills‏ لقائيًا نذا امترض OM‏ أن 1< :و jl‏ 2 كذلك أن ARR ie Aa ll‏ للبيانات 
التي عدد رؤوسها أقل من 77 جميعها us sala‏ الآن أن G‏ بيان مترابط لا حلقيء لذا فإن البديهية 3.1.2 تضمن 
وجود ورقة V‏ وتضمن كذلك أن البيان 6-6-۷ يكون مترابطا وغير حلقي أيضًا (انظر الشكل أعلاه). لذا 
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وبتطبيق فرضية الاستقراء على البيان'6 . نجد أن 7-2 = (G')‏ وبما أن ۷ يقع على ضلع واحد. فإن e (G)- ٨-1‏ 

B > (A, C]‏ احذف أضلاعًا من 6 aly‏ تلو الآخر حتى تحصل على بيان '6 لاحلقي. وبما أن كل ضلع 
2 أي حلقة لا يمثل ضلع قطع ( فصل) ( النظرية 14.2.1( Gola‏ يكون مترابطا. وكما 2 الفقرة AL!‏ نجد 
أن 1 - n‏ =('6)» وعندها لايمكن أن يكون هناك أضلاع قد حذفت. لذاء فإن G'G‏ وأن 6 غير حلقي. 

C > (A, B}‏ افترض أن Gu Gr‏ هي مركبات G‏ وبما أن كل رأس يجب أن يظهر ب4 أحد 
المركبات. لذا Di A(G) = n old‏ وبسبب عدم وجود حلقات Sls G2‏ الخاصية A‏ تتحقق. لذا فإن 
e(G) = n(G)- 1‏ وبالجمع على نجد أن: e(G) = 2: n(G) -1 =n-k‏ 17 -1.531.2 < و0 مترابطه 

A> D‏ : بما Gi‏ 6 مترابط» إذن يوجد مسار يربط بين Gl‏ رأسين من رؤوسه. وإذا a5‏ رأسان 
مربوطان بأكثر من مسارء فإننا نختار أقصر مسارين (من حيث الطول الكلي) مختلفين P‏ و © لهما 
النقاط الطرفية نفسها. لاحظ أن هذا الخيار يضمن أن الرؤوس الداخلية للمسارين P‏ و Q‏ تكون منفصلة 
(انظر الشكل أدناه). لذاء PU Q ola‏ تمثل حلقة وهذا يتناقض مع ۸ . 
D >A‏ : إذا وُجد مسار U cya‏ إلى ۷ لكل زوج من رؤوس G ola. G‏ يكون مترابطًا . وإذا احتوى G‏ على C aala‏ فهذا يعني 


وجود مسارين يربطان بين Gl‏ رأسين UV‏ موجودين 2 V (G)‏ لذا فإن G‏ لاحلقي ) وهذا يمنع حدوث العرى). " 
P Q‏ 
QO o‏ 
2. نتيجة : 
(a‏ يكون كل ضلع GIA‏ شجرة ضلعٌ قطع (فصل). 


(b‏ إن إضافة ضلع واحد GY‏ شجرة يعطي حلقة واحدة فقط. 
©) يحوي كل بيان مترابط شجرة مولدة. 
الإثبات:(2) بما Si‏ الأشجار لا تحوي حلقات. لذا Ola‏ النظرية 14.2.1 تضمن لنا أن كل ضلع هو ضلع قطع 
(فصل). 
(b)‏ يوجد مسار واحد فقط 2 الشجرة بين Gl‏ رأسين ( النظرية 41(.2.1). لذا ola‏ ربط Gi‏ رأسين بضلع 
يعطينا حلقة واحدة فقط. 
(c)‏ كما -2 إثبات أن B> A,C‏ 2 النظرية 44.12 Sle‏ حذف الأضلاع من الحلقات الموجودة 2 بيان © 
بالتتابع يعطينا بيانًا ge Ua‏ مترابطا حلقيًا. 
Ayuda 6.1.2‏ 1 إذا cls‏ كل من T‏ و "1 شجرة مولدة لبيآن مترابط E(T) - E (T) &355.G‏ € € إذن: 
هناك ضلع e'€ E(T") - E(T)‏ بحيث تكون '© + T — e‏ شجرة مولدة للبيان ©. 
الإثبات: من النتيجة abi. 5.1 2a‏ أن كل ضلع 2 T‏ هو ضلع قطع د T‏ . لذاء افترض أن '7] و ل هما 
مركبتا © - Lay T‏ أن '7 مترابطةء فهناك ضلع '© 2 T'‏ بحيث يكون أحد oM! jer poc es‏ 2 
LU"‏ الآن, '7-6+6 شجرة مترابطة لها 1 لوي ع wine‏ 


n . ) مشتركان 2 ضلعين‎ AN E ey T' المثلثان'7 بخط غامق‎ obal الشكل‎ 2) 


e 
‘(Wy 
et 
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2.. قنضية + إذا كانت JS‏ من T's T‏ شجرة مولدة لبيان مترابط G‏ وكان E(T) - E(T)‏ © © إذن: 
هناك ضلع E(T)‏ - (1/)17 € '© بحيث تكون '© - © + 7 شجرة مولدة للبيان -G‏ 
الإثبات: من النتيجة 2.1.50 نجد أن البيان € ”7 يحوي حلقة فريدة Toi Las C‏ لاحلقيء إذن هناك 
ضلع .e'e ECC) - EXT)‏ إن حذف “© يقضي على الحلقة الفريدة 2 ULo ko Tee! o3 THe‏ 
مخرايظا diste:‏ وهو رة مون ونان : ol)‏ إضافة © إلى 7 2 الشكل أعلاه يعطينا حلقة C‏ طولها 5 
والأضلاع الأربعة للبيان ©-)تنتمي إلى oss ECT) - ECT)‏ لأي منها أن يقوم مقام '© ). 
يمكن اختيار الضلع '© ليحقق نتيجتي القضيتين 6.1.2 و 7.1.2 ب4 الوقت نفسه وكما هو موضح 2 
الشكل المرسوم بينهما. والنتيجة الآتية ت تيطع pisei E‏ حلاف فرق 
8.1.2 قضية : إذا كانت 1 شجرة لها / من الأضلاع؛ وكان G‏ بيانًا بسيطا ب يحقق أن Tob.: ô (G) < k‏ 
Gia oss Cle dias‏ 
الإثبات: استخدم الاستقراء على/. إذا كانت k=O‏ فإ ن كل بيان بسي ط يحوي /.وهي الشجرة الفريدة التيلا 
يوجد بها أضلاع. افترض أن0 < وأن النتيجة صحيحة للأشجار جميعها التي عدد أضلاعها أقلمن/. بما أن 
ola k > 0‏ البديهية 3.1.2 تسمح LS‏ باختيار ورقة ۷ .2 '7. افترض u ci‏ جار ۷ء ثم افترض الشجرة 
T" = Ev‏ وحيث إن عدد أضلاعها أقل من ch‏ لذا وباستخدام الإستقراءء نجد Gol‏ يحوي T‏ يوضفها انا 
جزئيًا؛ لأن 1 - / < ۸ < (6) 8. 
افترض أن X‏ هي الرأس 2 هذه النسخة من T"‏ الذي يرتبط ب ( انظر التوضيح أدناه). بما Tol‏ تحوي 
AY e lanl 450 tu pa ils Lobo 1‏ قر > لاعن تمن P‏ 
وبإضافة الضلع XY‏ نحصل على تمديد لهذه النسخة من T‏ إلى نسخة من (GET‏ حيث يؤدي Y‏ دور BV‏ 


إن المتباينة 2 الفرضية 8.1.2 حادة؛ حيث إن البيان Ke‏ له درجة صغرى قيمتها 1 k-‏ إلا أنه لا 
يحوي شجرة لها / من الأضلاع. هذه الفرضية تضمن أن أي بيان بسيط © عدد رؤوسه 7 وعدد أضلاعه 
يزيد على )1 - 1)۸ يحوي T‏ بوصفها بيانا Vises‏ (التمرين 34). ومن الجدير بالذكر أن تخمين إردوز 
(Erdős)‏ وسوز (SOS)‏ يعطي نتيجة ssa‏ وهو أنه tst‏ كانت 172 Tola. eG) < nfk-‏ يجب أن تكون 
GL,‏ جزئيًا ([1964] (Erdős‏ لقد برهن هذا التخمين للبيانات التي لا تحوي حلقات رباعية (طولها 4) 
Saclé-Wozniak [1997])‏ (. وأثبت كل من اجتاي (Ajtai)‏ وكوملوز Komlós‏ وسيميردي Szemeré-)‏ 
(di‏ نتيجة قريبة من ذلك: وذلك كما ورد 2 سوفر )]2000[ .(Soffer‏ 


المسافات فى الأشجار والبيانات (Distance in Trees and Graphs)‏ 
عندما نستخدم البيانات لتمثيل شبكات الاتصالات. فإننا نرغب بأن تكون الرؤوس قريبة من بعضها لنتجنب 

as at‏ .2 الاتصالات. ونقيس المسافات باستخدام أطوال المسارات. 

9.1.2 تعريف: 325131 2 البيان G‏ مسارٌ U ya‏ إلى V‏ فتّعرّف المسافة من U‏ إلى V‏ ونرمز إليها بالرمز 
dg(u, v)‏ أو t, v)‏ على أنها طول أقصر مسار من إلى "ا .واذا خلا G‏ من مثلهذا المسار من VNU‏ فإن 
du, v)‏ ونعرّف قطر 6 (diam G)‏ على أنه -MaXuvevcd(u, v)‏ 


1.2 الخصائص الأساسية 71 


نعرف الاختلاف المركزي للرأس U‏ ونرمز إليه بالرمز e(t)‏ على أنه MAX yeya) AM, V)‏ نصف قطر 
(rad G) G‏ على أنه «min «evi E(u)‏ أي أن Au, v)‏ رم E(u) = max yey‏ و E(u)‏ رم tad G = minev‏ 

لاحظ أن قطر G‏ يساوي أكبر قيمة للاختلافات المركزية للرؤوس. وإذا كان البيان غير مترابط؛ فإن القطر 
Aa‏ 4 (وكل اختلاف مركزي) يكونانما لانهاية؛ لأن المسافة بين المركبات المختلفةتكون لانهائية. نستخدم كلمةقطر 
بمعناها الهندسي 4 أنها تقي تقيس أكبرمسافة بين عنصرين من عناصر مجموعة معينة. 


2. مشال: يساوي قطر بيان بيترسون 2 بسبب وجود جار مشترك لأي ضلعين غير متجاورين -2 a‏ البيان. 
Li‏ قطر,0. فإنه يساوي/ وذلك لأنه k Lio ph‏ خطوة من أجل تغيير الإحداثيات التي عددها k‏ جميعها. ب حين 
Cri‏ يساوي | ]. لاحظ أن كل d‏ هذه البيانات له الاختلاف المركزي نفسه. diam G= rad Go s‏ 

إذا كان 3 < a7‏ فإن الشجرة التي لها 7 من الرؤوس وقطرها أصغر ما يمكن هي النجمة؛ GY‏ قطرها يساوي 
2. ونصف قطرها يساوي 1. أما الشجرة التي قطرها أكبر ما يمكن فهي المسار؛ حيث قطره يساوي 1 - N‏ ونصف 
قطره [1(/2 -7)] . لاحظ أن كل مسار 2 شجرة يمثل أقصر (الفريد ) مسار بين طرفيه. لذا فإنقطر أي شجرة 


هوطول أطول مسارفيها. 
.2 البيان أدناهء le‏ كل رأس بقيمة اختلافه المركزي. حيث يساوي نصف القطر 2,42 حين يساوي القطر 
4 أما طول أطول مسار فيساوي 7. n‏ 





لاحظ أنه من أجل أن يكون للبيان قطر كبير» فيجب أن يكون هناك عدد كبير من الأضلاع غير موجود. 
لذا توقع أنه إذا كان قطر البيان كبيرًا ola‏ قطر متممة هذا البيان يكون صغيرًا. لاحظ أن قطر البيان يساوي 
2 على الأكثر إذا وفقط إذا Sag‏ جارٌ مشترك لكل رأسين غير متجاورين (انظر التمرين 15). 


diam G $3 فإن‎ .diam G <3 بحيث إن‎ uas ly 6 نظرية + إذا کان‎ 2 


الإثبات: عندما 2 > diam G‏ فيوجد رأسان VG) 2 u, v‏ دون جار مشترك. لذاء فإنه لكل 
x € V(G)— fu, vj‏ إما أنيكون7 أو V‏ يجاورة.وهذا یجعل×جارًا ا Lay. Cu‏ أن 2/۷ينتمي إلى 
EG)‏ إذن يوجد لكل زوج من الرؤوس ل ,مسار من إلى G 2 y‏ طوله يساوي 3 على الأكثرء ويمر خلال 
fu, v]‏ واستنادًا إلى «aus‏ فإن 3 > diam G‏ ل 
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2. تعريف: مركز البیان 6 هو البيان الجزئي الذي تولده الرؤوس التي اختلافها المركزي أقل ما يمكن. 
إن مركز البيان يساوي البيان كاملاً إذا وفقط إذا كان نصف قطر البيان مساويًا لقطره. وسنعطي فيما 
يأتي وصمًا لمراكز الأشجار. 2 خطوة الاستقراءء نحذف الأوراق جميعها بدلا من ورقة واحدة فقط. 

2. نظرية : ([1869] (Jordan‏ يكون مركز الشجرة LOI,‏ أو ضلعًا. 

الإثبات: نستخدم الاستقراء على عدد رؤوس'7. إذا كانت 2 > ACT)‏ فإن المركز يكون الشجرة التامةء 

افترض أن 2< (7)7. كوّن الشجرة atis T"‏ بحذف كل ورقة من أوراق'1. . ومن البديهية 3.1.2 نجد أن T'‏ 

شجرة. وبما أن الرؤوس الداخلية للمسارات بين أوراق 7 لا تتأثر بالحذف» T ola‏ تحوي Lal‏ واحدًا على 

الأقل. 
افترض أن u © VD‏ ولاحظ أن كل Tal‏ يكون ورقة بحيث يكون بده 1 أكبرما يمكن عن 7 (بغير 

ذلك» فإن المسار الواصل إلى هذه الورقة من يمكن تمديده (تكبيره) أكثر). بما انه حذفت الأوراق جميعهاء وان 

أي مسار بين i‏ رأسين آخرين لا يستخدم G‏ من الأوراق. فإن 1- €r(u)- Er(u)‏ لکل .u € V (TY‏ 
وكذلك فإن الاختلاف المركز لكل ورقة 7'2 أكبر من الاختلاف المركزي T'2- Lashes‏ لذا فإن الرؤوس 

التي تجعل Jal Er (U)‏ ما يمكن هي الرؤوس نفسها التي تجعل قيمة Er (U)‏ أقل ما يمكن. 

وبذلك نكون قد أثبتنا على T" g To‏ لهما المركز نفسه. وبناءً على ذلك» فإن مركز '7 هو رأس أوضلع. . 





يكون القطر الكبير مقبولاً 2 شبكات الاتصال إذا وصلت الأزواج جميعها من الرؤوس بمسارات قصيرة, 
Ungu‏ إلى تزاسة معدل :( متوسط) Ra‏ بدلا من دزاسة أكبر مسافة:ويما أن معدل السافة يساوي مجموع 
المسافات مقسومًا على( 5( (عدد الأزواج من الرؤوس)ء فإن دراسة (معدل) متوسط المسافة Gal‏ دراسة 
D (G)- Luveno dolu, v)‏ 

إن المجموع DG)‏ يسمى (يرمز إليه أيضًا بالرمز W(G))‏ معامل واينر (Weiner Index)‏ للبيان G‏ لقد 
استخدم واينر WCG)‏ لدراسة درجة غليان البارفين ( مادة دهنية تستخرج من الخشب, والفحم الحجري. والبترول؛ 
وتستخدم ‏ صناعة الشموع). يمكن تمثيل الجزيئات بواسطة البيانات؛ حيث تمثل الرؤوس الذرات Li‏ الأضلاع 
فتمثل الروابط بين هذه الذرات. إن العديد من الخواص الكيميائية للجزيئات ترتبط بدليل (معامل) واينر للبيانات 
التي تمثل هذه الجزيئات. وسندرس القيم القصوى ل DG)‏ 
2. نظرية : من بين الأشجار التي لها 7# من الرؤوس؛ يكون معامل واينر Jal 10)1(-8,,, duv)‏ ما يمكن 

إذا كانت الشجرة نجمة؛ ويكون أكبر ما يمكن إذا كانت الشجرة مسارًاء و الحالتين يكون الحل وحيدًا. 
الإثبات: Ly‏ أن أي شجرة على 7 من الرؤوس تحوي 1 - 77 ضلعاء فإن لها 1 - 7 زوجًا من الرؤوس حيث يساوي 
aae‏ بين الرأسين 2 أي زوج منها 1. أما البعد بين أي رأسين آخرين فيساوي 2 على الأقل. Ls‏ أن Ran‏ $353 
ذلك ؛ فإنها تعطي قيمة صغرى ل DG)‏ ولإثبات عدم وجود أي شجرة أخرى ت تحقق ذلك؛ خذ ورقة T 2 X‏ واجعل 
v‏ جارًا ac‏ فإذا SAIS‏ أي رأس آخر عن × يساوي 2 فإن كل رأس منها يجب أن يكون جارًا للرأس -V‏ وعليهء Tola‏ 
تكون نجمة ؛ ويكون معامل واينر مساويًا: 

D(Kin1) = (n - 1) + 2 027) = (n - 1} 
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ومن أجل al shea‏ التي بكرن معامل وايثر لها pl‏ ما DPS) 3 a‏ ولاحظ أن :هذه القيئة 
تساوي مجموع المسافات من نقطة طرفية U‏ للمسار إلى باقي رؤوس هذا المسار إضافة إلى (1 D(Pr-‏ ولذا نجد أن: 
D(P)) = D(Ps-1) + (5)‏ 


وذلك Y vert 2E ae Q d‏ 
وباستخدام صيغة باسكال(الملحق 4): (EF)‏ ر ») + )2( فإن الاستقراء يعطينا أن: )2^( = DE)‏ 


ug ha > 


سنثبت باستخدام الاستقراء على M‏ أن تمثل الشجرة الفريدة من بين الأشجار التي لها من الرؤوس جميعها 
والتي تعطينا أكبر قيمة ل (1) (1. 

إذا كانت 1 = فإن الشجرة الفريدة التي لها رأس واحد هي P,‏ لذاء افترض أن MP]‏ وأن U‏ يمثل ورقة 
2 الشجرة T‏ التي لها N‏ من الرؤوس. ولاحظ أن: D(T)=D(Eu)+ Zer) du,v)‏ من فرضية الاستقراء 
نعلم أن (, D (Tu) > DP,-‏ مع تحقق المساواة إذا وفقط إذا كانت Tu‏ تمثل مسارًا. لذا ؛ يكفي أن نثبت أن 
Fishy Xuan dic v)‏ أكبر ما aoe‏ تكون T‏ مسارًاء و 1 نقطة طرفيه 3 T‏ 
خذ 2 الحسبان قائمة المسافات من U‏ . نجد PZ‏ أن هذه القائمة هي: 1 n-‏ .... ,2 ,1 .وهذه القيم جميعها مختلفة 
عن بعضها. إن أقصر مسار من U‏ إلى eal od‏ ا بسوى Lay‏ ضع PIRE ple‏ لذاء فإن قائمة 
المسافات من U‏ إلى الرؤوس الأخرى تخلومن القفزات (الفجوات) بين الأعداد التي تمثل هذه المسافات. ومن هناء فإن 
أي تكرار .2 المسافات يجعل Drevin d(U, V)‏ أصفر من المجموع .2 الحالة التي تكون فيها U‏ ورقة 2 المسار. لاحظ أنه 
يجب حصول تكرار 2 هذه المسافات 2 الحالة التي لا تكون فيها T‏ مسارًا. وهذا ينهي الإثبات. n‏ 

من بين البيانات المترابطة جميعها التي لها 7 من الرؤوس» نجد أن ky,‏ يعطي J‏ قيمة د D(G)‏ إن مسألة 
القيمنة العظمى (أكبرقيمة) $ تختزل عادة للمسألة التي عالجناها سابقًا 2 حالة الأشجار. 
2. تمهيدية : إذا كان H‏ بيانًا جزئيًا من البيان G‏ فإن do(u.v) > da(u, V)‏ 
الإثبات: إن أي مسار من إلى HEV‏ هو أيضًا مسار ب2 6. لذاء فإن أقصر مسار من إلى G2, V‏ لا يمكن أن 
يكون أطول من أقصر مسار من U‏ إلى EV‏ 5 
2. نتيجة : ذا كان G‏ بيانا مترابطا له 77 من الرؤوس. JD(G) SDP) ol‏ 
الإثبات: إذا كانت 7 شجرة مولدة للبيان 6. فإن البديهية 15.1.2 تضمن أن D(G) SDT)‏ ومن النظرية 2. 14.1. 
نعلم أن -D(G) SDPn)‏ . 
الأشجار المولدة المنفصلة ) اختياري) (Disjoint Spanning Trees)‏ 

لقد Luly‏ وجود شجرة مولدة لكل بيان مترابط. إن الأشجار المولدة المنفصلة ضلعيًا توفر لنا مسالك 
بديلة عندما يفشل ضلع 2 الشجرة الأصلية عن توفير هذا المسلك. لقد قام كل من توت )}1961'[ (Tutte‏ 
وناش وويليامز ([1961] (Nash-williams‏ كل منهما بصورة مستقلة دون اعتماد أي منهم على نتائج 
الآخر بإعطاء توصيف للبيانات التي تقجد Lal‏ :من الأشجار المؤلدة المتفصلة ضلعيًا زوجًا 135 (اتطر 
التمرين 67). 

سنقوم بتوصيف أحد التطبيقات على الأشجار المولدة المنفصلة ضلعيًا aal.‏ ابتكر ديفيد غيل (David Gale)‏ 
al‏ تحت اسم Lajla‏ ( أي اعملها على صورة جسر 'Bridg-it‏ ( (حقوق الطبع لعام 1960 للإخوة هازنفلد. 
شركة ألعابهازبرو) Copyrisht 1960 by Hassenfeld Bros., Inc.- "Hasbro Toys")‏ ). هزه اللعبة, 
يمتلك كل لاعب شبكة من المواقع ‏ صورة صفوف و ael‏ ويتح ركان بالتناوب؛ حيث يقوم اللاعب كل حركة بوصل 
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موقعين من مواقعه بجسر طوله وحدة واحدة. يوضح الشكل أدناه عن اليسار. اللوح الذي عليه مواقع اللاعبين. حيث 
المواقع الغامقة هي مواقع اللاعب رقم 1 Lal‏ المواقع المجوفة فهي مواقع اللاعب رقم 2. ويكونهد ف اللاعب رقم واحد 
إيجاد (بناء) مسارمن الجسور من العمود الموجود على اليسار إلى العمود الموجود عن اليمينء ب2 حين يهدف اللاعب 
رقم 2 إلى إيجاد مسار من الجسور من الصف العلوي إلى الصف السفلي. لاحظ عدم تقاطع هذه الجسور 2 هذه 
اللعبة. لذا »فإ نكل جسريبنى من قبل أحد اللاعبين يمنع حركة اللاعب الآخرءوبما أنكل مسارمن اليسار إلى اليمين 
يقطع كل مسار من الأعلى إلى الأسفل؛ u‏ فهذا يشير إلى عدم فوز كلا اللاعبين معًا body.‏ أيضًا أنتشكيلة المواقع على 
لوح اللعبمتمائلة بالنسبة إلى اللاعبين. 

لاحظ عدم وجود استراتيجية للفوز لدى اللاعب رقم 2 وذلك لأنه Js a SE‏ هذه الاستراتيجية: فإن اللاعب 
رقم 1 سيبدأ بأي حركةومنثم يتبع استراتيجية اللاع برقم 2 .وإذا كانت استراتيجية اللاعب رقم 2 تتضمن القيام 
بحركة تعطي جسرًا قد عمل سابقا »فإن اللاعب رقم 1 سيقوم بحركة اختيارية. لذاء فإن اللاعب رقم 1 يستطيع أن 
يفوزقبل اللاعبرقم 2 من خلال تتبع استراتيجيته. 

إذا استمرٌ اللعب بحيث لم يتبق Gh‏ مجال لأي حركة جديدة؛ فإن أحد اللاعبَيّن يجب أن يفوز (التمرين 70). 
وبسبب عدم وجود استراتيجية للفوز لدى اللاعب رقم 2 Ola‏ هذا يعني وجود استراتيجية فوز لدى اللاعب رقم 1. 


وسنعطي استراتيجية واضحة تمكن اللاعب رقم 1 من الفوز. (يتحقق هذا التعليل بوجه عام للماترويدات. انظر 
النظرية 46.2.8 (- 0 ب Wi. oy.‏ 





2 . نظرية : توجد استراتيجية فوز لدى اللاعب رقم 1 2 لعبة التجسير. 
اللإثبات: نكن ly‏ يمثل التوصيلات الممكنة التي تخصٌ اللاعب رقم 1 . لاحظ أن المواقع على الطرف نفسه 
تكون متكافئة. لذاء نجمع المواقع (الغامقة) من العمودين الموجودين  ond lal‏ ونمثل مواقع كل طرف 
برأس واحد «daa‏ ونضيف ضلعا مساعدًا يربط بين الطرفين. والبيان الموجود عن اليمين -2 الرسم أعلاه 
يمثل هذه الحالة؛ ويوضح أن هذا البيان يتكون من اتحاد شجرتين مولدتين ومنفصلتين ضلعيًا. وسنحذف 
الوصف التقني لهاتين الشجرتين. 

da‏ أن الشجرتين معا 5 تحتويان على مسارات منفصلة ضلعيًا تصل بين الرؤوس المستهدفة؛ وبما أن 
الضلع المساعد هو ضلع وهمي وغير موجود؛ Lala‏ نتظاهر ob‏ اللاعب رقم 2 بدأ اللعب وأخذ هذا الضلع. إن 
أي حركة من قبل اللاعب رقم 2 تقطع ضلعًا واحدًا © 2 البيان؛ وبذلك يكون هذا الضلع غير موجودء وهذا 
يفصل إحدى الشجرتين لمركبتين. وباستخدام الفرضية 6.1.2. فإن الضلع '© من الشجرة الثانية يوجد ويعيد 
ترابط الشجرة الأولى. وعلى اللاعب الأول أن يختار هذا الضلع ويجعله غير قابل للقطع. لذاء نضع Lis 2 e'‏ 
الشجرتين المولدتين (ضلع مكرر). وبعد حذف € وجعل "€ ضلعا مكررًا بحيث إن كل شجرة تحوي نسخة من 
ie‏ نجد أن Lily‏ ما زال og‏ من شجرتين مولدتين منفصلتين ضلعيًا وبما أن اللاعب رقم 2 لا يستطيع 
قطع ضلع مكرر؛ à‏ فإنه لا يستطيع قطع Gl‏ من الشجرتين؛ لذا فإن اللاعب رقم 1 يستطيع القيام بالدفاع. 
والشكل التالي يوضّح هذه الاستراتيجية. 
تنتهي العملية أعلاه بفوز اللاعب رقم 1 » أوعندما لايبقى Gl‏ ضلع غير مكرر يمكن قطعه» و2 الحالة الأخيرة؛ نجد 
أن الأضلاع المتبقية أضلاع مكررة (مرتين فقط) ؛ وتشكل شجرة مولدة مكونة من الجسور التي Lali‏ اللاعب رقم 


1.2 الخصائص الأساسية 75 


لذا نجد به الحالات جميمها أن اللاعب رقم 1 بنى مسار يريط بين الرؤوس الستهدفة. 





اللاعب رقم 1 يعيد الربط اللاعب رقم 2يقطع اللاعب رقم 1 يعيد الربط 
تمارين (Exercise)‏ 


2 (-). لكل k‏ عدد صفوف التشاكل للأشجار التي درجتها القصوى تساوي k‏ ولها ستة رؤوس على 
الأكثر. نقذ العمل نفسه للأشجار التي قطرها /. (وضح سبب عدم وجود أشجار غير الأشجار الموجودة 

.2 القائمة التي عملتها). 

role G Ši افترض‎ .)-( .2 

(a‏ أثبت أن G‏ شجرة إذا وفقط إذا كان مترابطاء وكل ضلع فيه هو ضلع قطع (فصل). 

VG) ضلع جديد يربط بين رأسين من‎ Gl شجرة إذا وفقط إذا أنتجت حلقة واحدة فقط بسبب إضافة‎ G أثبت أن‎ (b 
البيان يكون شجرة إذا وفقط إذا خلا من العرى. وكان له شجرة مولدة واحدة فقط.‎ Gi أثبت‎ .)-( .3.1.2 
من عدد رؤوسه يحوي شجرة بوصفها‎ Jal أثبت العبارة الآتية أو انقضها. كل بيان عدد أضلاعه‎ .)-( .2 

مركبة من مركباته. 

2 (-). افترض أن oly G‏ أثبت أن أكبر بيان جزئي لاحلقي من G‏ يتألف من شجرة مولدة من كل 

مركبة من مركباته. 

2 (-). افترض أن 7 شجرة؛ معدل درجة رؤوسها يساوي YS n(T) 535 A‏ 
7.1.2. )-(. أثبت أن البيان الذي له :7 من الرؤوس, و1 من الأضلاع يحوي 1 + m — n‏ حلقة على الأقل 
2 )-(. أثبت أن JS‏ خاصية من الخواص المعطاة فيما يأتي تعطي توصيفًا مميرًا للغابات: 

(a‏ كل بيان جزئي مستحدث يحوي LOL,‏ درجته 1 على الأكثر. 

(na) مُستحدثًا‎ C e كل بیان جزئي مترابط يكون بيانًا‎ (b 

(c‏ عدد المركبات يساوي عدد الرؤوس ناقصًا عدد الأضلاع. 

2 (-). لكل 1 - Xn‏ ۸ > 2. أثبت أنه توجد شجرة مولدة قطرها ۸ للبيان الذي له 7 من الرؤوس الناتج 

من إضافة رأس واحد مجاور لكل رأس من رؤوس .2,-١‏ 

10.1.2. )-(. افترض أن V‏ ,1 رأسان 2 بیان بسيط مترابط له 7 من الرؤوس. أثبت أنه إذا كانت Au, v)?2‏ 

u,v) > 2 جد أمثلة تبيّن أن هذه العلاقة تفشل عندما 3 < 77و‎ .d(u)+d(v) <n +1-d(u, v) ols 
أثبت أن:‎ G متجاوران 2 بيان‎ Ghul yy افترض أن ×و‎ .)-( 2 

z EV(G) نكل‎ | dox, z) -do(yz) | > 1 

12.1.2- )-( احسب القطر ونصفه للبيان ثنائي الفرع Kun‏ 

2 (-). أثبت SI‏ لكل بيان قطره d‏ مجموعة مستقلة عدد رؤوسها يساوي ]£7 على الأقل: 
14.1.2. )7( افترض SI‏ معالجات الحاسوب سُمّيت بدلالة مرتبات ثنائية ed‏ اليم et‏ 
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عدد إحداثياتها ۸ء وافترض أنه يمكن الربط بين هذه المرتبات إذا كانت أسماؤها متجاورة 2 المكعب 
Ox‏ وافترض أيضًا أن المعالج U‏ يريد أن يرسل رسالة إلى المعالج V‏ بيّن كيف يستطيع U‏ إيجاد الخطوة 
الأولى على أقصر مسار إلى V‏ 

15.1.2 (-). افترض أن G‏ بيان بسيط قطره يساوي 4 على الأقل. أتبت أن قطر G‏ يساوي 2 على الأكثر. 
(مساعدة: استخدم النظرية 11.1.2( D j‏ 

2 (-). افترض أن G‏ بیان بسيط. عرف G"‏ ليكون البيان البسيط الذي له رؤوس G‏ نفسهاء بحيث إن 
y © L(G)‏ × إذا وفقط إذا كان كل من V 9X‏ متجاورین GE‏ أو أن لهما جارًا مث G.A iis‏ أثبت أن: 
.diam (G’) =[diam(G)/2]‏ 

e . . . . 

17.1.2 )1( .2 النظرية 4.1.2 أثبت أن: C > {A,B}‏ من خلال إضافة أضلاع تربط بين المركبات. 

.)١(١ ٠.2‏ أثبت أن كل شجرة درجتها القصوى تساوي1 A>‏ تمتلك A‏ من الرؤوس التي درجة كل ge‏ تساوي 
1. أثبت أن هذا أفضل ما يمكن من خلال إيجاد شجرة على 77 من الرؤوس ولها بالضبط A‏ من الأوراق لكل 
A‏ حيث 2 < ۸ >< . 

9.1.2 أثبت العبارة الآتية أو انقضها: إذا كانت:7ترمزإلىعدد الرؤوس التى درجتهاآ2أشجرة7»عندهاتكون 
LIN‏ معتمدة على عدد رؤوس T‏ فقط. 1 

2. إن الهيدروكربون المشبع su.‏ مؤلف من ۸ من ذرات الكربون. و / من ذرّات الهيدروجين, 
وذلك بإضافة روابط بين الذرّات حيث تكون كل ذرّة كربون موجودة 2 أربع روابط» وكل 
353 هيدروجين 2 رابطة Basly‏ وأن Gi‏ متتالية dads)‏ لا تشكل حلقة من الذرّات. أثبت أن 
(Bondy - Murty [1976,827]) 1 = 2k +2‏ 

21.1.2 افترض أن 6 بيان بسيط له 77 من الرؤوس» بحيث يوجد له تفكيك إلى k‏ شجرة Bilge‏ وافترض أن 
A(G) = 6(G) + 1‏ أثبت استحالة هذا الأمر إذا كانت 7 < 2k‏ أما إذا كانت ۸ > 2k‏ فحدّد 
متتالية درجات G‏ بدلالة کل من ۸و ۸. 

2 افترضن أن T‏ شجرة لها 7 من الرؤوسء؛ وتحوي رأسًا واحدًا درجته i‏ لكل ۸ > 7 > 2: أما باقي 
الرؤوس التي عددها 1 + / — 7 فتمثل أوراقا . حدّد 7 بدلالة 4. 

o yel .23.1.2‏ أن T‏ شروک رة كل راض MATO‏ إما 1 X Kk gh‏ القيم الممكنة ل JT)‏ 

cul .24.1.2‏ أنه توجد لكل شجرة غير تافهة مجموعتان مستقلتان كبيرتان من الرؤوس على الأقل. ويوجد كذلك 
مجموعتان فقط إذا كانت الشجرة نجمة (لاحظ: قيمة عظمى ‏ أكبر ما يمكن بالنسبة إلى الاحتواء ) . 

25.1.2 من بين الأشجار التي عدد ad Hus)‏ أن النجمة تمتلك أكبر عدد من المجموعات المستقلة. 

(Y) 26.1.2‏ لكل 3 < n‏ افترض أن G‏ بيان له 7 من الرؤوس بحيث إنه إذا حذفنا Gl‏ رأس من رؤوس (G‏ 
فإننا نحصل على شجرة. حدّد e(G)‏ واستخدم ذلك لتحديد G‏ نفسه. 

27.1.2 )1( افترض أن  , ....., di‏ هى أعداد صحيحة حيث 2 < #. أثبت أنه توجد شجرة درجات رؤوسها 
هي: dn‏ ,... ,4 إذا وفقط إذا كان Xd, = 2n-2‏ 

2م افترض أن,4 < ... < di‏ مجموعة أعداد صحيحة غير سالبة. أثبت أنه يوجد (بيان مترابط بحيث 
eal‏ للعرى والأضلاع المكررة) متتالية درجات رؤوسه هي d, = dn‏ إذا وشقطر إذا كان Éa) Edi‏ 
0211-2031 اعد Lily lust! 2 od‏ يحقق الخاضية:(تحقيفا ) Jl 43s ps se‏ 
ما يمكن). هل النتيجة صحيحة للبيانات البسيطة؟ 
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SLB Ly aia p= BJS. (2) .29,1.2‏ ي الفرع. أثبت أنه توجد 2 كل شجرة ورقة.ذفرعها الذيعدد رؤوسه أكبر 
)2-9 كلا الفرعين إذا تساوى فيهما عدد الرؤوس) . 

30.1.2 افترض T‏ شجرة يتحقق فيها أن درجة كل رأس يجاورورقة تساوي 3 على الأقل. أثبت وجود رأسين 14 لهما جار مشترك 

2 . أتبت أن البيان البسيط المترابط الذي له رأسان فقط ليسا رأسي قطع (فصل) هو مسار. 

32.1.2 أثبت أن الضلع 26 البيان المترابط G‏ يكون ضلع قطع (فصل) إذا وفقط إذا كان € ينتمي إلى كل 
شجرة مولدة. و أثبت أن © يكون أنشوطة إذا وفقط كان Y‏ ينتمي إلى أي شجرة مولدة. 

.)١( 2‏ افترض أن 6 بيان مترابط له 7 من الرؤوس. أثبت أنه يمتلك حلقة واحدة إذا وفقط إذا كان 
عدد اضلاعه يساوي 7 بالضيط. 

34.1.2. )1(. افترض Té‏ شجرة لها k‏ ضلعًاء وأن G‏ بيان بسيط عدد رؤوسه N‏ وعدد أضلاعه أكبر من 
Ak - 1) - (2)‏ استخدم قضية 8.1.2 لبرهان T€ Gol‏ إذا كان / n>‏ 

.)١( 2‏ افترض أن 7 شجرة. أثبت أن درجة كل رأس من رؤوسها تكون فردية إذا وفقط إذا تحقق أنه لكل 
ECT)‏ € © تكون رتبة كل مركبة من Fe AS ps‏ فردية. 

36.1.2. )?1( . افترض TO]‏ شجرة ذات رتبة زوجية. oud 2i‏ أنه يوجد لها بيان جزئي مولد واحد فقط» بحيث 
إن درجة كل رأس من رؤوسه تكون فردية. 

.)١( 37.1.2‏ افترض TS)‏ و ”7 شجرتان مولدتان للبيان المترابط 7): إذا كان e € E(T) - E(T)‏ فأثبت أنه 
يوجد ضلع ’2 E(T) - E(T)‏ بحيث إن كلا من'©-© + ”7 و'© + T— e‏ تكون شجرة مولدة للبيان ©. 

2م افترض أنّ'7 و T"‏ شجرتان لهما الرؤوس نفسهاء وأن Jerdr(v) = d'r(v)‏ رأس V‏ أثبت أنه يمكن 
الحصول على "7 من T‏ باستخدام مفتاح ثنائي (التعريف 32.3.1(« وبذلك يكون كل بيان نحصل عليه 
خلال عملنا هذا هو شجرة Aa‏ 

2 . )!(. افترض أن © شجرة فيها Lil, 2k‏ درجة كل منها فردية. أثبت أنه يمكن تفكيك (تحليل) © 
إلى ۸ من المسارات. (مساعدة: أثبت النتيجة الأقوى وهي أن الادعاء R‏ يتحقق 2 الغابات جميعها ). 

.)١( 40.1.2‏ افترض أن © شجرة لها k‏ من الأوراق. أثبت أنها اتحاد a emm‏ ر... ,2 › بحيث 

.(Ando— Kaneko - Gervacio [1996]) i #j لكل‎ Pi N Pj: O 

2 لكل 4 n>‏ افترض أن G‏ بیان بسيط عدد رؤوسه N‏ وعدد أضلاعه ..3 - 27 < e(G)‏ أثبت أنه توجد ل 
© حلقتان متساويتان 2 الطول (لقد Js Asi‏ من chen‏ و Lehel‏ و Jacbson‏ و shreve‏ هذه النتيجة 2 العام 
[1998]). 

2. افترض Gol‏ بيان أويلري مترا بط له ثلاثة رؤوس على الأقل. نقول: إن الرأس7الموجود 02 قابل للتمديد 
إذا أمكنتمديد كل مسرب يبد أب إلى حلقة أويلرية Ga‏ . فعلى سبيل المثال 2 البيانات المعطاة 2 الشكل 
أدناه: نجد أن الرؤوس المعلمة هي الرؤوس القابلةللتمد دفقط. أتبت العبارات الآتية المتعلقةب 6 (مأخوذ من 
.(Chartrand — Lesniak [1986,p61]‏ 
(a‏ الرأس v € VG)‏ قابل للتمدّد إذا وفقط 131 كان v‏ - © هو غابة ([1951م] (Ore‏ 
(b‏ إذا کان v‏ قابلا d(v) = A(G) ots aX‏ ([1953م] (Babler‏ 
(C‏ رؤوس G‏ كلها تكون قابلة للتمدد إذا وفقط إذا كان G‏ حلقة. 
(d‏ إذا لم يكن G‏ حلقة فإنه يوجد له على الأكثر رأسان قابلان للتمدد. 


x. >< 


78 الفصل 2 الأشجار والمسافات 


43.1.2 افترض أن aly a‏ -2 بيان مترابط G‏ أثبت أنه يمكن أن نختار أقصر المسارات من U‏ إلى باقي 
(Goa)‏ بحيث يكوَنٌ اتحادٌ هذه المسارات شجرةٌ. 

2. )1( أثبت العبارة الآتية أو انقضها: إذا وجد لبيان بسيط قطره 2 July‏ فصلء فيوجد لمتممة هذا 
البيان Gala‏ معزول. 

45.1.2 افترض أن G‏ بيان له أشجار مولدة قطرها 2. وأشجار مولدة أخرى قطرها /. إذا كانت 
1 > ۸ > 2 فأثبت أنه يوجد ل G‏ أيضًا شجرة مولدة قطرها ۸ء (Galvin)‏ 

46.1.2 (!). أثبت أن الأشجار التي قطرها 3 هي النجوم الثنائية (نعني بالنجم الثنائي: الشجرة التي لها رأسان 
مركزيان وباقي رؤوسها أوراق). احسب صفوف تشاكل النجوم الثنائية التي لها 7 من الرؤوس. 


jlaall .(1) 47.1.2‏ وف اشا | | 


du, v) + dv, w) < d(u, w) تحقق المتباينة المثلثية‎ du, v) أثبت أن دالة المسافة بين أي رأسين‎ (a 

-G لكل بیان‎ diam G > 2700 G لإثبات أن‎ ٩ استخدم فرع‎ (b 

(C‏ للأعداد الصحيحة الموجبة 7و4 جميعها التي تحقق 33 أن Sd €2r‏ او جد ییانا بسيطااتضقة قطرة 
#7وقطره4. (مساعدة ails La ies‏ جاو او 
.)!١( .2‏ إذا كانت 4 2 فأثبت أن Jal‏ عدد من الأضلاع لبيان له 7 من الرؤوس وقطره 2 وأكبر درجة 

من درجات رؤوسه 2 - N‏ هو 4 - 2N‏ 
2. افترض أن G‏ بیان بسيط. أثبت أنه إذا كان 3 < sad G «2 ols rad G‏ 
50.1.2 نصف القطر والاختلاف المركزي. 

(a‏ أثبت أن الاختلافات المركزية للرؤوس المتجاورة تختلف عن بعضها بمقدار 1 على الأكثر. 

G حدد أكبر مسافة ممكنة بين رأس اختلافه المركزى 1 + ” ومركز‎ r بدلالة نصف القطر‎ (b 

(مساعدة: استخدم la‏ فيه حلقة واحدة فقط) . i‏ 

5.12 افترض أن y 9X‏ جاران مختلفان للرأس v‏ .2 بيان 6. 

.2 E(v) > E(x) + €(y) ola أثبت أنه إذا كان © شجرةء‎ (a 

(b‏ حدّد أصغر بيان تفشل فيه هذه المتباينة. 
2م افترض أن G ole & Gal x‏ وافترض أن :€(x) > rad G‏ 

k- 1 اختلافه المركزي‎ x أثبت أنه إذا كان © شجرة:؛ فإنه يوجد جار للرأس‎ (a 

F أثبت أن فرع © لا ي يتحقق للبيانات جميعها وذلك من خلال إيجاد (بناء) بيان نصف قطره 7 حيث‎ (b 
ولا يوجد‎ r + 2 عدد زوجي يساوي 4 على الأقل. بحيث إن الاختلاف المركزي للرأس × هذا البيان يساوي‎ 
. له جار اختلافه المركزي يساوي 1 + . (مساعدة: استخدم بيانا له حلقة واحدة فقط)‎ 

2 أثبت ت أن مركز البيان يمكن أن يكون غير مترابط؛ ويمكن أن يكون له مركبات متباعدة بالقدر الذي 

نريد من خلال إيجاد (بناء) بيان يتألف مركزه من رأسين المسافة بينهما تساوي Ke‏ 
2.ممراكز الأشجار. افترض أن T‏ شجرة: 

(a‏ أعط برهانًا غير استقرائي تبيّن فيه أنّ مركز T‏ رأس أو ضلع. 

.diamT = 2rad Tots يكون رأسًا واحدًا إذا وفقط إذا‎ T أثبت أن مركز‎ (b 

( استخدم فرع 4 لتثبت أنه إذا كان ACT)‏ عددًا فرديّاء فإن كل تشاكل ذاتي د 7 يثبت أحد رؤوس T‏ 
(يأخذ Lal)‏ من الرؤوس لنفسه). 
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2 افترض «x E G ol‏ وأن is) =) ott‏ نعرف مركز G (barycenter) ats‏ على أنه البيان 


الجزئي المحدث من مجموعة الرؤوس التي تعطي قيمة صغرى ل(5):6 pout)‏ هذه المجموعة Ld‏ بالوسيط 

plns :((median) 

(a‏ أثبت أن مركز كتلة أي شجرة هو رأس أو ضلع (مساعدة: ادرس s(u) — s(V)‏ 2 الحالة التي يكون 
فيها 9 V‏ متجاورین). )]1869[ (Jordan‏ 

(b‏ حدّد أكبر مسافة بين مركزي الشجرة التي قطرها d‏ وكتلتها. (مثال: 2 الشجرة المرسومة أدناه 
المركز هو الضلع XV‏ ومركز الكتلة هو daza Z‏ والمسافة بينهما تساوي 1). 


xc taps m 


V ga Lily gt Si esl syed Tol posal 56.1.2‏ بحي ان T-e à4&‏ التي تحوي Uh [D] v‏ على 
الأقلء aus‏ لكل Sce © E(T)‏ أثبت أن الرأس v‏ إما أن يكون وحيدًاء أو أن يكون له رأسان متجاوران 
يحققان هذه الخاصية. 

57.1.2 افترض أن +7.... N,‏ أعداد صحيحة موجبة مجموعها يساوي 1 N-‏ 


LO > )* ( بحساب عدد الأضلاع  البيانات التامة؛ أثبت أن‎ (a 
لشجرة”1. (مساعدة: استخدم‎ LLL U استخدم فرع © لبرهان أن (ي) > .2 عندما يكون‎ (b 

الاستقراء القوي على عدد الرؤوس). 

2 )+( افترض أن 5 و T‏ شجرتان, أوراقهما (rp X6)‏ و pn WED‏ على الترتيب. وافترض أن 
dsx) = dz Wy)‏ لكل زوج «i, j‏ أثبت أن 5 و T‏ متشاكلتان ([1962] -(Smolenskii‏ 

(Y) 59.1.2‏ افترض أن 7 شجرة لها 7 من الرؤوسء و ۸ من الأوراق. ودرجتها القصوى تساوي K‏ 

(a‏ أثبت أن G‏ هى اتحاد ۸ من المسارات التى لها نقطة طرفية مشتركة. 
(b‏ حدّد أكبر وأصغر قيمة ممكنة لقطر (diam G)‏ 

60.1.2 افترض أن © بيان قطره 4» ودرجته القصوى k‏ أثبت أن (2 - n(G) > 1+ ])۸ - 1 - 1] k/(k‏ 
(تعليق: المساواة تتحقق لبيان بيترسون) . 

61.1.2 )+( افترض أن 6 بيان رتبته أصغر ما يمكن من بين البيانات المنتظمة من الدرجة ۸ التي خصرها 
يساوي g‏ على الأقل ( التمرين 16.3.1 يضمن وجود مثل هذه البيانات). أثبت أن قطر G‏ يساوي g‏ على 
الأكثر. (مساعدة: إذا كانت de (x, y) > g‏ فعدّل G‏ لتحصل على بيان أصغر منتظم من الدرجة / 
خصره يساوي g‏ على الأقل.([1963] -(Erdós — sachs‏ 

62.1.2 )1( افترض أن G‏ بیان مترابط له 7 من الرؤوس. عرّف بيانًا جديدًا G'‏ من G‏ حيث G'‏ يحتوي على 
رأس واحد من كل شجرة مولدة للبيان G‏ وبحيث تكون الرؤوس G'S‏ متجاورة إذا وفقط إذا وجد n(G)-‏ 
2 ضلع مشترك بين الأشجار المرتبطة بهذه الرؤوس, أثبت أن'7) يكون مترابطاء ثم حدّد قطر '6. الشكل 
أدناه يعطي مثالا على هذه الحالة. 1 
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63.12. )1(: افترض أن G‏ بيان له من الرؤوس» و 1 + n‏ من الأضلاع. أثبت أن خصر G‏ أقل من Í‏ 
يساويه. [3/ (2+م2) | ثم جد مثالا s (Gus)‏ يحقق هذا N J Sol‏ جميعها. 

64.1.2 )1(: أثبت أن 1 + 2 هي أكي و خصر aad‏ من البيانات Lil g e lgs KL glad Jal‏ ليست أشجارًا. 
(مساهدق atl‏ أنه إذا وعد GE‏ حلقة طولها 2 + 2k‏ على JB‏ فرج .2 (Goal Az. G‏ 

65.1.2 (+): افترض أن © بيان مترابط له 7 من الرؤوس ودرجته الصغرى تساوي Gum k‏ 
esl .7-2 < 2)۸ +1) 9k <2‏ أن 1 - [(1+ diam G > 3] (n - 2) / (k‏ وي الحالة التي تكون 
فيها 2 < 2)/(k +1( 9k‏ دوا TERRE‏ مق :1 کت بيانا + يتحقق فيه هذا الحدّ » ويكون: 
e(H) (Moon [1965b]) .diam G = 3[(n-2)(k-- 1)]-1‏ 

66.1.2 افترض Biss Feil‏ غابات اتحادها يساوي © « وأثبت أن 5-1[ m 2 Makycg‏ 
guts)‏ لعن eal‏ كل من ناش Salas‏ ]1964[ وكذلك إدموندز [1965b]‏ إمكانية تحقيق هذا Sal‏ 

دائمًا - النتيجة 57.2.8). 

2 أثبت Ob‏ العبارة الآتية تمثل الشرط الضروري لوجود ۸ من الأشجار المولدة لبيان iG‏ 
بحيث CSS‏ هذة الأكتجار متنصلة Mindi‏ زوجًا زوجا: لكل تجزئة لرؤوس © إلى F‏ مجموعة. 
وجد على الأقل )1 - k (r‏ ضلعًا .2 G‏ بحيث تقع النقاط الطرفية لهذه الأضلاع 2 مجموعات 
مختلفة من مجموعات التجزئة. (تعليق: النتيجة 59.2.8 توضح أن هذا الشرط كاف LA‏ 
(Edmonds [1965c]: Nash — Williams [1961}-Tutte [1961a]‏ . 

68.1.2 تأمل البيان الموضّح 2 الشكل أدناه. هل يمكن تفكيك هذا البياق إلى أكجار مولةة متفصله Sean‏ 
وهل يمكن تفكيكه إلى أشجار مولدة منفصلة alc‏ ومتشاكلةة 


69.1.2 (*) خذ 2 الحسبان البيان الموجود قبل النظرية 17.1.2 الذي له , 12 ضلعًا عموديًا وستة عشر 
ضلمًا Éa‏ أو مائلة. افترض أن ر:8 هي الضلع رقم d‏ من الأعلى 2 العمود رقم أرمن الأضلاع العمودية. 
وافترض ایشا أن ر٨‏ تمثل الضلع رقم رمن اليسار ب الصف رقم 7 من الأضلاع الأفقية Fama‏ 
وافترض كذلك أن اللاعب الأول يتبع الاستراتيجية الموجودة 2 النظرية 17.1.2 « لهذ الموقع hr‏ 
أولا. عندهاء يحذف اللاعب الثاني الموقع رر»: ‏ حين يأخذ اللاعب الأول الموقع Ay,‏ بعد ذلك» يقوم 
اللاعب الثاني بحذف الموقع 2:/, ويأخذ اللاعب الأول الموقع Ay,‏ 2 هذه Ala pl‏ ارسم الشجرتين 
المولدتين. إذا علمت أن اللاعب الثاني يحذف بعد ذلك الموقع ,2 فاعمل قائمة بالحركات المتوافرة 
للاعب الأول من خلال هذه الاستراتيجية (Ertan)‏ 

70.1.2. (*) أثبت أن لعبة التجسير لا يمكن أن تنتهي بالتعادل بغض النظر عن الكيفية التي تتم بها 
الحركات. أي أثبت أنه الحالة التي يتعذر فيها إجراء المزيد من الحركات» Gi‏ أحد d‏ عام 
قن خضل على :سيان dados‏ ين أمدافه. 

71.1.2. )*( افترض cae YU ol‏ غيّرا قواعد هذه اللعبة؛ حيث يستطيع اللاعب الخاسر عمل مسار يريط 
بين طرفين صديقين. © هذه الحالةء يمنع الربط من خلال بناء جسر بين مواقع in pb‏ أو من خلال ربط 
مواقع مرتبطة أصلا بمسار. أثبت أنه يوجد لدى اللاعب الثاني استراتيجية تمنع اللاعب الأول من الفوزء 
أي أنها ترغم اللاعب الأول على الخسارة. (مساعدة: استخدم الفرضية 2 Wale‏ بدلا من الفرضية 2 .6.1 
(Pritikin)‏ 

2 (+): أثبت أنه )13 كانت G,,...,Gr‏ أشجارًا جزئية للشجرة G‏ بحيث تتقاطع هذه الأشجار زوجًا 
زوجاء فإنه يوجد ل © رأس ينتمي إلى كل من Gy, Gr‏ (مساعدة: استخدم الاستقراء على (k‏ 
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(تعليق: تسمى هذه النتيجة خاصية هيلي للأشجار) . 

2 (+): أثبت أن البيان البسيط G‏ يكون غابة إذا وفقط إذا تحقق أنه يوجد لكل عائلة من المسارات 
المتقاطعة زوجًا Gul) G 4 Log‏ مشترك بين هذه المسارات. (مساعدة: لبرهان أن الشرط كاف؛ 
استخدم الاستقراء على حجم عائلة هذه المسارات) . : 

74.1.2. افترض أن G‏ بیان بسيط له 7 من الرؤوس» و 2 - N‏ من الأضلاع. أثبت أنه إما يوجد ل © رأس 
معزول» أو أنه يوجد له مركبتان ليستا أشجارًا خالية من الأضلاع. استخدم هذه النتيجة 2 إثبات أن © 
بيان جزئي من G‏ عن طريق الاستقراء. (تعليق: الادعاء أعلاه غير صحيح للبيانات جميعها التي لها 
n - 1‏ من الأضلاع). )]1977[ .(Burns-Schuster‏ 

2 )+( أثبت أن كل شجرة على T‏ من الرؤوس (مختلفة عن (hin-i‏ تكون محتواة .2 متممتها. (مساعدة: 
استخدم الاستقراء على 7 4# إثبات النتيجة الأقوى: إذا كانت T‏ شجرة على 7 من الرؤوس. T tes‏ 
ليست نجمة » فإن Ky‏ يحوي نسختين منفصلتين als‏ من ٠ T‏ ويتحقق فيها أن كل نسخة من نسختي أي 
رأس (حيث هذا الرأس ليس ورقة) من رؤوس T‏ تظهر عند رأس مختلف ومتميز عن الرأس اس الآخر. 

2 )+( افترض Sci‏ مجموعة فيها :7 من العناصر. وافترض كذلك أن (A, ..., A)‏ هي 7 من المجموعات الجزئية 
(المختلفة) من S‏ أثبت أنه يوجد 2 S‏ عنصر ‏ بحيث تكون المجموعات Ai U (x), .... , An U (x)‏ مميزة 
ومختلفة. (مساعدة: عرف بيانا رؤوسه ,,4,... ,© بحيث إن ,0 جه :© إذا وفقط إذا أمكن الحصول على إحدى 
(A; 4)‏ من الأخرى بإضافة عنصر Vals‏ استخدم/بوصفها علامة دالة على الضلع: وأثبت وجود غابة تتألف 
من ضلع واحد لكل علامة مستخدمة؛ استخدم هذا للحصول على العنصر المنشود Bondy [1972a]) «(x‏ 


2.2. الأشجار المولدة والتعداد (spanning trees and Enumeration)‏ 
جد 20 Úte‏ بسيطا رؤوسها المجموعة (7,... ,1,2) -[7]؛ وذلك OY‏ كل زوج من هذه الرؤوس 
ay‏ أن ty‏ ار ایک e us‏ والسؤال المطروح هو: كم ly‏ من هذه البيانات شجرة؟ 2 هذا الجزء من 
aua pow «haill‏ التعداد هذه» وسنجدٌ كم شجرة مولدة يوجد لبيان معطى. GS‏ سنعطي العديد من 

التطبيقات. 


تعداد الأشجار 
2 حالة وجود رأس واحد أو رأسين. فيمكن تشكيل شجرة واحدة فقط, Bg‏ الحالة التي يكون لدينا فيها 
ثلاثة رؤوسء فإنه يوجد صف salg ISLES‏ فقط لهذه البيانات» إلا أن مصفوفة التجاور تتحدد من خلال 
معرفة Gl‏ من هذه الرؤوس هو المركز. لذاء فهناك ثلاث أشجار لها مجموعة رؤوس المجموعة ]3[ أما إذا 
كانت مجموعة الرؤوس هي المجموعة ]4[ فيوجد أربع نجمات و 12 مسارًاء وهذا يعطينا 16 شجرة. إضافة 
إلى Lil‏ نستطيع إثبات وجود 125 شجرة على مجموعة الرؤوس [5] من خلال دراسة متأنية لهذه المجموعة. 
4 


AS i 
BO 60-2 4 2 
AS شجرة على ]11[ من الرؤوس. وتسمى هذه صيغة‎ N? يتبيّن لنا من خلال ما سبق وجود‎ 


(Renyi) وريني‎ (Polya) وبوليا‎ (Kirch hoff) وكيركوف‎ (Prüfer) من برفر‎ JS لقد وجد‎ (Cayley's farmula) 
حول تعد اد صفوف الأشجار. وسنعطي إثبات‎ GLS 1970 عام‎ J.W. MOON وآخرين برهانا لهذه الصيغة. -2 حين كتب مون‎ 
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تناظر من خلال إيجاد ارتباط واحد لواحد بين مجموعة الأشجار على [M]‏ من الرؤوس مع مجموعة حجمها معروف. 

إذا أعطينا مجموعة S‏ من 7 من cole ME‏ فإنه يوجد N”?‏ طريقة لتشكيل قائمة طولها 2 - 7 مدخلاتها 
S 2‏ وسنرمز بالرمز $77 إلى مجموعة هذه القوائم ( انظر الملحق (A‏ 

سنستخدم S"?‏ لتشفير الأشجار التي رؤوسها المجموعة AS‏ وتسمى القائمة التي نحصل عليها من 
الشجرة شفرة برفر (Prüfer code)‏ لهذه الشجرة. 
1.2.2. خوارزمية . (Prüfer code)‏ شفرة برفر إنتاج S(T) = (a, ...,a52)‏ 
المدخلات: شجرة 7 مجموعة رؤوسها هي oS‏ حيث S € N‏ 
خطوات مرات الحدوث: عند الخطوة رقم i‏ احذف أقل ورقة باقية, واجعل Aj‏ تمثل جارًا لهذه الورقة. B‏ 
2.2.2 مثال : بعد إجراء 2 - 7 من العمليات. نجد أن ضلعًا واحدًا daza‏ من ال 1 = 7 ضلعًا الأصلية يبقى. 
وبذلك نكون قد حصلنا على قائمة f(T)‏ طولها 2 - 7 ومدخلاتها 2 $. و2 الشجرة المرسومة 4 الشكل 
أدناه. نجد أن أقل ورقة هي الرأس 2. نحذفها ونسجل 7( وبحذف 3 و 5 وتسجيل 4 ب4 كل مرة. نجد أن أقل 
ورقة .2 الشجرة المتبقية على الرؤوس الخمسة الباقية هي 4. لذاء ola‏ الشفرة التامة هي )744171( أما 
الرأسان المتبقيان أخيرًا فهما 1 و 8. لاحظ أن ما يتبقى بعد الخطوة الأولى من شفرة برفر هي شفرة برفر 
للشجرة الجزئية "7 التي مجموعة رؤوسها }2{-]8[ . 


6 8 5 

إذا Lisle‏ مجموعة الرؤوس ass. S‏ يمكننا استرجاع الشجرة من الشفرة 4 حيث إن Sall‏ 2-3 ذلك هي 
استرجاع الأضلاع جميعهاء وسنبدأ العمل من الرؤوس Aly pall‏ ونسترجع ‏ كل خطوة Labs‏ واحدّاء ونضع 
علامة على رأس واحد فقط . وعندما نكون مستعدين لأخذ © .2 الحسبان» فسيتبقى لدينا 2+1 - 7 رأسًا od‏ 
علامة و 1- 1 - 7 مدخلة من A‏ (من ضمنها (A;‏ وبناءً عليه. فإن رأسين على الأقل من الرؤوس غير المعلمة لا 
يظهران بين المدخلات المتبقية من مدخلات 41 ولتكن × هي أقلهما. » ثم نضيف Xi‏ إلى قائمة ئمة الأضلاع؛ ونضع 
علامة على الرأس X‏ وبتكرار هذه العملية 2 - 7 مرةء نجد أنه يتبقى لدينا رأسان فقط دون علامات. لذاء 
نصلهما معًا للحصول على الضلع الأخير. 

JUI 2‏ أعلاهء نعلم أن أقل عنصر من عناصر S‏ غير موجود 2 الشفرة هو 2 لذاء ola‏ الضلع الأول الذي 
يجب إضافته هو الضلع الذي يربط بين الرأسين 2 و7 ونضع علامة على الرأس 2. OX‏ سنجد أن أقل رأس دون 
علامة من الرؤوس المتبقية هو 3. لذاء نصله مع 4 وهذا هو A)‏ وبمتابعة هذه العمليةء نستطيع إعادة الأضلاع 
بالترتيب نفسه الذي تم به حذفها للحصول على ٩‏ من 1. 
لاحظ أنه يوجد رأس واحد دون علامة ر كل مُركبة من مركبات البيان التي حصلنا عليها خلال العملية السابقة. 
وهذا صحيح. لذاء فإن إضافة Gi‏ ضلع له طرفان غير معلمين تن تنتج ربطا بين مركبتين لهذا البيان. وبعد وضع 
علامة على أحد رأسي الضلع الجديد نجد أيضًا أنه يوجد لكل مركبة رأس واحد دون علامة. 
وبعد إجرا .2 - M‏ من الخطوات يتبقى لدينا رأسان فقط دون علامات. لذاء فإنه يوجد لدينا مركبتان. وبإضافة 
الضلع الأخيرء « نحصل على بيان مترابط. دننکن هد يننا Gls‏ له cya‏ الرؤوس؛ 5 1 n-‏ من الأضلاع »ومن 
النظرية 48.1.2. نعلم Si‏ هذا Lll‏ شجرة: لكننا حتى الآن لم نثبت أن 4 هي شفرة برفر لهذه الشجرة. " 
2. نظرية : (صيغة كيلي ]1889[(. )]1889[ -(Cayley's formula‏ 


إذا Sculls‏ مجموعة جزئية من IN‏ حجمها N‏ فإنه يوجد T7‏ شجرة رؤوسها هي المجموعة WS‏ 
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G سنثبت‎ N < 2 لاحظ أن النتيجة صحيحة عندما 7=1. لذاء افترض أن‎ .(prifer [1918] ) Guay 
مجموعة الأشجار التي رؤوسها 5 إلى المجموعة $7 التي عناصرها‎ cya f الخوارزمية 1.2.2. تعرف دالة تناظ‎ 
$n-22.a = (yy ...,0,5) طول كل قائمة منها يساوي 2 - 1 يجب أن نثبت أنه لكل‎ S هي قوائم من عناصر‎ 
Jie وسنثبت ذلك من خلال الاستقراء‎ f(D) = © وتحقق أن‎ S توجد شجرة واحدة فقط 7 رؤوسها‎ 

الخطوة الأساس: 2 = 7. 4 هذه الحالةء توجد شجرة واحدة لها رأسان. لذاء فإن شفرة برفرهي قائمة 
طولها صفرء وهي القائمة الفريدة التي تحقق الخاصية المطلوبة. 

خطوة الاستقراء: 2 7 إن حساب f(D)‏ يختزل كل رأس إلى رأس درجته تساوي l‏ ويمكن أن يُحذف 
مثل هذا الرأس خلال عملية الحساب هذه. لذاء فإن كل رأس لا يمثل ورقة 2 7. يجب أن يظهر 2 f (T)‏ لاحظ 
عدم ظهور أي ورقة -2 OY f(T)‏ تسجيل ورقة بوصفها جارًا لورقة أخرى؛ يتطلب اختصار الشجرة إلى رأس 
واحد فقط. لذاء فإن أوراق T‏ هي عناصر S‏ التي لا تظهر 2 f (T)‏ إذا كانت © = A(T)‏ فإن أول ورقة تحذف 
هي أقل عنصر .$2 غير موجود AZ‏ (لنقل إن هذا العنصر هو (X‏ وأن جار X‏ هو Ai‏ 

لقد أعطينا © © ?"5 ونبحث عن حلول Lees f (T)‏ لقد بيّنا أن كل شجرة من هذه الأشجار لها 
X‏ بوصفها ورقة ولها الضلع XO‏ وحذف X‏ يبقى الشجرة ,التي رؤوسها SY = S-(X]‏ وأن شفرة برفر لها هي: 
(a, ... Any)‏ = ' وهذه مرتبة عدد عناصرها 3 - n‏ وشكلت من AS‏ 

من افتراض الاستقراءء توجد شجرة واحدة فقط”7 رؤوسها S‏ وشفرة برفر لهاهي a‏ وبما أنه يمكن الحصول 
على كل شجرة لها © بوصفها شفرة برفر من خلال إضافة الضلع 1< BL‏ هذه الشجرة. فإن هناك حلا واحدًا 
للمعادلة © = Ge f(T)‏ الأكثر. وبالإضافة إلى ذلك فإننا نعلم أن إضافة xar‏ إلى”1 يعطينا شجرة رؤوسها S‏ 
ولها A‏ كشفرة برفر. لذاء هناك حل واحد للمعادلة © = f(T)‏ على الأقل. وهذا ينهي الإثبات. n‏ 

لقد حل كيلي المسألة جبريًا »وعد الأشجارمن خلال درجات رؤوسها لاحظ أن alls‏ التناظر الخاصة ببرفر 
pigs‏ مثل هذه المعلومات أيضاء 
422 نتيجة : افترض أن ,4,... d,,‏ مجموعة أعداد صحيحة مجموعها يساوي 2 - 277. ويوجد 
بالضبط شجرة رؤوسها المجموعة ]71[ بحيث إن درجة الرأس di gai‏ لكل . 
الإثبات: عند بناء شفرة برفر لشجرة 7ء نسجل 2X‏ كل مرة نحذف فيها جارًا ل × حتى نحذف X‏ نفسها 
أو نبقيها من بين آخر رأسين. لذاء فإن كل رأس X‏ يظهر بمقدار 1 - di(X)‏ مرة ب4 شفرة برفر. واستنادًا إلى 
ذلك « فإننا نحسب الأشجار التي لرؤوسها هذه الدرجات من خلال حساب قوائم طول كل منها 2 - 7# والتي لها 
d= 1‏ نسخة من Í‏ لكل i‏ إذا حددنا دليلا سفليًا لنسخ ‏ جميعها > وذلك لتمييز هذه quail‏ فإننا نبدل 2 - n‏ 
شیا ٠ Üts‏ وهذا يعطينا ! )2 - 77( قائمةء Lagg‏ أنه لا يمكن التمييز بين نسخ of‏ فإننا نكون قد حسبنا كل 

تيبة منشودة بمقدار !(1-:11)4 مرةء مرة لكل طريق لترتيب الدليل السفلي على كل نوع من العلامات (label)‏ 

" جوانب أخرى لمسألة التعداد هذه).‎ Tu 
s مثال: الأشجار ذات الدرجات الثابتة. 2 الحسبان الأشجار التيرؤوسها ]1,2,3,4,5,6,7[ حيث در.‎ 5.2.2 
هذه الأشجار مقتر.‎ gl! a x 730 هذه الرؤوسهي: )3.1.2.1.3.1.1( على الترتيب. وبالحساب» نجد أن‎ 
PT nl a R Gj أدناه: لاحظ أن الرؤوس (5, 1,3( فقطهي التي لا تمثل‎ 
الموجود 2 الوسط.‎ old بحسب‎ Lia كل‎ 32 AA dl Lent ثلا مو هذه‎ Lia y. {1,3,5} jus! 


1. 3s 1.2313 CE ES: 
gra 
ومن أجل إكمال كل شجرة؛ نضيف عددًا مناسبًا من جيران الأوراق لكل رأس لا يمثل ورقة لإعطاء هذا‎ 
الرأس الدرجة المنشودة. هناك ست طرق لإكمال الشجرة الأولى (اختر من بين الرؤوس الأربعة المتبقية‎ 


(n—-2)! 
Td; - 1)! 
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الرأسين المجاورين للرأس 1). وهناك 12 طريقة لإكمال كل شجرة من الأشجار الأخرى ( اختر Sla‏ الرأس 
3 من بين الرؤوس الأربعة ARAM‏ ثم اختر جار الرأس المركزي من الرؤوس الثلاثة المتبقية) . = 


الأشجار المولدة في البيانات (Spaning Trees Graphs)‏ 

يمكننا توضيح صيغة كيلي بطريقة ثانية. هي :بما أن البيان التام الذي مجموعة رؤوسه [77] يمتلك الأضلاع 
جميعها التي يمكن أن KARELS‏ لتشكيل الأشجار التي مجموعة رؤوسها ola [n]‏ عدد الأشجار التي لها مجموعة 
رؤوس محددة حجمها 7 يساوي عدد الأشجار المولدة 2 بيان تام على 77 من الرؤوس. 

SLE G 2. عمومّاء لايوجد‎ G نأخذ المسألة الأعم المتعلقة بحساب عدد الأشجار المولدة 2 أي بيان‎ gM! 
ولكننا نأمل -2 إيجاد خوارزمية‎ Ay كالبيان التام. لذاء يستحيل أن تتوقع صيغة بسيطة مثل الصيغة السهلة للبيان‎ 
.© تعطينا طريقًا سهلا لحساب الجواب لأي بيان‎ 


2. مثال: 2 الشكل أدناه. تجد الطائرة الورقية. لحساب عدد الأشجار المولدة: لاحظ أن أربعًا من هذه 
الاشجار تمثل المسارات حول الدائرة الخارجية للرسم. إن الاشجار المولدة المتبقية تستخدم الضلع الموجود 
على القطرء وبما أنه يجب أن تشمل ضلعًا لكل رأس درجته 2( فإننا نحصل على أربع أشجار مولدة إضافية 

لذاء فإن العدد الكلي للأشجار المولدة للطائرة الورقية يساوي 8. " 


[| L] 
Zl we 


لقد حسبنا 2 المثال 6.2.2 الأشجار التي لها ضلع قطري» وكذلك الأشجار التي لا يوجد لها ضلع قطري 
كل على حدة» وهذا يقترح علينا خطوات مكررة لحساب عدد الأشجار المولدة. ومن الواضح أن الأشجار المولدة 
للبيان G‏ التي لا تحوي الضلع © هي نفسها الأشجار المولدة للبيان © - 6. ولكن؛ كيف يمكن حساب الأشجار 
المولدة التي تحوي SE‏ يستخدم الجواب عملية بسيطة (أولية) على البيانات. 








2.. تعريف: افترض أن © ضلع 2 بيان G‏ بحيث إن V, U‏ هما رأسا e‏ نعرّف تقليص e‏ أو انقباضه 
أو انكماشه على أنه استبدال # و V‏ برأس واحد فقط» حيث إن الأضلاع التي تقع على هذا الرأس هي 
الاضلاع جميعها ما عدا © الذي كان يقع على U‏ أو على ۷ء das Y‏ أن عدد اضلاع البيان الناتج الذي نرمز 
إليه بالرمز Ge‏ يقل Maly‏ عن عدد أضلاع 6. 


[> be 


لاحظ أنه عندما نرسم G‏ فإن الانقباض للضلع © يختزل الضلع إلى نقطة واحدة فقط» إضافة إلى أن 
عملية انكماش الأضلاع أو انقباضها يمكن أن تولد أضلاعًا مكررة أو عرى. لحساب عدد الأشجار المولدة؛ 
يجب أن نحافظ على الأضلاع المكررة (انظر المثال 9.2.2). إلا أنه 2 بعض التطبيقات الأخرى للانكماش 
يمكن أن تكون الأضلاع المكررة غير ذات صلةء ولكن الحساب بطريقة الخطوات المكررة ينطبق على البيانات 
جميعها. 
8.2.2 قضية. افترض أن (7)6 تمثل عدد الأشجار المولدة لبيان ©. إذا كان © ضلعًا 2 E(G)‏ بحيث إنه ليس 
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أنشوطة, AG) = (G - e) + AG.) ots‏ 
الإثبات: إن الأشجار المولدة للبيان 6 التي لا تحوي الضلع © هي الأشجار المولدة للبيان © - AALS G‏ 
ولبرهان أن ل 6 (G.2)‏ شجرة مولدة تحوي الضلع €« فإننا سنثبت أن انكماش © يعرف دالة تناظر من 
مجموعة الأشجار المولدة للبيان 6 التي تحوي © مع مجموعة الأشجار المولدة للبيان ©.6©. 

عندما نعمل انكماشًا للضلع © شجرة مولدة تحويهء فإننا نحصل على شجرة مولدة للبيان 6.6؛ لأن 
البيان الجزئي الناتج هو مولد ومترابط, وله العدد المناسب من الأضلاع. لاحظ أن الأضلاع الأخرى تحافظ 
على نفسها تحت الانكماش. لذا ٠لا‏ توجد شجرتان صورتاهما هي صورة الشجرة المولدة نفسها للبيان G.e‏ 
تحت هذه العمليةء وستظهر كل شجرة مولدة ل G.E‏ بهذه الطريقة أو بهذه الصورة أيضًا؛ لأن إعادة Xa‏ هذا 
gal gil‏ إلى الضلع © يعطينا شجرة مولدة للبيان © Legs‏ أن كل شجرة مولدة للبيان 6.6 تظهر مرة واحدة 
daza‏ فإن الدالة هي alls‏ تناظر. " 
2. مثال: خطوة 2 عملية الخطوات المكررة. هناك أربع أشجار مولدة لكل بيان من البيانات الموجودة 
عن اليمين. لذا فإن الفرضية 8.2.2 تضمن وجود ثماني ي أشجار مولدة للطائرة الورقية das Y.‏ أن الحسابات 
تفشل -2 حال عدم وجود الأضلاع المكررة. n‏ 


TE 


لاحظ أنه يمكن توفير بعض الوقت والجهد .2 الحسابات من خلال معرقتنا لعدد الأشجار المولدة 
(G)‏ لبعض البيانات الخاصة G‏ وذلك مثل البيانات الموجودة عن اليمين 2 الشكل أعلاه. 
2. ملاحظة : إذا كان ly G‏ مترابطًا WILE‏ من العرى ولا توجد فيه (gl‏ حلقة طولها 3 على الأقل. 
(G) ola‏ تساوي حاصل ضرب عدد تكرارات الأضلاع. لاحظ عدم وجود أي شجرة مولدة للبيان غير 
المترابط. ولاحظ أيضًا أنه لآ يمكن تطبيق عملية الخظوات المكرزة الموجودة ب الفرضية 8.2.2. عندما يكون 
الضلع © أنشوطة. فعلى سبيل «QUAM‏ توجد شجرة مولدة واحدة للبيان الذي له رأس واحد وأنشوطة واحدة. 
ولكن حذف الأنشوطة وانقباضها يحسب الشجرة المولدة مرتين» وبما أن وجود العرى لا يؤثر 2 عدد الأشجار 
المولدة» فبإمكاننا حذفها أينما ظهرت. n‏ 

تتطلب عملية حساب الأشجار بطريقة الخطوات المكررة Cs‏ شرط ابتدائي على البيانات التي تكون 
أضلاعها جميعها use‏ وهو وجود شجرة Bulga‏ واحدة لها حال وجود رأس واحد فقط لهاء -2 حين 
لا يوجد لها أي أشجار مولدة عندما يكون لها أككر مق 15455 وإذا أتممنا عملية الحساب هذه من خلال 
Gee Qa ed‏ حتف Sb lad gl JF‏ سن a aul E‏ مو لمكن Mn 249... a‏ 
لاحظ أنه ومع أخذ الملاحظة 10.2.2 2 الحسبان من حيث توفيرها للوقت والجهد. إلا أن كمية الحسابات 
التي يجب عملها تنمو ga GL‏ حجم البيان, وهذا بالطبع غير عملي. 

توجد تقنية أخرى تؤدي إلى حسابات أسرع. وهذا معطى من خلال نظرية مصفوفة الشجرة التي 
ظهرت من خلال عمل كيركوف 2 العام )]21847[ (Kirchhoff‏ حيث نحسب (G)‏ من خلال حساب 
المحددة. إن هذه الطريقة أسرع كثيرًا ؛ لأن حساب محددة المصفوفة من الحجم 77 eun x‏ من خلال أقل 
من 7 من العمليات. وكذلك نعلم أن صيغة كيلي تتبع من نظرية مصفوفة الشجرة بأخذ kn‏ = 6 (تمرين 
17(. ولكنها لا تتبع بسهولة من الفرضية 8.2.2. 

وقبل أن نعطي هذه النظرية. سنوضح الحسابات التي تحدّدها هذه النظرية من خلال المثال الآتي: 
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2. مثال: حسابات مصفوفة الشجرة. ترشدنا النظرية 12.2.2 إلى طريق ق تكوين المصفوفة من خلال 
وضع درجات الرؤوس على القطر. وطرح مصفوفة التجاور من هذه المصفوفة القطريةء GÀ‏ حذف صف 
وعمود. وأخيرًا حساب المحددة. لاحظ أنه عندما تكون G‏ هي الطائر: ة الورقية الموجودة 2 Obs 9.2.2 JE‏ 
درجات الرؤوس هى: 3.3.2.2 وهنا كرو Hagia‏ الموجودة عن اليسار. ونحسب محددة المصفوقة الموجودة 
ب الوسط. فيكون العدد الناتج هو عدد الأشجار المولدة. . 
E‏ 1344 
aaa ud - (220)—:‏ 
Dz. 0° 2‏ 
وبما أن العرى لا تؤثر 2 الأشجار المولدةء فإننا نحذفها قبل بدء عملية الحسابات. ومن الجدير بالذكر 
أن إثبات النظرية يستخدم خواص المحددة. 
12.2.2 نظرية : (نظرية مصفوفة الشجرة). افترض أن © بيان JE‏ من العرى رؤوسه Vn‏ 
a joel y‏ أيكا أن sae dij‏ الأضلاع التي طرفاها Vi‏ و Vj‏ . وافترض كذلك أن © هي المصفوفة التي مدخلتها 
(ij)‏ هي -aij‏ عندما Fj‏ 1و d(v))‏ عندما i 5j‏ ]13 حصلنا على المصفوفة *0) من المصفوفة O‏ بحذف صفٌ 
5 وعمود / فإن: 
*(G) = (-1)* det Q*‏ 
الإثبات*: سنثبت الحالة عندما 1 5 = us‏ أما الحالة Aol!‏ فإنها تتبع من نتيجة 2 الجبر الخطي 
(عندما يكون مجموعٌ مدخلات: أعمدة مصدوقة مساويًا للمتجه amem‏ فإن مرافقات المعاملات 
(مُتعامل) (cafactors)‏ تكون ثاب بتة 2 ua JS‏ - التمرين 18.6.8). 
Sà‏ إذا كان D‏ توجيهًا للبيان G‏ وکان ت11 مصفوفة وقوع MM" os D‏ = 0. وإذا meals‏ ,۴هي 
أضلاع obs D‏ مدخلات Mij = 1 eM‏ عندما يكون Vi‏ هو ذیل ر٥‏ و 1- = mil, j‏ عندما يكون LL Vi‏ للضلع 
© » و 0 Mi=‏ بخلاف ذلك. لاحظ أن المدخلة [ MM i,‏ هي الجداء النقطي للصف Í‏ مع عمود رمن 
المصفوفة /1. ولاحظ أيضًا أنه عندما ola i Ej‏ الجداء يحسب 1- لكل ضلع من G‏ يربط بين الرأسين» وعندما 
i = j‏ فإنه يحسب 1 لكل ضلع يقع على الرأس» وعليه فهو يعطي الدرجة لذلك الرأس 


a b c d 1 S 2 
lop qp. 0 gon ag 
— 99 DAR e B: EE 
M= 310 o o 1 4] * 4 Oc a ze 
EL AY $1 O d-3 
4 e 3 


a‏ إذا Beals‏ مصفوفة جزئية من M‏ حجمها(1 - det B = +1 ola (n - 1) × (n‏ وذلك عندما تشكل 

ال1 - 7ضلعًا المرتبطة بهذه المصفوفة شجرة مولدة للبيان G‏ وتكون 0 = det B‏ بخلاف ذلك. 2 الحالة الأولى. 
نستخدم الا ستقراء على 7 لبرهان أن 1+ = det B‏ إذا كانت 1 = 7: فإننا نتفق على أن محددة المصفوفة من الحجم 
0 هي1 اصطلاحًا . لذاء افترض أن 1 > 7 وافترض أن 7 شجرة مولدة أضلاعها أعمدة 8. بما أنه توجد للشجرة 
T‏ ورقتان على الأقل. وبما أنه ذف صف واحد فقطء فإنه يوجد للمصفوفة D‏ صف يرتبط بورقة من 7 « إضافة إلى 
أن لهذا الصف مُدخلة واحدة فقط مختلفة عن الصفر وموجودة ب 8. وبحساب المحددة بتمديدها حول هذا الكت 
نجد أن المصفوفة الجزئية الفريدة '8 التي لها وزن غير صفري 2 هذا التمديد هي المصفوفة المرتبطة بالشجرة 
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الجزئية المولدة للبيان X‏ - 6 » والتي نحصل عليها بحذف × والأضلاع الواقعة عليها من T‏ وبما أن حجم B'‏ هو 
aM - 2) x (n-2)‏ مصفوفة جزئية من مصفوفة الوقوع لتوجيه للبيان Gar‏ فإن فرضية الاستقراء تضمن لنا 
أن1 ± = Lay det B'‏ أن كل مُدخلة غير صفرية 4 صف هي l‏ فإننا سنحصل على النتيجة نفسها للمصفوفة 
B‏ أي det B= +1 él‏ 
إذا كانت ال 1 - ٨‏ ضلعًا abs tl‏ بأعمدة B‏ لا تشكل شجرة مولدة: فإن النظرية 40.1.2 تضمن وجود 
حلقة C‏ ضمن هذه الأضلاع. By‏ هذه الحالة. سنكوّن التركيب الخطي للأعمدة على الصورة الآتية: يكون 
المعامل صفرًا إذا كان الضلع (العمود) غير موجود CZ‏ ويكون 1+ إذا تم تتبعه إلى الأمام من خلال C‏ .3 
e‏ - إذا تم تتبعه رجوعًا إلى الخلف من خلال C‏ لذاء نحصل على وزن كلي يساوي صفرًا على كل 
س. |3 تكون الأعمدة غير مستقلة خطيًاء وهذا يعطينا أن 0 = det B‏ 
cas‏ حساب *© det‏ افترض أن M*‏ هي ما نحصل عليه بحذف الصف t‏ من M‏ لذاء فإن 
Q*-M'(M*‏ إذا كانت 1 - n‏ > . فإن المحددة تساوي dio‏ ولا توجد أشجار مولدة. لذلك. 
افترض أن 1 - 7 < 2m‏ هذه الحالة استخدم صيغة بنيت وكوشي (Binet-Cauchy formula)‏ 
(التمرين 19.6.8( إل I MM.‏ صل ضرت aaa M Ac REE‏ 
جزئية مربعة مكونة من المعاملات: والتي تتضمن على أنه عندما m < p‏ وعندما تكون 4 من abe‏ 
و B‏ من الرتبة det AB = Xs det A; det B; ola mx p‏ حيث إن المجموع مأخوذ على المجموعات S‏ 
جميعها التي تحوي 7 من العناصر الموجودة 2 [m]‏ و AS‏ هي المصفوفة الجزئية من A‏ المؤلفة من أعمدة 
دليلها S‏ أما Bs‏ فهي المصفوفة الجزئية من B‏ المؤلفة من صفوف دليلها S‏ وعندما نطبق هذه الصيغة على 
Q*-M'(M*)‏ فإن المصفوفة الجزئية :4هي (1 - (N - 1) X (n‏ مصفوفة جزئية من M‏ كما هي الحال 
Gba.‏ أعلاه. وكذلك cdl .B, =A," ola‏ فالمجموع يحسب (EIP‏ =1 لكل مجموعة مؤلفة من(1 - (n‏ ضلعًا 
مرتبطة بشجرة مولدة. ويحسب صفرًا للمجموعات الأخرى جميعها التي بها 1 - 7ضلعًا. " 
التفكيك ووضع العلامات الدالة الجميلة (Decomposition and grecefullabelings)‏ 
سنأخذ 2 الحسبان مسألة أخرى متعلقة بتفكيك البيانات ( التعريف 32.1.1 ). لاحظ أنه بإمكاننا أن نفكك 
G‏ دائمًا إلى أضلاع منفردة. والسؤال المطروح هو: هل بإمكاننا تفكيك G‏ لنسخ من شجرة أكبر 7 ؟ إن هذا 
يتطلب أن تكون e(T)‏ قاسمًا من قواسم e(G)‏ و(۸)7 < oss. A(G)‏ هل هذا الشرط كاف5 لاحظ أنه 
حتى عندما يكون G‏ منتظمًا من الدرجة (0)1: فإن هذا يفشل (التمرين 20). فعلى سبيل ace SLM‏ أن بيان 
بيترسون لا يتفكك إلى مخالب. 
وضع هاجكفست (Häggkvist)‏ المخمنة الآتية: إذا كان 6 بيانًا منتظمًا من الدرجة 27ء وكانت BAT‏ 
لها m‏ من الأضلاعء E(G) ofa‏ تتفكك إلى A(G)‏ نسخة من'1 . إلا أنه وحتى الحالة البسيطة التي يكون فيها G‏ 
بیانا GG‏ مازالت مسألة دون o>‏ 
2. مخمنة (تخمين). )]1964[ (Ringel‏ إذا كانت 7 شجرة معلومة وثابتة ولها M‏ من الأضلاع ol‏ 
,ل يتفكك إلى 1 +277 نسخة من T‏ 
ركزت المحاولات لبرهان مخمنة رينجل (Ringel)‏ على المخمنة الأقوى المتعلقة بالشجرة الجميلة 
(ذات الصفات الحلوة). إن مخمنة الشجرة الجميلة تعطينا مخمنة رينجلء بالإضافة إلى بعض النتائج المتعلقة 
بتفكيك البيانات التامة ذات الرتبة الزوجية ( التمرين 23 ). 
22 . تعريفه:العلامات الدالة الجميلة لبيان G‏ له من po‏ هي دالة 
eux: SVG) — {0,...,m}‏ ج5 oanp d‏ اة a)‏ عددية مختلفة وبحيث إن: 
f): uv € E(G)) = {1,2,....m}‏ )1/0( ونقول: إن البيان جميل إذاوجدت له علامات دالة جميلة. 
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2 . مخمنة (مخمنة الشجرة الجميلة ) .)]1964[ (Kotzig, Ringle,‏ يوجد لكل شجرة علامات دالة جمياة. W‏ 
2 . نظرية : )]1967[ (Rosa‏ إذا كانت T‏ شجرة لها M‏ من الأضلاع» ولها علامات دالة 
جميلة. فيوجد تفكيك للبيان ,ر إلى 277+1 نسخة من T‏ 


2m+1 
بوصفها صفوف تطابق بمقياس 1 +277 مرتبة بصورة دائرية (حلقية). إن الفرق‎ Ky, الإثبات: تخيل رؤوس‎ 

بين أي صفي تطابق يساوي 1 إذا كانا متتابعين ٠‏ ويساوي 2 325151 بينهما صَف آخر وهكذاء حيث يساوي هذا 
الفرق 7# إذا وُجد بينهما M‏ من الصفوف. : نضع أضلاع hatha Aap allt iu a‏ 
لاحظ أنه لكل Sy <m‏ 1ء يوجد 1 +277 ضلعًا الفرق بين plo‏ 2 كل منها يساوي of‏ وهذا يضع الأضلاع ضمن 
صفوف تسمى صفوف الفرق أو اف( .(difference‏ 


5. 
0 4 2 3 7e 2 
| 6e 3 
1 
5 4 


من العلامات الدالة الجميلة الموجودة على LT‏ تعرّف نسحًا من Ky, 2 T‏ ولتكن هذه النسخ هي: 
Ty s Tom‏ إن رؤوس+7 هي: (1 + K,...,K+m (mod 2m‏ حيث إن i‏ + ۸ يجاور ثر + ۸ إذا وفقط إذا كان 
i‏ يجاور العلامات الدالة الجميلة الموجودة على 7. تظهر النسخة Lalai To‏ كصورة العلاقات الدالة الجميلة 
ولها ضلع مشترك مع كل فرق. وأن الانتقال إلى النسخة الثانية ينقل كل ضلع إلى ضلع آخر له الفرق نفسه من 
خلال إضافة واحد إلى كل اسم (علامة) لكل نقطة طرفية. إن لكل صف فرقًا من الأضلاع ضلعًا موجودًا 1:2. 
وبناءً عليه, فإن «12, ...10 تفكك F Kym‏ 

من المعلوم أن العلامات الدالة الجميلة موجودة لبعض الأنواع من الأشجار. ولبعض العائلات الأخرى من 
البيانات (انظر ]1998[ (Gallian‏ . ومن السهل جدًا إيجاد علامات دالة جميلة للنجوم والمسارات .ونعرّفذيما 
يأتي عائلة من الأشجار a5‏ تعميمًا لكل من النجوم والمسارات من خلال السماح بإضافة أضلاع تقع على مسار. 


2. تعريف : تعرّف الجرارة (Gaterpillar)a‏ على أنها شجرة فيها مسارواحد (العمود الفقري أو الرئيس) 
يقع على ( أويحوي) كل ضلع. 


2. مثال: إن رؤوس الجرارة التي لا تقع على العمود الفقري هي أوراق (وتسمّى أيضًا أقدامًا). 
2 الشكل axle aes Loi‏ اها عات By Alas alls‏ الحفيفة Sale d$ Ge‏ بيات uae‏ 


(التمرين 31( الشجرة ۲ 2 الرسم أدناه ليست جرارة. ل 
$ 8 4 10 3 14 0 
e > *‏ 
Irae r‏ 
IL $ s 6‏ 122 13 2 1 


2 . نظرية : تكون أي شجرة جرارة إذا وفقط إذا كانت غير محتوية على الشجرة Y‏ المبينة أعلاه. 
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الإثبات: افترض أن G'‏ هي الشجرة التي نحصل عليها من الشجرة G‏ من خلال حذف كل ورقة من -G‏ 
بما أن الرؤوس التي تبقى G2.‏ ليست أوراقا فيها ٠‏ فيوجد G'2‏ رأس درجته 3 على الأقل إذا وفقط إذا ظهر 
الشكل Y‏ 2 ©. لذاء فإن G‏ لا تحوي نسخة من Y‏ إذا وفقط إذا كانت 2 > A (G')‏ وهذا يكافئ أن تكون © 

مسار Ning‏ كافك أن كون 2l jo. G‏ أيضا: " 


التفريع والبيانات الموجهة الأويلرية (اختياري) (Branching and Eulerian Diagraphs)‏ 

لقد eee‏ توت (Tutte)‏ نظرية مصفوفة الشجرة إلى البيانات الموجهة. لاحظ أنه 2 الحالة التي يكون 
فيها البيان الموجه متماثلا ء فإن نظرية توت تكون نظرية الشجرة نفسها. (يكون البيان الموجه متماثلا إذا كانت 
مصفوفة تجاوره متماثلة. و هذه الحالة يكون البيان الموجه نموذجًا لبيان). ومن الجدير بالذكر وجود ربط 
مدهش بين هذه النظرية من جهة والحلقات الأويلرية من جهة أخرى. 


2 . تعريف: s‏ التفريع أو الشجرة الخارجة على أنه توجيه لشجرة لها جذر درجة دخوله صفرء 
ودرجة دخول أي رأس آخر من رؤوسها تساوي 1. ب2 حين نعرف الشجرة الداخلة على أنها شجرة خارجة 
تم عكس (قلب) أضلاعها. 
إن التفريع الذي جذره V‏ اتحاد لمسارات تبدأ من ۷ (التمرين 33). لاحظ أنه يمكن الوصول إلى كل رأس 
من رؤوس هذا التفريع من خلال مسار واحد فقط. وهناك نتيجة مماثلة تتحقق للأشجار الداخلة. وهي أن 
الشجرة الداخلة اتحاد لمسارات إلى الجذر؛ مسار واحد مكل Lus, «ly‏ يأتي نعطي نضا دون إثبات لنظرية 
توت من أجل إيجاد عدد التفريعات. 


2 . نظرية : مصفوفة الشجرة الموجهة. )]1948[ (Tutte‏ افترض أن 6 بيان موجه خال من العرى» اجعل 
=D -A'‏ 0و '4- *(1 = *0) . حيث *(1 و هي المصفوفات القطرية لدرجات كل Ga‏ الدخول والخروج 
GE‏ وأن المدخلة (1j)‏ 2 4هي عدد الأضلاع من الرأس77 إلى Vi gal‏ هذه الحالة: يكون عدد الأشجار 
الخارجة (الأشجار الداخلة) د 6 التي جذرها Vi‏ هوقيمة كل متعامل (مرافق معامل) 2 الصف 7 للمصفوفة 
O7‏ (عمود ‏ للمصفوفة *0). = 


2. مثال: يوجد للبيان الموجه أعلاه شجرتان خارجتان مولدتان جذر كل منهما الرأس رقم 1. 
وشجرتان داخلتان مولدتان جذر كل منهما الرأس رقم 3. لاحظ أن كل متعامل 2 الصف الأول للمصفوفة 
٠‏ 0 هو 2ء وكل متعامل 2 العمود الثالث للمصفوفة *© هو 2. ل 

els‏ أن الرؤوس المعزولة لا 2555 الحلقات الأويلريةء وبإهمال هذه الرؤوسء نقول: إن البيان الموجه 
يكون أويلريًا إذا وفقط إذا كانت درجة الدخول = درجة الخروج لكل راسء وكان البيان المتضمن مترابطا 
(النظرية 24.4.1( إن مثل هذه البيانات الموجهة تكون مترابطة بقوة مما يسمح UJ‏ بإيجاد الشجرة الداخلة 
المولدة. وسنصف أيضا الحلقات الأويلرية بدلالة الشجرة الداخلة المولدة. 


2. تمهيدية 1 البيان الموجه القوي» يكون كل رأس جذرًا لشجرة خارجة (ولشجرة داخلة). 
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الاثبات: خذ رأسًا v‏ وابدأ بإضافة الأضلاع للحصول على تفريع منه. اجعل Si‏ تمثل مجموعة الرؤوس التي 
تصلها بإضافة 7 من الأضلاع» اجعل S - fV]‏ بما SI‏ البيان AS hl‏ مترابط 353 إذنء يوجد ضلع يخرج من 
Si‏ (التمرين 10.4.1). أضف هذا الضلع للتفريع الموجود لديك» ثم أضف رأس هذا الضلع إلى المجموعة Si‏ 
لتحصل على :+:5. 358 هذه العملية لتصل إلى الرؤوس جميعها. 
للحصول على شجرة داخلة من المسارات إلى V‏ اعكس الأضلاع جميعها وطبق الخطوات السابقة 
نفسها ؛ علمًا بأن البيان الموجه الذي نحصل عليه من عكس أضلاع بيان موجه قوي يكون أيضًا Ég‏ " 
تعطينا البديهية السابقة n‏ ظارية للحت من Cil bal il‏ من جتان معين: 2.5 الجزء التاليء سنناقش 
البحث عن أشجار بشمول أكثر. 
2. خوارزمية : ) حلقة أويلرية -2 بيان موجه) 
المدخلات: بيان موجه أويلري7) ليس له رؤوس معزولة, وشجرة داخلة مولدة7 مؤلفة من مسارات إلى الرأس۷. 
sr i‏ لكل ar EVG)‏ حدّد aa a‏ للأضلاع المغادرة إلى بحيث إنه إذا كانت PISO UEV‏ 
Tau‏ يأتي -2 آخر الترتيب. 
ثانيا: مبتدتًا من ۷ « كؤن dale‏ أويلرية > وذلك بخروجك الدائم مز ارا E‏ سور 
غير المستخدم سابقًاء والموجود ضمن الترتيب المحدد عند U‏ 
2. مثال: 2 البيان الموجه أدناه. نجد أن الأضلاع الغامقة تشكل شجرة داخلة 7 من المسارات إلى 
V‏ . أماالأضلاع المعلمة بالترتيب بدءًا من 1 فتشكل حلقة أويلرية » وتغادر هذه الأضلاع Lily‏ من خلال ضلع 
من T‏ عندما لا تجد بديلا آخر للمغادرة . إذا ela‏ الترتيب عند V‏ بوضع 1 قبل 10 قبل 13 فإن الخوارزمية 
تتبع الاضلاع بحسب الترتيب المشار إليه. n‏ 





2 . نظرية : الجوارزمية 242:3 بح Leto‏ حلمة kc‏ 
الإثبات: باستخدام تمهيدية 2322 id‏ شجرة داخلة T‏ إلى رأس LV‏ وبعد ذلك نطبق الخوارزمية 
2 لبناء مسرب. لاحظ أنه يكفينا إثبات أن هذا المسرب يجب أن ينتهي عند V‏ فقط بعد أن يكون قد مرّ 
على الأضلاع جميعها. 

عندما ندخل إلى رأس ols wv 7 U‏ الضلع المغادر إلى T 2- u‏ يكون غير مستخدم بعد؛ لأن 
.d*(u) =d (u)‏ لذاء عندما ندخل إلى obo. U‏ هناك spb‏ دائمًا للخروج منه. (3l‏ فالمسرب لا ينتهي إلا 
عند V‏ فقط. 

وننهي فقط 2 الحالة التي Y‏ نستطيع بعدها الاستمرارء وهذا يعني أننا استخدمنا الأضلاع الخارجة 
جميعها عند ۷ء وبما d^ (VA (Vg)‏ فيجب أن نكون قد استخدمنا الأضلاع الداخلة إلى V‏ جميعهاء وبما 
أنه لا يمكننا استخدام ضلع من T‏ إلا إذا كان هو الضلع الوحيد المتبقي والمغادر لذيلهء فإنه لا يمكننا استخدام 
الأضلاع الداخلة إلى V‏ جميعها إلا بعد مرورنا على الرؤوس كلها؛ VOY‏ تحوي مسارًا من كل ullo‏ " 
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2. مثال: 2 البيان الموجه أدناه. كل شجرة داخلة إلى الرأس V‏ تحوى كلا من MV, YZ, WX‏ وضلمًا واحدًا 
بالضبط من (zu, ZV}‏ وضلعًا واحدًا بالضبط من A XZ}‏ يوجد أربع أشجار داخلة إلى لا. لكل شجرة داخلة 
نفترض1 1199( 00( = !)1 - TI;‏ ترتيبًا للأضلاع المغادرة من الرؤوس. لذاء نستطيع الحصول على حلقة 
أويلرية واحدة من كل شجرة داخلة عندما نبدأ من V‏ 2 اتجاه الضلع VW‏ = ©. و الشكل أدناهء تجد الأشجار الأربعة 
الداخلة والحلقات المرتبطة بها. 


الحلقات الأشجار الداخلة التىتحوى 
i ZU 3 Xy (v, W, x, z, V, X, y, z, U)‏ 5 
ZU 9 XZ (v, W, x, Y, Z, V, X, Z, U)‏ 
ZV 3 Xy (v, W X, Z, U, V, X, y, Z)‏ 
(v, W, x, y, Z,U, V, X, 2)‏ ولاج 





نقول: إن حلقتين أويلريتين هما الحلقة نفسهاء إذا كانت أزواج الأضلاع المتتابعة 2 كل منهما هي الأزواج 
نفسهاء ولكل شجرة داخلة إلى ۷ء لاحظ أن الخوارزمية 24.2.2 تولد !)1 - *(u)‏ 4)رمع IT,‏ حلقة أويلرية 
مختلفة. ولاحظ أيضًا أن آخر ضلع خارج يُتْبّت من قبل الأشجار التي نحصل عليها من الرؤوس المختلفة 
عن Lay -V‏ أننا نهتم بالترتيب الحلقي للأضلاع فقطء فبإمكاننا اختيار ضلع محدد © لبدء ترتيب الأضلاع 
المغادرة إلى الرأس Y‏ إن أي تغيير ‏ ترتيب الأضلاع الخارجة عند الرؤوس يحدد عند نقطة معينة الخيارات 
المختلفة للضلع التالي. لذاء فإن الحلقات تكون مختلفة. وبالمثل؛ فإن الحلقات التي نحصل عليها من الأشجار 
الداخلة تكون مختلفة. وهناء نكون قد ولدنا !)1 - CWT, eso (d (U)‏ حلقة أويلرية مختلفة. حيث © هي عدد 
الأشجار الداخلة إلى . 

وبك الحقيقة, فإن هذه الحلقات هي الحلقات الأويلرية جميعهاء وهذا يعطينا برهانًا تركيبيًا (حسابيًا) 
لحقيقة أن عدد الأشجار الداخلة إلى كل رأس 2 بيان موجه أويلري يكون العدد نفسه. إن البيان الذي نحصل 
عليه عن طريق عكس الأضلاع جميعها له عدد الحلقات الأويلرية نفسه. لذاء فإن عدد الأشجار الخارجة من 
كل رأس يكون له القيمة © نفسها. تعطينا النظرية 21.2.2 طريقا لاحتساب C‏ 


2. نظرية : ([1951] Van Aardenne-Ehrenfest and de Burijn‏ ( . & البيان الأويلري الذي فيه 
di = d*(vi)=d (vi)‏ يكون sae‏ الحلقات الأويلرية يساوي CTI (dı - D!‏ وحيث © تمثل عدد 
الأشجار الداخلة إلى أي رأس أو الخارجة منه. 


الإثبات: لقد ol Lig‏ الخوارزمية 24.2.2 تولد هذا العدد المختلف من الحلقات الأويلرية من خلال استخدام 
الأشجار الداخلة إلى الرأس V‏ (بدءًا من V‏ 2 اتجاه ضلع ©). لذاء نحتاج فقط إلى إثبات أن هذا يولد 
الحلقات الأويلرية جميعها: 

لإيجاد الشجرة والترتيب الذي يولد الحلقة الأويلرية LC‏ تتبع C‏ من € وسجل ترتيب الأضلاع المغادرة 
من كل رأس. اجعل T‏ تمثل البيان الموجه الجزئي المؤلف من آخر ضلع على C‏ يغادر كل رأس مختلف عن 
V‏ بما أن آخر ضلع LOL, palis‏ يكون موجودًا 2 C‏ بعدما تدخل الأضلاع جميعها هذا الرأس» ola‏ كل ضلع 
72 قابل للتمدّد لمسار 2 7 يصل إلى ۷ء بوجود 1 - 7 ضلعًا Ta‏ فإن T‏ تشكل شجرة داخلة إلى ۷. وأكثر 
من ذلك. فان C‏ هي الحلقة التي حصلنا عليها باستخدام الخوارزمية 24.2.2 من T‏ ومن ترتيب الأضلاع 
الخارجة التي سجلناها سابقا. " 
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تمارين (Exercises)‏ 


Gi 355 )-( -1.2.2‏ الأشجار لها شفرة برفر التي: 

(a‏ تحوي قيمة واحدة فقط. 

(b‏ تحوي قيمتين بالضبط. 

(C‏ لها قيم مختلفة 2 المواقع جميعها. 
2 (-). احسب عدد الأشجار المولدة للبيان الموجود على اليسار 2 الشكل أدناه (لاحظ أن الفرضية 8.2.2. 
تعطي Us do‏ منظمًا لعمل هذا. وبعد ذلك يمكن استخدام الملاحظة 10.2.2 والمثال 6.2.2 من أجل اختصار 


E us 


3.2.2. (-). لتكن G‏ البيانَ الموجودٌ على اليمين © الشكل أعلاه. استخدم نظرية مصفوفة الشجرة لإيجاد 
مصفوفة محددتها تساوي (G)‏ 7واحسب T(G)‏ 
2 (-). افترض أن G‏ بيان بسيط له M‏ من الأضلاع. أثبت أنه إذا وجد د G‏ علامات دالة جميلةء فإن 
,ررك يتفكك إلى نسخ من ©. (مساعدة: تتبع إثبات النظرية 16.2.2). 

e. e. e. e. ©‏ 
2 يمثل البيان الموجود ee‏ اليسار 2 الشكل أدناه سجلّا لكلمات المتحدثين 2 Lasst‏ الدولي التاسع 
لنظرية البيانات الذي des‏ بصورة دورية كل أربع سنوات» والذي m‏ -2 العام 2000 م 2 كالمازو 
(Kalamazoo)‏ احسب عدد أشجاره المولدة. 


D <> 


)١( 2‏ افترض أن © بيان ثلاثي منتظم من الدرجة 3 له AM‏ من الرؤوس. بحيث JŠÉ‏ من M‏ من 
الطائرات الورقية المنفصلة زوجًا زوجاء بإضافة M‏ من الأضلاع لكي تربط بين هذه الطائرات الورقية, 
لتشكل طوقًا LS.‏ يظهر ب2 الجانب الأيمن من الشكل أعلاه الذي يمثل الحالة التي تكون فيها 6 > . أثبت أن 
.T (G)=2m 8"‏ 

2 )1( استخدم صيغة GAS‏ لبرهنة أنه يوجد n?‏ )71-2( شجرة مولدة للبيان الذي نحصل عليه من Vos‏ 
بحذف أحد الأضلاع. 

8.2.2 احسب عدد الأشجار التي مجموعة رؤوسها ]7[ -2 كل مجموعة من المجموعات الآتية؛ وذلك بإعطاء 
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برهانين لكل مجموعة؛ أحدهما باستخدام ارتباط 9353« والآخر باستخدام طريقة 1E‏ مباشرة: 

(a‏ الأشجار التي لها ورقتان. 

(b‏ الأشجار التي لها 2 - #ورقة. 
9.2.2 لتكن S(m,r)‏ تمثل عدد التجزئات لمجموعة فيها M‏ من العناصر إلى F‏ من المجموعات غير الخالية. 
بدلالة هذه الأعداد. احسب عدد الأشجار التي رؤوسها Vn}‏ ,... ,۷)ولها بالضبط/ ورقة. )]1959[ -(Re'nyi‏ 
2. جد T (Km)‏ واحسب عدد صفوف تشاكل الأشجار المولدة للبيان ky m‏ 
2 )+( احسب TK, m)‏ 
2 . نعرف من البيان G‏ بيانين جديدين كالآتي: لتكن G'‏ تمثل البيان الذي نحصل عليه من البيان 
G‏ باستبدال كل ضلع من أضلاع © ب k‏ نسخة من هذا الضلع: ولتكن G"‏ هي البيان الذي نحصل عليه 
من 6 ob‏ يحل محل كل ضلع UV © ECG)‏ مسارٌ Ga‏ إلى V‏ طوله k‏ يمر ب 1 - ۸ Ul‏ جديدًا. جد (G^)‏ 7 
و(" 0) .k at (G) Yat‏ 


Ad Z 


2 افترض أن × و Y‏ تجزتتان ثنائيتان للبيان (ej Xn} eum knn‏ = × و Y = {Yp Vn}‏ لكل 
شجرة مولدة 7 نكوّن قائمة (T)‏ من الأزواج المرتبة (تكتب عموديًا ). بعد توليد جزء من هذه القائمة؛ اجعل U‏ 
تمثل الورقة ذات الدليل الأقل ارج الشجرة الجزئية المتبقية. filles‏ اجعل ۷ تمثل الورقة ذات الدليل الأقل 
آ. ألحق الزوج )5( بالقائمة. حيث © دليل E‏ جار at‏ أما 6 فدليل جار V‏ احذف (M, V)‏ كرر العملية حتى 
تحصل على 1 - 7 زوجًا لتشكيل f(T)‏ (يبقى ضلع واحد فقط) . يوضح فرع (A)‏ أن /رمعرّفة: 

(a‏ أثبت أنه يوجد لكل شجرة مولدة للبيان knn‏ ورقة 2 كل من مجموعتي التجزئة. 

(b‏ أثبت aha fol‏ تناظر من مجموعة الأشجار المولدة للبيان kan‏ إلى ”"([7] [ra]‏ لذاء فإنه يوجد 
72 شجرة مولدة للبيان (Re'nyi[1966], Kelmans [1992], Pritikin [1995]) „knn‏ 


1 2 3 4 5 
X 


r — (0000 
1 2 3 4 5 

14.2.2 )+( اجعل Ja f (7; S)‏ عدد الأشجار التي رؤوسها المجموعة [N]‏ والتي حجم مجموعاتها الجزئية 
s-neas)ssr‏ + ). أثبت أنه إذا كانت 8 f(s) = (Esc oar‏ . ما قيمة f( S)‏ إذا 
كانت ى = r‏ (مساعدة : بين أن متتالية برفر لمثل هذه الشجرة تحوي 1 - liar‏ من المجموعة الجزئية التي 
حجمها Aegan! (ya lan $ - 1 91S‏ الجزئية التي حجمها -(Scoins [1962], Glicksman [1963]) «r‏ 
2 ليكن Gn‏ البيان المرسوم أدناه الذي له 277 Li;‏ .و 377-2 ضلعاء n < 1 eus‏ أثبت أنه )13 كانت 
Kelmans [1967a]). + (Gn)= 41 (Gn-1) - T (Gr) olan > 2‏ 
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16.2.2. لكل 1 < 1 اجعل ,© تمثل عدد الأشجار المولدة للبيان المكوّن من Pr‏ بإضافة رأس يجاور 
كل راس من رووس Pr‏ فعلى سبيل المثال 1= 4. و a,-3‏ و a58‏ إذا كانت 1 > sh,‏ 
Y. 3‏ + 1+1 مهد d,‏ استخدم هذه النتيجة إثبات أنه إذا كانت 2 < n‏ إن 3a,.1 - dsa‏ = 
(تعليق تعليق: من الممكن استخدام تعليل مباشر لبيان أن ده (an= 3a,.1-‏ 


a c 


2_. استخدم نظرية مصفوفة الشجرة لإثبات صيغة كيلي. 

32 . استخدم نظرية مصفوفة الشجرة لحساب (Lovas [1979,P223]) -T (k; s)‏ ثم انظر (Kelmans‏ 

([1965] من أجل التعميم. 

2 )+( افترض أن fr‏ هي عدد الأشجار التي رؤوسها المجموعة [N]‏ أثبت أن ,ا تحقق العلاقة 

مرات الحدوثية DT (Lis‏ = ا. (تعليق: بما أن ob y=‏ هذا يثبت المتطابقة 
معدم م( Dziobek[1917]) m? = YX (fo‏ انظر (Lova'sz [1979, p219]‏ 

20.2.2. افترض أن G‏ بيان بسيط منتظم من الدرجة 4. أثبت أنه يوجد للبيان G‏ تفكيك نسخ من ۸ إذا 

وفقط إذا كان G‏ بيانا ثنائي الفرع. 

2 (+) أثبت أنه يمكن تفكيك ps‏ إلى M‏ من المسارات المولدة. 

22.2.2« افترض أن G‏ بيان بسيط له 7# من الرؤوس بحيث يمكن تفكيكه إلى / شجرة مولدة. إذا علمت أن 

./ و1١ بدلالة‎ G متتالية درجات رؤوس‎ Sana A(G)= ó(G)*1 

I (1) 33.2.2‏ عاتتمحمتة الشجره الجميلة ضحيحة. La y Test‏ # من الأضلاع: فأثبت أن [A‏ 

قابل للتفكيك إلى 1 - 277 نسخة من 7 (مساعدة : طبّق التفكيك اللامتغير الحلقي للبيان Kam‏ على الأشجار 

التي لها 1 - m‏ ضلعًا والموجود 2 إثبات النظرية 16.2.2). 

2. من البيانات التي رؤوسها (1 -1,....,7 ,0)والتي لها 1 - ۸ ضلعًاء جد كم Úle‏ منها يمكن أن نضع 

عليه علامات Ula‏ جميلة مستخدمًا EU.‏ 

)١( .2‏ ذا کان G‏ بيانًا جميلاً أويلريًا فأثبت أن sls e(G)‏ 0 أو3 )4 (mod‏ (أي أنه إذا قسمنا e(G)‏ 

على 4 فإن باقي القسمة يساوي 0 أو 3( (مساعدة: اجمع مطلق فرق الضلع (MOd2)‏ بطريقتين مختلفتين). 

2 )+( أثبت أن Cn‏ يكون جميلا إذا وفقط إذا كان 4 يقسم -Rosa [1967]) n + 1 j n‏ 

2 (+) افترض أن 6 بيان مؤلف من ۸ من الحلقات الرباعية التى لها رأس مشترك واحد. أثبت أن © 

بيان جميل (مساعدة: ضع 0 على الرأس الذي درجته 2۸). E‏ 

2. لتكن ,4,... dl,‏ أعدادًا صحيحة موجبةء أثبت مباشرة وجود جرارة رؤوسها d... dn‏ إذا وفقط إذا 

تحقق أن 2 - 27 = Ad,‏ 

2. أثبت أنه يمكن تحويل كل شجرة إلى جرارة لها متتالية درجات الرؤوس نفسها باستخدام التبديل 

الثنائي (التعريف 32.3.1) بحيث يكون كل بيان وسطي (واقع -2 الوسط) شجرة. 

30.2.2 يمكن رسم البيان الثنائي الفرع على قناة» إذا أمكن وضع رؤوس إحدى مجموعتي رؤوسه على خط 

معين 2 المستوى ( بترتيب «(Cras‏ ووضع رؤوس المجموعة الأخرى على خط مواز لخط المجموعة oll‏ وتم 

رسم الأضلاع بوصفها قطعًا مستقيمة تصل بين هذه الرؤوس. إذا كان © Le‏ مترابطًا cathe.‏ أنه يمكن 

رسم G‏ على قناة دون تقاطع بين الأضلاع إذا وفقط إذا كا ن © جرارة. 

2. )1( نعرف العلامات الدالة من أعلى إلى أسفل على أنها علامات دالة جميلة لها قيمة حرجة » » 

بحيث يربط كل ضلع بين رؤوس لها علامات دالة اعلى © واسفلها. اثبت أنه يوجد لكل جرارة علامات دالة 
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من أعلى إلى أسفل؛ وأثبت أيضًا أنه لا توجد علامات دالة من أعلى إلى أسفل GY‏ شجرة على سبعة رؤوس 
بحيث إن هذه الشجرة ليست جرارة. 
32.2.2 )+( أثبت أن عدد صفوف تشاكل Gl‏ جرارة على 7من الرؤوس يساوي, 212/2 + *”2 إذا كانت 77<3 
(Harrary -Schwenk [19873], Kimble — Schwenk [1981])‏ . 

33.2.2 )1( افترض أن 7 توجيه لشجرة بحيث إن رؤوس الأضلاع جميعها مختلفة؛ إن الرأس الوحيد الذي 
لا يمثل LOL‏ لضلع هو الجذر. أثبت أن 7 هي اتحاد لمسارات من الجذر. وأثبت أيضًا أنه يوجد لكل رأس من 
رؤوس aae T‏ واحدٌ فقط يصل من الجذر إلى هذا الرأس 
22. (*) استخدم النظرية 2.2.26 لبرهان SI‏ الخوارزمية أدناه تولد حلقة ديبروجن الثنائية بطول 
”2(الحلقة 2 التطبيق 25.4.1 تظهر بهذه الطريقة). ابدأ ب 7 منزلة من القيمة 0 5 ثم ألحق القيمة 1 إذا 
كان Jae‏ ذلك لا يكزر oae Gba Lio‏ مناز 77 ويعلاف ذلك ألحق القيمة 0 
(CK) 35.2.2‏ خوارزمية LS) (Tarry’s Algarithm) gb‏ عرض من قبل د. ق. هوفمان 
.(D.G. Hoffman)‏ افترض أن لدينا قلعة فيها عدد محدود من الغرف والدهاليزء ولكل دهليز طرفان: و2 
كل طرف باب لغرفة؛ ولكل غرفة باب أو أبواب تفتح على دهليز « ويمكن الوصول إلى كل غرفة بالانتقال عبر 
الدهاليز والغرف. clan‏ لا توجد raha m‏ كنوب افترض أن لديك إنسانا آليّا يرغب ‏ اكتشاف 
CEMER‏ من غرفة مُعينة بحسب الشروط الآتية 

1) بعد دخوله Vela‏ يمشي هذا الدهليز حتى يدخل الفرفة الموجودة على الطرف الثاني لهذا الدهليز. 

2) بعد دخول غرفة لا يوجد على أبوابها إشارات. ضع الإشارة 1 على باب الدخول. E‏ 

3 إذا BIE‏ غرفة لها باب غير مؤ: يشر عليه. فضع 0 على هذا الباب واستخدمه للخروج. 

4( إذا كنت .3 غرفة أشرعلى Han Lal‏ فاخرج من خلال باب غير مؤشّر عليه بالإشارة 0. 

5 إذا كنت 2 غرفة ge‏ بشر على أبوابها جميعها بالإشارة 10 ٠‏ قتوقف. 

أثبت ol‏ الروبوت سيمرٌ 4 كل دهليز مرتين بالضبط؛ مرة واحدة 2 كل e lasl‏ سيتوقف. 
(مساعدة: أثبت أن هذا يتحقق لكل دهليز عند كل رأس تم الوصول إليه» وأثبت أنه تم الوصول إلى 
كل رأس. تعليق: القرارات جميعها موضعية؛ لأن الإنسان لا يرى أي ngi‏ غير الغرفة أو الدهليز 
الذي يكون موجودا فيه. خوارزمية تاري ]1985[ وبعض الخوارزميات GSM‏ وُصفت من قبل كونج 
caia, (König [1936, P35-36])‏ أيضا من قبل فلشنر )]1983,1991[ .(Fleishner‏ 


2 الأمثلية والأشجار (optimization and Trees)‏ 
من الممكن جد أن يكون هناك معان مختلفة للعبارة “أفضل شجرة ass 1 alga‏ وكاس هذا ile‏ 
المسألة التي لدينا E‏ البيان الموزون“ على olas ail‏ زودت أضلاعه بعلامات دالة عددية. عندما نبني 
وصلات لتربط بين المواقع المختلفةء فإن التكلفة المحتملة لهذه الوصلات تعطينا Lily‏ موزونا. إن Jal‏ تكلفة 

لربط النظام هي أقل وزن كلي لأشجاره المولدة. 
لاحظ أن الأوزان يمكن أن تكون مسافات» 2g‏ هذه الحالة نعرّف طول المسار على أنه مجموع أوزان 
أضلاعه. وربّما نبحث عن شجرة مولدة بأقل المسافات. وعند الحديث عن البيانات الموزونة فإننا نهتم Jaza‏ 
بالأوزان غير السالبة للأضلاع. وكذلك سندرس مسألة متعلقة بإيجاد أشجار جيدة لتشفير الرسائل. 
أدنى شجرة مولدة (Minimum spanning tree)‏ 
تحتوي الأشجار المولدة جميعها لبيان موزون مترابط ممثل لوسائل ربط الاتصالات الممكنة على 1 - 
is‏ ا Em eol‏ ولهذه المسائل TET‏ 
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على الكشف يعطينا حلا أمثل بسرعة. 


1.3.2. خوارزمية : (خوارزمية كروسكال [Kruskal]‏ لإيجاد أصغر شجرة مولدة) 

المدخلات: بیان مترابط موزون. 

الفكرة: حافظ على بيان جزئي مولد لاحلقي H Qing H‏ بواسطة أضلاع وزنها قليل لتكوين شجرة مولدةء 

افترض أن الأضلاع مرتبة بحسب أوزانها Lon‏ غير متاق مرخ خلا ل كس Mas dad,‏ 

E(A) = Ø البداية : ضع‎ 

خطوات مرات الحدوث: إذا كان أقل ضلع 35 يربط بين مركبتين من مركبات H‏ فإننا نضيف هذا 

الضلع إلى الشجرة . وبخلاف Ald‏ نحذف هذا الضلع؛ وننهي هذه العملية عندما يصبح H‏ مترابطا. . 
توضح النظرية 3.3.2. أن خوارزمية كروسكال تنتج شجرة مثلى. تسمى الموجهات (المساعدات على الكشف) 

fell‏ البسيطة موا بالخوارزميات الجشعة التي لاتضمن حلولا Bole Ha‏ إلا أنهذه الخوارزمية تعطي حلا أمثل. 
2 الحاسوب» تظهر الأوزان على صورة مصفوفة حيث يكون الوزن كبيرًا جدًا للضلع غير المتوافر للا ستخدام: 

Vode‏ بأنه يمكن اختبار الأضلاع التي لها الوزن نفسه بأي ترتيب. إن الأشجار الناتجة لها الوزن نفسه. لاحظ أن 

خوارزمية كروسكال تبدأ من غابة مؤلفة من 7 Ll‏ معزولاء وکل ضلع يتم اختياره یربط بين مركبتين. 

2.. مثال: تعتمد الخيارات 2 خوارزمية كروسكال تعتمد على ترتيب الأوزان فة فقط وليس على قيمهاء 

واستخدمنا كف البيان olisi‏ أعنداذا صتحيجة ding‏ يوصقها Él‏ للتأكيد على ترتيب اختبار الأضلاع» حيث 

نختار أقل أربغة أضلاع وزنًا sling.‏ على ذلك لا نستطيع اختيار الأضلاع التي أوزانها 5 أو 6 ونستطيع ssi‏ 

الضلع الذي وزنه 7( وعندها لا نستطيع أخذ الأضلاع ea‏ أوزانها 8 أو 9. 





2.. نظرية : ([1956] (Kruskal‏ - البيان الموزون المترابط 6. تبني خوارزمية كروسكال شجرة 
مولدة لها أصغر وزن ممكن. 
الإثبات: ستبين Ii‏ أن الخوارزمية تنتج شجرة. لاحظ أن هذه الخوارزمية لا تختار أي ضلع CEE‏ حلقة. 
إذا Le‏ للبيان النهائي أكثر من مركبة. « فهذا يعني Lil‏ لم نأخذ 2 الحسبان أي ضلع يربط بين مركبتين؛ 
لأن fis‏ هذا الضلع يكون مقبولاء وبما أن G‏ مترابط. فإنه يوجد مثل هذا الضلع الذي يجب أن نكون قد 
أخذناه ‏ الحسبان. لذاء فإن البيان النهائي الذي نحصل عليه يكون مترابطا ولا ala‏ وهذا Jam‏ هذا 
lal‏ شجرة: اعد 
افترض أن 7 هي الشجرة التي نحصل عليهاء وافترض أيضًا أن *7 هي شجرة مولدة لها أصغر 1939 
فإذا كانت *7 = T‏ فإننا نحصل على النتيجة المطلوبةء وإذا كانت *7 TE‏ فاجعل © يمثل أول ضلع تختاره 
2 7 بحيث لا يكون موجودًا 2 *7. إن إضافة © إلى *7 يولد حلقة واحدة C‏ وبما أن 1 تخلومن الحلقاتء 
C ola‏ تحوي ضلعًا '© بحيث إن e' £ ET)‏ . الآنء خذ ‏ الإحسبان الشجرة المولدة ' La.T*-Fe-e‏ أن 
T*‏ تحوي e"‏ وتحوي أضلاع 7 كلها التي اختيرت قبل e‏ فإن كلا من © و' © يكون متوافرًا للخيار عندما تختار 
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الخوارزمية e‏ لذا WE) SWC’) ots‏ ( أي أن وزن © يساوي وزن "© أو Jal‏ منه). لذاء e' ola‏ - © + *1 هي 
شجرة مولدة بوزن يساوي وزن *7 أو أقل منهاء وتتفق مع T‏ أكثر من T*‏ على قائمة أطول من الأضلاع. 

إن تكرار التعليل السابق سيعطينا أخيرًا شجرة مولدة ذات أصغر وزن» وتتفق GLS‏ مع T‏ وبذاء نكون 
قد أثبتنا أن أصغر شجرة مولدة تتفق مع T‏ هي T‏ نفسها. " 
2 ملاحظة : man‏ خوارزمية كروسكال؛ نغرز M‏ بحسب أوزان أضلاعهاء »> وبعد دك نحتفظ 
لكل رأس بالعلامة الدالة للمركبة التي تحوي هذا الرأس» ونقبل الضلع الأقل وزنًا التالي إذا S»‏ على 
طرفيه علامات دالة مختلفة, »ومن e‏ ندخل كلا pads CHS Ll Cys‏ العلامة الدالة لكل راس .2 الركية 
الصغرى بالعلامة الدالة للمركبة القصوى. وبما أن حجم المركبة يتضاعف عند تغيير العلامات الدالة. 
ola‏ كل علامة دالة تتغير بمقدار 7 Ig‏ مرة على الأكثر. وأن العدد ASH‏ لهذه التغييرات هو 7 n lg‏ 
(نستخدم lg‏ للتدليل على اللوغاريتم للأساس 2). 1 

من خلال هذه الطريقة لوضع العلامات الدالةء يتبين لنا أن الزمن اللازم لتنفيذ هذه العملية للبيانات 
الكبيرة يعتمد على الزمن اللازم لفرز (تصنيف) M‏ من الأعداد. مع أخذ هذا الثمن#© الحسبان؛ قد نجد 
أن بعض الخوارزميات أسرع من خورازمية كروسكال. 2 خوارزمية برم (prim's Algorithm)‏ ( التمرين 
0) والتي تعود Lái‏ إلى جارنك ٠ Qamik)‏ يمكن تنمية الشجرة ,المولدة بدءًا من رأس واحد بإضافة الضلع 
ذي الوزن الأقل الذي يُدخل LOL,‏ جديدًا. ومن الجدير بالذكر أن كلا من خوارزميتي برم وكروسكال تحتاجان 
إلى الوقت نفسه للتنفين 4 الحالة التي 355 فيها الأضلاع piua‏ بحسب أوزانها. 

sä‏ وضع كل من بورفكا (Borüvka)‏ .2 العام 16م وجارنك 2 عام 0م مسألة E»‏ شجرة 
مولدة وحلا ماء حيث تعتمد خوارزمية بورفكا على التقاط الضلع التالي من خلال الأخذ 2 الحسبان Jä‏ 
ضلع وزنا AS ys S jos‏ من ALI‏ الموجودة .2 تلك اللحظة. تستخدم التحسينات الحديثة معطيات بنائية 
ذكية لدمج المركبات بطريقة أسرع. لقد ظهرت النسخ السريعة 2 ترجان [Tarjan]‏ 2 العام 1984م وذلك 
فيما يخص الحالة التي يتم فيها الفرز المسبق للأضلاع. وكذلك ظهرت 2 gle‏ وجاليل سبنسر وترجان 
[Gabow-Galil-Spencer-Tarjan]‏ 2 العام 1986م عندما لا يكون هناك فرز مسبق للأضلاع. لمزيد من 
النتائج حول الموضوع؛ يمكن الرجوع إلى (Ahuja-Magnanti-Orlin,[1993],ch.13)‏ وإلى المرجع الأحدث 
وهو )]1995[ LI .(Karger-Klein-Tarjan‏ 
أقصر المسارات (Shortest paths)‏ 

كيف يمكننا إيجاد أقصر مسلك من موقع إلى آخر؟ كيف نستطيع إيجاد أقصر مسلك من بيتنا إلى كل 
مكان 2 البلدة5 إن هذا يتطلب إيجاد أقصر المسارات من رأس معين إلى باقي الرؤوس Z‏ بيان موزون. و تشكل 
هذه المسارات مجتمعة شجرةٌ مولدة. 

إن خوارزمية كل من ديجكسترا ([1959] m (Whiting-Hillier[1960]) „sasis s (Dijkstra‏ 
هذه المسألة بسرعة. وملاحظة أن الجزء من U‏ إلى V‏ من المسار الأقصر من # إلى 2 يكون lae C‏ أصغ رمن U‏ 
إلى V‏ تساعد على إيجاد المسلك الأمثل من U‏ إلى أي رأس آخر مثل Z‏ مرتبًا تصاعديًا بحسب (2 Au,‏ وأن 
المسافة Z)‏ ,4)1 2 بيان موزون تساوي حاصل جمع الأوزان الموجودة على أضلاع المسار من U‏ إلى Z‏ (حيث نأخذ 
4 الحسبان الأوزان غير السالبةفقط). 
2 . خوارزمية : (خوارزمية ديجكسترا — المسافات من رأس (alo‏ 
المدخلات: بيان s)‏ بيان موجه) موزون ضلميًا بأوزان غير Alle‏ ورس نبدأ منه. ونرمز بالرمز NWO)‏ 
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وزن الضلع XY‏ ويكون 90 = W(xy)‏ إذا لم يكن Xy‏ ضلعًا. 
الفكرة : خزن مجموعة رؤوس S‏ بحيث إن أقصر مسافة من U‏ إلى كل رأس .2 S‏ تكون معلومة. وسّع S‏ لتشمل 
الرؤوس جميعها من خلال تخزين المسافة المؤقتة (Z)‏ 4 من / إلى كل رأس؟ É‏ 2. ولاحظ أن (2) 4 هي طول أصغر 
مسار مغلق من U‏ إلى 2 حتى هذه اللحظة. 
البداية : ضع f(z)-w(uz) < 1)/0(-0 S— (uj‏ لكل z + u‏ 
خطوات مرات الحدوث: اختر رأسًا v‏ خارج S‏ بحيث إن mings IZ)‏ = («)1. أضف V‏ إلى که ثم ارصد 
الأضلاع الخارجة من ۷ لتحديث المسافات المؤقتة ( التجريبية): لكل ضلع VZ‏ حيث pru us É S‏ لتصبح 
min{t(z), (v) w(vz)?‏ استمر.ذتكرار الخطوات السابقة حت fuori‏ على S=VW(G)‏ أوحتىوتحصلعلى أن 
ES JS) = oo‏ 2. وأخيرًا . ضع (1)۷ = dv)‏ لكل v‏ = 
2. مثال: 2 البيان الموزون أدناه. ته إيجاد أقصر المسارات من U‏ إلى الرؤوس الأخرى بحسب الترتيب 
a, b, ©, d, ©‏ حيث المسافات هي: 1,3,5,6,8 على الترتيب. لإعادة بناء المسارات؛ نحتاج فقط إلى الضلع الذي 
حصلنا otic‏ على أقصر مسار من U‏ إلى مبتغانا؛ OY‏ الجزء الأول من أقصر مسار من إلى 2 والذى يصل Z‏ 
عبر الضلع UZ‏ يكون أقصر مسار من 1 إلى ۷. 3 
تستطيع الخوارزمية المحافظة على هذه المعلومات من خلال تسجيل ماهية أوهوية ' 'الرأس الذي اختير". 
وذلك كلما تم تحديث المسافة إلى 2. عندما zx‏ فان الرأس الذي Jd‏ عند آخر تحديث للمسافة (1)2 هو 
o sl‏ الذي يسبق Z‏ على المسار من إلى 2 والذي يساوي طوله Z)‏ .هذا JU‏ نجد أن الأضلاع النهائية 
على المسارات إلى © C, d,‏ ,8 و ©والتي تولدها الخوارزمية هي: ub, ac, ad, de‏ ووب a alae‏ 
أضلاع الشجرة المولدة الناتجة من U‏ 





أسلوب الصياغة المستخدم -2 الخوارزمية 5.3.2. يضمن LJ‏ أن خوارزمية ديجكسترا تتعامل مع 
البيانات الموجهة Liesl‏ حيث إنها تولد شجرة خارجة جذرها اذا إذا أمكن الوصول إلى كل od)‏ من M‏ إن 
الإثبات صحيح لكل من البيانات والبيانات الموجهة, Ania iux "T‏ لبرهان عبارة أقوى من أجل 
جعل إثبات | استقراتي قابلا للعمل أو التظبيق ” Jaaa‏ فرضيات الاستقراء“ : 
32 نظرية : 131 کان 6 بيانًا موجهًا. وكان VG)‏ € فإن خوارزمية ديجكستر ا تحسب z)‏ ,/4)1 لكل VG)‏ © 2. 
الإثبات: سنثبت النتيجة الأقوى التي تنص على ما يأتي عند كل خطوة مكررة: 

(z)=d(u,z) z ES لكل‎ )1 

2( لكل É S‏ 2. (1)2 تكون Jal‏ طول لمسار من U‏ إلى Z‏ يصل إلى Z‏ مباشرة من S‏ 

نستخدم الاستقراء على |5| = ۸. إذا كانت 1 = ik‏ ولأن S = (uj‏ نجد أن 0 = uu) = fu)‏ 
وبهذا يكون أقل طول لمسار من U‏ إلى Z‏ يصل إلى Z‏ مباشرة من S‏ يساوي A(Z) = WUZ)‏ والذي يساوي 
مالانهاية ‏ الحالة التي لا يكون فيها UZ‏ ضلعًا. 

Z رأس من بين الرؤوس‎ V وافترض أيضًا أن‎ |S] =k افترض أن (1) و )2( يتحققان عندما‎ ios 
ما يمكن. تختار الخوارزمية # هذه الحالة ۷. لذاء اجعل‎ Jal A(Z) بحيث‎ S حيث 2 لا ينتمي إلى المجموعة‎ 
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S = SU {v}‏ اسنثبت أولاً أن du, v) = tv)‏ لاحظ أن أقصر مسار oa‏ إلى ۷ يخرج من S‏ قبل 
الوصول إلى ۷. تنص خطوة الاستقراء على أن طول أقصر مسار مباشر إلى ۷ من S‏ يساوي (V)‏ وأن فرضية 
الاستقراء واختيار ۷ يضمنان لنا أن طول d‏ مسار يصل إلى أي رأس خارج 5 ثم إلى ۷ يكون مساويًا للمقدار 
HV)‏ على الأقل. لذاء فإن du V) = f(v)‏ وهذا يعني أن (1) يتحقق S'S‏ 


ولبرهان أن )2( يتحقق د S‏ افترض أن Z‏ رأس خارج S‏ .حيث E V‏ 2. من Gal wel‏ نعلم أن طول 
diea deos id‏ ا E‏ (أو 00 إذا لم يوجد مثل هذا المسار). وعندما 
نضيف v‏ إلى S‏ فيجب أن 2-325 الحسبان المسارات التي تصل إلى 2 من -V‏ وبما أننا حسبنا الآآن = AU)‏ 
(V)‏ فإن طول أقصر مسار من هذه المسارات AV) + WVZ) 2- a‏ وسنقارن هذا الطول بالقيمة السابقة 
ل (1)2 من أجل إيجاد أقصر مسار يصل إلى Z‏ مباشرة من LS‏ لقد أثبتنا Si‏ (1) و )2( تتحققان للمجموعة 
الجديدة S‏ التي حجمها يساوي 1 + /: وهذا يكمل الإثبات. " 











لاحظ òi‏ الخوارزمية تحافظ على الشرط (1)2 < d(u, x)‏ لكل e S‏ × ولكل S‏ € 2؛ لذا 
ots‏ هذه الخوارزمية تختار الرؤوس مرتبة ترتيبًا غير متناقص بحسب بعدها عن U‏ وتفترض أن 
مه = d(u, v)‏ إذا كان من غير الممكن الوصول إلى V‏ من U‏ ونعالج الحالة الخاصة للبيانات غير 
الموزونة عن طريق البحث الأفقي ER‏ بدءًا من (Breadth-first search from u) .u oial‏ . 2 هذه 
الحالة نجد أن للخوارزمية وبرهانها (التمرين 17( وصقا أسهل. 
8.3.2. خوارزمية : البحث الأفقي (BFS) Yi‏ 
المدخلات: بیان gl)‏ بیان موجه) غير موزون. ورأس U‏ نبدأ منه. 
اس حافظ على مجموعة رؤوس R‏ التي تم الوصول إليها إلا أنها لم Cord‏ بعد ومجموعة S‏ التي تم 
بحثها. ت تتم المجافظة على المجموعة R‏ كصف أو طابور من الرؤوس على أساس أن الرأس الذي يدخلها أولا 
يخرج منها أولا. لذاء فإن الرؤوس التي نجدها أولا هي الرؤوس التي نتحرّى عنها أولا. 
البداية: Au, u) = 0, 3 = ©, R = {u}‏ 
خطوات مرات الحدوث: إذا كانت RAD‏ فإننا نبدأ البحث من عند أول رأس REV‏ نضیف جیران۷ VAN‏ 
تنتمي SUR‏ إلى مؤخرة ۸ ونحدّد لها البعد 1 + V)‏ ,4)1 »ويعد ذلك نزيح ۷ من مقدمة ۸ ونضعها n S2‏ 
نعرّف الاختلاف المركزي (U)‏ © على أنه أكبر مسافة من الرأس 7 إلى رأس آخر. لذاء نستطيع حساب 
قطر أي Oly‏ من خلال تشغيل خوارزمية (BFS)‏ من أي رأس 
GLS‏ كما 2 خوارزمية دیجکستراء فإن ال BES‏ من U‏ يعطينا شجرة 7 يتحقق فيها أن المسار من إلى V‏ هو 
أصغر مسار وذلك لكل رأس. لذاء لا يوجد للبيان أضلاع إضافية تربط بين رؤوس مسار من إلى 2١‏ الشجرة'1. 
تنويه: تظهر خوارزمية ديجكسترا بصورة واضحة ‏ حل مسألة أمثلية أخرى معروفة مُعرفة تامة. 
9.3.2 تطبيق. من المعلوم أن ساعي البريد يجب أن يسلك الأضلاع الممثلة لشبكة طرق بدءًا من مكتب البريد 
وانتهاء عنده. وأن الأوزان الموجودة على الأضلاع تمثل المسافات أو الزمن اللازم لقطع هذه المسافات» نبحث عن 
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ممر مغلق طوله أقصر ما يمكن ويمر على الأضلاع جميعها. وتسمى هذه المسألة مسألة ساعي البريد الصيني؛ 
تخليدًا لذكرى العالم الصيني ميوجان (Meigu Guan)‏ الذي وضع هذه المسألة 2 العام 1962م. 

إذا كان كل رأس Ue‏ (درجته زوجية ), ola‏ البيان يكون بيانًا أويلريًا ويكون الجواب هو حاصل جمع ol‏ 
الأضلاع. وبخلاف ذلك. يجب أن نكرر أضلاعًا. وأن كل عُبور (اجتياز) يمثل حلقة أويلرية لبيان نحصل عليه 
بمضاعفة بعض الأضلاع. إن إيجاد أقصر اجتياز يكافيٌ إيجاد أصغر وزن uis‏ للأضلاع التي بمضاعفتها 
نجعل درجة كل رأس زوجية. ونقول مضاعفة؛ لأننا لا نحتاج إلى استخدام أي ضلع أكثر من مرتين. وإذا 
EY P|‏ ا ثلاث مرات أو 358 من أجل جعل درجة الرؤوس زوجيةء فإن حذف نسختين من هذه الأضلاع 
يبقي درجة الرؤوس زوجيةء ومن الممكن أن يكون هناك عدة طرق لاختيار الأضلاع التي تم مضاعفتها. a‏ 
2. مثال: 2 المثال أدناه. تجد أن درجة كل رأس من الرؤوس الثمانية الخارجية هي درجة فردية: فإذا 
واءمنا هذه الرؤوس حول الخارج لتصبح درجاتها Old dag)‏ التكلفة الإضافية هي: 16 = 4+4+4+4 أو 
1+7+7+1-6. ولكن يمكننا أن نعمل أفضل من ذلك من خلال استخدام الأضلاع العمودية التي n‏ 
أوزانها الكلي يساوي 10. 





إن إضافة ضلع من رأس فردي إلى آخر زوجي تجعل الرأس الزوجي فرديًا. يجب أن نستمر 2 إضافة 
الأضلاع حتى نحصل على مسرب يصل إلى رأس فردي. 

يجب أن تتألف الأضلاع المضاعفة من مجموعة مسارب ei‏ بين الرؤوس الفردية. وقد نحصر اهتمامنا 
بالمسارات التي e‏ بين الرؤوس الفردية (التمرين 24). و2 هذه الحالة. يمكن أن يكون هناك تقاطع بين هذه 
المسارات. 

لقد أعطى كل من إدموندز (Edmonds)‏ وجونسون (Johnson)‏ طريقة لحل Atlus‏ ساعي البريد 
الصيني. إذا وُجد رأسان فقط درجةٌ كل منهما فردية فإننا نستخدم خوارزمية ديجكسترا لإيجاد أقصر مسار 
بينهما Aa jad aay.‏ وإذاوتجد ٠ s ys Lil 2k‏ فإننا نستطيع أيضًا استخدام خورازمية ديجكسترا لإيجاد 
أقصر المسارات التي تربط بين كل زوج من الرؤوس الفردية؛ وهذه المسارات هي التي تكون مرشحة للاستخدام 
جحل المسألة . نستخدم هذه الأطوال بوصفها أوزانا على أضلاع يرك وبذلك فإن مسألتنا تصبح كيفية إيجاد أقل 
وزن كلي د۸ من الأضلاع التي تزاوج بين اد 2۸ رأسًا . تمثل هذه المسألة نسخة موزونة من مسألة أعظم (أكبر) 
مواءمة التي BLES‏ الجزء 33 . شرحت هذه المسألة 2 كتاب جيبونز ([165 .(Gibbons [1985, p163-‏ 


(Trees in Computer science (optional)) الأشجار فى علم الحاسوب (اختيارى)‎ 

تستخدم معظم تطبيقات الأشجار 2 علم الحاسوب أشجارًا مجذرة Lgl)‏ جذر). 

2. نعرّف الشجرة المجذرة على أنها الشجرة التي تم اختيار أحد رؤوسها F‏ ليكون جذرًا لها. لكل رأس V‏ 
اجعل P(V)‏ تمثل المسار الوحيد من VI‏ نعرف 9 AT‏ ۷ على أنه جار PVE V‏ ونسمي الجيران الأخرى 
للرأس< بأبناء (أولاد) .V‏ ونطلق على رؤوس ۷ - P(v)‏ سلف Lal v‏ سلالة ۷ (خلف (Y‏ فهي الرؤوس U‏ 
بحيث إن PMU)‏ يحوي V‏ تمثل الأوراق oio‏ التي ليس لها أبناء. ونعرّف الشجرة المستوية المجذرة أو 
الشجرة المزروعة على أنها شجرة مجذرة ix‏ د لأبناء كل رأس من رؤوسها ترتيبٌ من اليسار إلى اليمين. 
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بعد تطبيق خوارزمية BFS‏ من 4 63 الشجرة الناتجة 7 شجرةٌ مجذرة عند U‏ 

4232 تعريف: تعرّف الشجرة الثنائية على أنها شجرة مستوية مجذرة لها على الأكثر ولدرانء erue‏ 
کل gals alga‏ الطفل الأيسرٌ أو الطفل الأيمنَ. 2 حين ad‏ الأشجارٌ الجزئيةٌ ادر ن أبناء 

Ke sek! cobs RU Bv BR Qe الجركية البنت‎ Spotl اليميرئ أو‎ AS jot الجدن الشجرة‎ 

cres (ary tree)‏ الشجرة التي تسمح بأن يكون لكل رأس ۸ من الأولاد على الأكثر. 

4 الكثير من تطبيقات الأشجار الثنائية. يكون للرؤوس (غير الأوراق) ولدان بالضبط ( التمرين 26). 
إن الأشجار الثنائية تسمح بتخزين المعطيات بطريقة تسرّع الوصول إلى هذه المعلومات؛ حيث oj‏ كل 
مفردة على )3( ونصل Lyall‏ عن طريق تتبع مسار يبدأ من الجذر وينتهي عند هذه الورقة. Ms.‏ المسار 
بوضع صفر عندما نتحرك ‏ اتجاه طفل أيسرء ‏ حين نضع 1 Losie‏ نتحرك 2 اتجاه طفل أيمن. إن زمن 
البحث هو طول الشفرة حتى نصل إلى الورقة. فإذا أعطينا احتمالات وصول من بين # من البنودء فإننا 
نرغب ‏ وضع هذه البنود على أوراق شجرة ثنائية مجذرة من أجل تقليل الزمن المتوقع للبحث. 

وبالمثل» إذا كان لدينا ملفات حاسوبية كبيرة وسعة تخزين محدودةء فإننا نرغب .2 تشفير الحروف 
بوصفها قوائم ثنائية لتقليل الطول الكلي. إن قسمة مرات الحدوث على الطول الكلي للملف تزودّنا 
بالاحتمالات. sling‏ عليهء فإن مسألة التشفير هذه تختزّل للمسألة الموجودة أعلاه. 

إن طول كلمات الشفرة Le dale‏ يكوق sca‏ . لذا فإننا بحاجة إلى طريقة عرقت من cine‏ می Lu‏ 
الكلمة الحالية وإذا كانت كل كلمة شفرة ليست جزءًا أوليًا من كلمة أخرى: فإن الكلمة الحالية تنتهي عندما 

تنتهي الأرقام الثنائية؛ ؛ لأن نهاية الكلمة السابقة تشكل كلمة شفرة . بهذا الشرط الخالي من المقدمات (أي أن 
كلمة الشفرة ليست جزءًا a‏ من كلمة أخرى) , ola.‏ كلمات التشفير الثنائية فية ترتبط بالأوراق لشجرة ثنائية 
باستخدام التشفير من اليسار إلى اليمين الذي aso‏ أعلاه. 

إن الطول المتوقع لرسالة هو tÈ pili‏ حيث P; òl‏ هي احتمالية الكلمة رقم التي طول شفرتها يساوي 
زا Laag.‏ يجدر ذكره أنّ سهولة الحصول على الشفرة المثالية مدهشة. 

2 . خوارزمية : (خوارزمية هفمان ]1952 [Huffman‏ - التشفير الخالي من المقدمات ([prefix-free coding]‏ 
المدخلات: أوذان (مثل: ترددات» أو تکرارات» أو احتمالات) Pss Py‏ 

المخرجات: تشفير خال من المقدمات (يكافيئٌ شجرة ثنائية). 

الفكرة: يوجد للمفردات النادرة (غير e‏ بصورة دورية) شفرات أطول؛ ضع البنود (الرؤوس) غير 
المتكررة كثيرًا بمكان أعمق وذلك بربطها مع الرؤوس الممثلة للوالدين. 

البداية : عندما 2 = ola gt‏ الطول الأمثلٍ يساوي 1 حيث يختار 0 و 1 بوصفها شفرة على المفردتين أو 
الرأسين. (يوجد للشجرة جذر وورقتان. فضلا عن أنه يمكن استخدام 1 > 7 بوصفها بداية). 

خطوات مرات الحدوث: عندما 2 N>‏ استبدل المفردتين iP! P‏ ذاتي الاحتمال الأقلبمفردةواحدة 4وزنها 
ptp‏ تعامل مع المجموعة الأصغر الناتجة بوصفها مسألة فيها 1 - 71 من البنود. aati ecules‏ أعط 
الورقة الناتجة التي وزنها q‏ أولادًا بوذن D'sp‏ مكافًا لذلك. استبدل الشفرة التي احتسبت للمقردة G‏ 
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(الناتجة عن ربط (p' 5p‏ بامتداداتها ب 1 و0 التي عينت للمفردات المستبدلة. " 


2. مثال: تشفير هفمان. افترض مفردات ثمانية لها مرات الحدوت: .5,1,1,7,8,2,3,6 إن خوارزمية 
2 تربط بين البنود بحسب الشجرة الموجودة على اليسار 2 الشكل أدناه. حيث يتم العمل من أسفل إلى 
أعلى. بدايةء يربط الرأسان اللذانوزن كل منهما 1 للحصول على مفردة جديدة وزنها = 65.2 نربط هذه Ba pall‏ 
بالمفردة الأصلية التي وزنها = 2 للحصول على مفردة وزنها = 4 بعد ذلك نربط بين المفردة التي وزنها 3 بالمفردة 
التي وزنها 4 لنحصل على مفردة وزنها 7« ثم نربط بين المفردتين الأقل احتمالاء وهما المفردتان اللتانوزنهما 5و6 
2 اة das, o] Au ME‏ الركرس AAU‏ يمطينا Los)‏ جاوز Gre Lia 3 po sl‏ على الصورة ALI‏ 
19:7+7=14.5+6=11= 98+11 33 = 19 +14 

من رسم هذه الشجرة عن اليمين 2 الشكل coll‏ نحصل على كلمات الشفرة ة (الكلمات (a3 Zl‏ لاحظ 
أنه بحسب الترتيب الأصلي للمفردات. نجد أن الكلمات السرية هي: 
0 00001 01 «11 0001 »001 101. وأن الطول المتوقع لطول الشفرة هو 
opi; = 90/33‏ وهذا أقل من 3 وذلك من خلال استخدام ثماني كلمات طول كل منها = 3. n‏ 






8:11 
3:001 5:100 1 
2:0001 
5s.11 7482 FF '6 1:00000 1:00001 


2 . نظرية : إذا أعطينا توزيعًا احتماليًا {pi}‏ على 7 من البنودء ola‏ خوارزمية هفمان ت تنتج الشفرة 
الخالية من المقدمات التي لها أصغر طول متوقع. 
الإثبات: باستخدام الا ستقراء Dole‏ 131 كانت 2 = N‏ نرسل أحد العددين 0 أو 1 لازتال pithy ally‏ 
الخوارزمية كل مفردة بوصفها أحد هذين العددين. لذا Sla‏ الطول الأمثل المتوقع يساوي 1. افترضٍ أن 
hy? < 2‏ الخوارزمية تحسب الشيفرة المثلى عندما يكون لدينا توزيع احتمالي على 1 - TE‏ من البنود. تين 
كل شفرة مفردات لأوراق شجرة ثنائية. إذا أعطينا شجرة لها 7 من الأوراق؛ فإننا mp‏ تصغير الطول 
المتوقع من خلال التعيين الجشع للرسائل التي احتمالاتها: ,2< .... < p,‏ على الأوراق بترتيب متزايد بحسب 
العمق (البّعد). 
لذاء يوجد لكل شفرة مثالية رسائل قليلة الاحتمالية تم تميينها للأوراق التي لها أكبر عمق (بُعد). بما أنه توجد 
لكل ورقة تقع على أكبر عمق ورقةٌ أخرى تمثل ol‏ لهذه الورقةء وبما أن تبديل البنود التي ت تقع على عمق مقين 3 
يغيّر الطول المتوقع Like,‏ نستطيع الافتراض أن الرسالتين الأقل احتمالا تظهران بوصفهما أختين عند أكبر عمق 
إفرض أن T‏ شجرة مثالية ل «8,... Dy‏ بحيث إن «2رو pia‏ المفردتان الأقل احتمالا وتقعان حا 
ورقتين أختين عند أكبر عمق. ولتكن T'‏ الشجرة التي نحصل عليها من الشجرة 7 من خلال حذف هذه 
الأوراق. وافترض أيضا Gp ogoi‏ التوزيعٌ الاحتمالي الذي نحصل عليه بتبديل (Pry Pn}‏ عن طريق 
وضع ,2 + درم = qua‏ . لاحظ أن الشجرة ”1 تعطينا شفرة ل {Gi}‏ إن الطول المتوقع للشجرة 7 هو الطول 
المتوقع نفسه للشجرة 5" Las‏ إليه AY qua‏ إذا كان / هو العمق المحدد للورقة التي عينت ب Gri‏ فإننا 
نخسر Kani‏ ونربح (Ke 1) (Dto)‏ عندما نتحرك من TMT‏ 
وهذا يتحقق لكل خيار للشجرة T"‏ لذاء فمن الأفضل استخدام الشجرة "7 التي تكون الشجرة المثلى 
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ل {qi‏ . ومن فرضية الا استقراء. نجد أن أفضل خيار ل”7 هو الذي نحصل عليه من تطبيق خوارزمية هفمان 
على Ley -q‏ أنه تم استبدال مكان (Duns). Qna‏ 2 الخطوة الأولى من خوارزمية هفمان ل {Pi}‏ فإننا 
نستنتج أن هذه الخوارزمية تولد الشجرة الأمثل'1 n APRI‏ 


» جديم‎ 
qn-1 qi 


D D. 6 k A 1 -—?‏ 
نعلم أن خوارزمية هفمان تحسب أفضل شفرة تخلو من المقدمات (أي ألا تأتي كلمة شفرة .2 بداية 
كلمة شفرة أخرى). وأن طولها المتوقع يكون قريبًا من الطول الأمثل من بين الأطوال جميعها التي تحددها 
الشفرات الثنائية. لقد أثبت شانون (Shannon)‏ 2 العام 61984 أن الطول المتوقع لكل شفرة ثنائية 
(مؤلفة من عددين) يساوي على الأقل إنتروبي (entropy)‏ إلتوزيع الاحتمالي المتقطع {pi}‏ والمعرّف على 
أنه Èp: lg pi‏ — (التمرين 31). لاحظ أنه إذا كانت كل LEV P;‏ للعدد 1/2: فإن شفرة هفمان تحقق هذا 
Sout‏ تمامًا (التمرين 30). 





(Exercises) تمارين‎ 

one )-( 2‏ أعدادًا صحيحة بوصفها أوزانًا لأضلاع Kn‏ أثبت أن الوزن الكلي على كل حلقة يكون زوجيًا 
إذا وفقط إذا كان الوزن Éa a) ASM‏ على كل مثلث. 

2.3.2 )-( أثبت العبارة الآتية أو انقضها: إذا كانت 7 شجرة لها أصغر وزن ومولدة لبيان موزون ola G‏ 
كل مسار من U‏ إلى V‏ 2 7 يكون مسارًا 2 G‏ من V MM‏ وله أصغر وزن. 

2 (-) افترض أن لديك خمس مدن وتريد بناء شبكة طرق بينها مع العلم أن تكلفة بناء طريق من Í‏ 
إلى ارقي المدخلة ر, 4‏ المصفوفة أدناهء وأن المدخلة 00 .2 المصفوفة تث تشير إلى وجود جبل كبير بين المدينتين 
ولايمكن eli‏ طريق بينهما Mats eum EE‏ من Gl‏ مدينة إلى أخرى. 


Ow Bi 5. "I 

3 0. 3 -9 : 
$ 3 Q0 ^ 10 
IL 9- w 0 °F 


0 7 10 &$' 9 
4.3.2 )7( للبيان الذي تحصل عليه من ۽ بحذف ضلعين غير متجاورين: one‏ الأوزان )1,1,2,2,3,3,4,4( 
للأضلاع بطريقتين؛ بحيث يكون 2 إحداهما وزن أصغر شجرة مولدة وحيدًا. وك الأخرى لا يكون كذلك. 
2 (-) افترض HI‏ لديك شبكة تحوي خمس مدن وأنْ المدخلة hy‏ 2 المصفوفة أدناه fed‏ زمن JUI‏ 
المباشر من i‏ إلى ر. لاحظ أن المصفوفة غير متماثلة ( استخدم البيانات الموجهة) وإذا كانت 60 > ola «d;‏ 
هذا يعني عدم وجود مسلك مباشر من إلى of‏ جد أقل زمن ممكن: وأسرع مسلك من إلى J‏ لكل زوج أو . 

0 10 20 o 17 

T Do 3 23 

M. 13 0 15 27 

30 o 17 0 10 

o 15 12 8 0 


e e e e e 


2 )1( عيّن أوزانًا صحيحة Kop‏ وليكن وزنٌ الحلقة مجموعٌ أوزان أضلاعهاء أثبت أن للحلقات جميعها 
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وزنًا Éa)‏ إذا وفقط إذا كان البيانٌ الجزئي المكوّن من الأضلاع التيوزنها فردي عصبة ثنائية مولدة. (مساعدة: 
ثبت أن كل مركبة من مركبات البيان الجزئي المؤلف من الأضلاع ذات الوزن الزوجي بيان تام) . 

2 افترض أن © بيان مترابط موزون» حيث إن أوزان أضلاعه مختلفة بعضها عن بعض. أثبت 
دون استخدام خوارزمية كروسكال أنه يوجد للبيان G‏ شجرة مولدة واحدة فقط وزنها أقل ما يمكن 
(مساعدة: استخدم التمرين 34.1.2). 

8.3.2 افترض Gol‏ بيان مترابط موزون. أثبت أنه - بغض النظر عن كيفية تكسير الروابط لاختيار الضلع التالي 
A‏ خوارزمية كروسكال- أن قائمة الأوزان لشجرة مولدة ذات أصغروزن (مرتبة ترتيبًا غير متناقص) تكون فريدة. 
9.3.2 افترض أن F‏ غابة مولدة لبيان موزون G‏ وافترض أيضا أن € ضلع بأصغر وزن من بين أضلاع G‏ التي يقع 
طرفاها 2 مركبتين مختلفتين من PLS yo‏ أثبت أنه من بين الأشجار المولدة للبيان 6 التي تحوي”1؛ توجد واحدة 
وزنها أصغرما يمكن وتحوي E‏ استخدم هذا لإعطاء إثبات آخر على أن خوارزمية كروسكال تعمل بصورة صحيحة. 
10.3.2. )1(. خوارزمية برم .(prim’s Algorithm)‏ تعمل هذه الخوارزمية على إنبات شجرة 
مولدة لبيان مترابط موزون G‏ بدءًا من رأس معين من خلال تكرار إضافة أقل ضلع Us‏ من رأس تم 
الوصول إليه مسبقا إلى رأس لم يتم الوصول إليه بعد. وينتهي عمل الخوارزمية بالوصول إلى الرؤوس 
ها (ككسر (A bii ashy‏ أثبت أن خوارزمية برم تنتج شجرة مولدة ل © وزنها أقل ما يمكن 
(Jarnik [1930], prim [1957], Dijkstra [1959])‏ ; 
2. لتكن'1 شجرة مولدة لبيان موزون: اجعل (77)1 تمثل أكبر وزن من أوزان أضلاع 7. اجعل x‏ أقل قيمة 
(7) من بين قيم te MT)‏ الأشجار المولدة جميعها لبيان موزون © . أثبت أنه إذا كانت T‏ شجرة مولدة للبيان 
G‏ حيث وزنها الكلي أصغر ما يمكن؛ m(T) = x ola‏ (بکلمات أخرى,'7 تصغر أكبر وزن). جد مثالا تبيّن فيه 
أن العكس غير صحيح. (تعليق: ت تسمّى الشجرةٌ التي تصغر أكبر وزِن عنق الزجاجة أو أصفر أكبر شجرة مولدة). 
2. -2 بیان تام موزون. تم بتكرار خطوة اختيارٌضلع أقل وزنا: بحيث تشكل الأضلاع التي اختيرت إلى الآن 
اتحادًا منفصلا من المسارات. بعد إجراء 1 - 77 خطوة؛ فإنك تحصل على مسار مولد. أثبت أن هذه الخوارزمية 
Letts‏ نينا مسار 8l Mtge‏ 59 . أوهات عائلة غير منتهية من الأمثلة التي تفشل فيها الخوارزمية. 

13.3.2 (!) افترض Jal 16355254 TŠ‏ ما (as‏ 2152 للبيان 5 وافترض اکا r ol‏ شجرة مولدة 
Cros‏ أثبت أنه يمكن تحويل T'‏ إلى T‏ من خلال إجراء عدّة عمليات تبديل ضلع من T'‏ مع ضلع من 
LT‏ بحيث نحافظ على بقاء مجموعة الأضلاع هذه بوصفها شجرة gay. Salga‏ أي زيادة على الوزن الكلي. 
14.3.2. )1( افترض أن C‏ حلقة 2 بيان مترابط موزون. وافكوكن Lind‏ أن © ضلع ذو أكبر وزن على 
east :6©‏ أنه old Bulge Syed angi‏ أقل 035 35 تحوي ©. استخدم هذا لبرهان أن تكرار حذف Jail‏ 
(ذو الوزن الأكبر) ضلع لا يمثل ضلع قطع لنحصل على بيان لا حلقي ينتج شجرة مولدة ذات dal‏ وزن. 
15.3.2 افترض أن 7 شجرة مولدة ذات أقل وزن 2 بيان مترابط موزون 6. أثبت أن T‏ تحذف uan‏ 
الأضلاع ذات الوزن الثقيل من كل حلقة .2 .G‏ 

2. افترض Si‏ لديك أربعة أشخاص يريدون أن يعبروا Gola‏ سحيقًا ‏ اليل من خلال جسر متداع: علمًا 
بأنه لا يمكن أن يوجد أكثر من شخصين على الجسر ‏ الوقت نفسه» وأن العبور يتطلب من كل عابر أن يكون 
لديه مصباح» ويوجد لديهم مصباح واحد فقط ( يجب حمل المصباح مع كل من يعبر الجسر). إذا قطع كل منهم 
الجسر وحده. لزمهم الزمن التالي للعبور: 0 دقائق 550 و5 دقائق للثاني. ودقيقتان UU‏ ودقيقة واحدة 
للرابع. ولكن عندما يقطع اثنان Lee‏ فإنهما يمشيان بسرعة الأبطأ Lagia‏ افترض أنه بعد 18 دقيقة سيأتي 
فيضان 2 الوادي يدمر الجسرء ذهل يستطيع الأشخاص الأربعة العبور 2 الوقت المناسب؟ أثبت أن جوابك 
صحيح دون اميتخدام نظرية البيانات» وصفٌ كيف يمكن الحصول على الجواب من خلال نظرية البيانات. 

2 إذا أعطيت رأسًا للبدء U‏ 2 بيان oly)‏ موجه) غير موزون G‏ فأثبت مباشرة (دون استخدام 
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خوارزمية ديجكسترا) أن الخوارزمية 8.3.2 تحسب Z)‏ ,4)1 لكل V(G)‏ € 2. 

2.. وضح كيفية استخدام البحث asl‏ أولاً (BFS)‏ لإيجاد خصر البيان G‏ 

cul (+) -19.3.2‏ صحّة قيام الخواززمية All‏ بإيجاد القطر yati‏ 

Xj‏ شغل BFS‏ من oly Gl‏ تاره Gul sles W‏ ا cues‏ يكون دا من GST W‏ ها ونك 
بعد ذلك شفْل BFS‏ من U‏ لتصل إلى رأس V‏ 245 عن U‏ أكبرٌ ما يمكن. diam T = d(u, v) JL‏ 
(Cormen-Leiserson-Rivest [1990,P476])‏ : 

20.3.2. الشجرة المولدة ذات القطر الأصغر. نعرف (Minimum diameter spanning tree) MDST JI‏ 
على أنها شجرة مولدة يكون فيها أكبر طول لمسار صغيرًا قدر الإمكان. إن الحدس يقترح أن تشغيل خوارزمية 
ديجكسترا بدءًا من رأس ذي اختلاف مركزي أصغر (مركز) ينتج لنا :MDST‏ إلا أن هذا قد يكون فاشلا: 
(a‏ أعط مثالا لبيان غير موزون له خمسة رؤوس (وزن كل ضلع يساوي 1) بحيث يمكن تشغيل خوارزمية 
ديجكسترا من رأس ذي اختلاف مركزي أصغر. وينتج عن ذلك شجرة مولدة ليس لها قطر أصغر. 

(b‏ أعط مثالا لبيان موزون له أربعة رؤوس بحيث Od‏ خوارزمية ديجكسترا لات تنتج MDST‏ عند تشغيلها من Gi‏ رأس 
21.3.2 طؤر خوارزمية سريعة لاختيار ما إذا كان البيان الموجود لديك ثنائي og pall‏ على افتراض أن البيان 
معطى بدلالة مصفوفة io) de‏ او 2 صورة قائمة من الرؤوس وجيرانهاء وان الخوارزمية ليست بحاجة إلى 
افتراض oh‏ ضلع أكثر من مرتين. 

22.3.2. ) -) جد حلا لمسألة ساعي البريد الصيني 2 البيان Or‏ على افتراض أن وزن كل ضلع يساوي 1 
2. يركب ساعي البريد الكسول الحاظظة كل صباح للوصول إلى مكتب البريد؛ ومن هناك يختار مسلكا 
للوصول إلى بيته بأسرع ما يمكن ( لا ينهي جولته عند مكتب البريد) .2 البيان أدناه. تجد خارطة تمثل الشوارع 
التي يسير عليها من أجل تسليم الرسائل لأصحابهاء (ulnas s.‏ عليها الدقائق ق التي يستغرقها .2 السير سواء Glo‏ 
الرسالة أو لمريقم بذلك. فضلا عن أن 7 ترمز إلى مكتب البريد و77 ترمز إلى منزله. ماذا يجب أن تحقق 
الأضلاع التي قطعت أكثر من مرة؟ جد كم مرة يجب أن يمر على كل ضلع ‏ حال اتباعه لمسلك مثالي. 





24.3.2- ) -) فسّر اذا يمكن افتراض أنّ المسارب المثلى التي تزاوج بين الرؤوس الفردية لحل أمثل لمسألة 
ساعي البريد الصيني هي مسارات. جد بيانا موزونا له أربعة رؤوس فردية يتحقق فيه أنْ الحل الأمثل لمسألة 
ساعي البريد الصيني يتطلب مضاعفة الأضلاع الموجودة ‏ مسارين لهما رأس مشترك. 5 

2 . افترض G SI‏ شجرة مجذرة بحيث يوجد لكل رأس فيها Lal‏ 0 أو ۸ من الأبناء. إذا أعطينا ۸ء فما 
قيم n(G)‏ التي تجعل هذا S Sa‏ 

26.3.2 جد علاقة تكرارية لحساب عدد الأشجار الثنائية ية التي لها 1 + 7#ورقة (هنا يوجد ولدان بالضبط 
لكل رأس لا يمثل ورقة؛ فضلا عن أن هناك أهمّية وتأثيرًا لترتيب الأبناء من اليسار إلى اليمين). الشجرتان 
أدناه تمثلان الحالات الممكنة عندما 2 = N‏ 


e 
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213.2 جدد علاقة تكرارية تعطي عدد الأشجار المستوية المجذرة التي لها 7 من الرؤوس. Ls)‏ 2 حالة 
الشجرة الثنائية المجذرة. إن الأشجار الجزئية التي نحصل عليها بحذف الجذر من شجرة مستوية مجذرة 
تميّز من خلال ترتيبها من اليسار إلى اليمين). 

2 (-) جد شفرة طولها المتوقع أصغر ما يمكن لمجموعة مؤلفة من عشر رسائل تردداتها النسبية هي: 
Le. 1. 2,3, 4, 5, 5, 6, 9‏ الطول المتوقع لرسالة 2 هذه الشفرة المثالية؟ 

2. يوجد # لعبة للكلمات المتقاطعة 100 حرف مكرّر بحسب القائمة أدناه. لاحظ GI‏ هذا لا يتفق مع 
اللغة الإنجليزية. إن تكرار الحرف "S"‏ قليل. فعلى سبيل SLM‏ لتحسين اللعبة؛ تظاهر أن هذه تكرارات 
نسبية 4 اللغة الإنجليزية» وجد شخ شفرة تخلو من المقدمة بأقصر طول متوقع Jail‏ الرسائل. أعط جوابًا من 
خلال إعطاء قائمة بمرات الحدوث النسبية لكل طول لكلمة شفرة (كلمة سريّة). احسب الطول المتوقع 

للشفرة JI)‏ حرف مستخدم) (تعليق: إن تند à‏ تشفر ASCII‏ يستخدم خمسة أرقام لكل حرف» Judy‏ هذه الشفرة 
أفضل من الشفرة السابقة. avail‏ يعاني تشفر ASCH‏ عدم وجود شفرات لعلامات الترقيم فيه) . 


AB CDEFGHIJ KLMNOPQ RS TUVWXYZ@ 
9.2; 2A 122,329 TL 14.3. 68 21 6-4 64 2 2 14 22 


30.3.2 افترض Si‏ لديك 7 من الرسائل التي احتمالات حدوثها هي: D -Pn‏ حيث :هي LÀ‏ للعدد 1/2 
(کل 0 < (È P= 1 spi‏ 7 

(a‏ أثبت أن احتمالية الرسالتين الأقل احتمالا تكون متساوية. 

-È pi lg 7: طول الرسالة المتوقع لشفرة هفمان لهذا التوزيع هي:‎ Si أثبت‎ (b 

2 . (+). افترض أن 7# من الرسائل تحدث باحتمالات Pp „Pr‏ « وأنه تم تحديد كلمات شفرة ثنائية 
مختلفة للكلمات. أثبت أنه لكل شفرة يكون الطول المتوقع لكلمة سرية (شفرة) بالنسبة إلى هذا التوزيع 
مساوية lg pi‏ :57 - على الأقل (مساعدة: استخدم الاستقراء على ]1948[( -(Shannon n)‏ 


الفصل الثالث 
المواءمات والعوامل (Matchings and Factors)‏ 


(Matchings and Covers) المواءمات والغطاءات‎ 3 

gY‏ مجموعة من الأشخاص. هنالك أزواج منهم منسجمون بوصفهم رفقاء ‏ غرف موجودين فيها؛ 
ماالشروط التي يجب أنْ تتوافر لكي نضعهم جميعًا 2 أزواج منسجمة؟ إن العديد من تطبيقات البيانات 
تشتمل على مثل هذه الأزواج. ضفي المثال 9.1.1 أخذنا 2 الحسبا ن مسألة ملء وظائف بمتقدمين مؤمّلين 
للعمل. ونعلم ail‏ توجد للبيانات الثنائيّة الفرع تجزئة طبيعيّة للرؤوس إلى مجموعتين. ونريد Aa paa‏ ما إذا 
كان بالإمكان وضع المجموعتين ‏ صورة أزواج باستخدام الأضلاع. لاحظ أنه ليس من الضروريٌ GI‏ يكون 
البيان GALS‏ الفرع ‏ مسألة رفقاء الغرف. 


3.. تعريف: المواءمة (matching)‏ 2 البيان G‏ هي مجموعة أضلاع ليست أنشوطات. ولا تتشارك 
ج التقاط الطرفيّة . وتكون الرؤوس الواقعة على أضلاع المواءمة M‏ مشبعة (saturated)‏ من قبل :M‏ 
Ul‏ الرّؤْوس الأخرى فتكون غير مشبعة (unsaturated)‏ (نقول مشبعة من قبل (M-saturated) M‏ 
وغير مشبعة من قبل M (M-unsaturated)‏ والمواءمة الكاملة (perfect matching)‏ 2 البيان هي 
المواءمة التي تكون رؤوسها جميعها مشبعة. 

3.. مثال: المواءمات الكاملة 2 Knn‏ خذ Kan‏ مع المجموعات المجرّأة (xy ..., Xn}‏ = 

um إيجاد‎ Sly Yan X المواءمة الكاملة تعرف دالة تناظر من‎ Ol ds ۲ = (yi. Va} و‎ 

Xj, X2, ...‏ بالتتابع يعطي M!‏ مواءمة كاملة . JS‏ مواءمة تمثل بتبديل ل ie euo fn]‏ إلى aie‏ تكون بير 

تلائم Jj‏ ونستطيع التعبير عن المواءمات « ويمكننا كذلك وضع X‏ و#بوصفه دليلا للصّفوف والأعمدة» وذلك 

بوضع 1 المواقع JSI iJ‏ ضلع رل ;2 المواءمة M‏ لنحصل على المصفوفة ALLAN‏ حيث إِنَّ العدد 1 يوجد 

مرة واحدة فقط -2 كل صف 29 كل عمود. " 

xı x2 xs x4 


0 
0 
0 
1 


M پډ‎ 
O = © © 


1 
0 
0 
0 


© = © هه 
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3.1.3 مثال: (المواءمات الكاملة ب2 البيانات التامّة). بما Si‏ رتبة Kone‏ فرديّة. فلا يوجد له مواءمة 

كاملة. لاحظ sue ol‏ المواءمات Kos 2 fn‏ هو عدد الطرق لوضع 27 شخصًا atia‏ د صورة أزواج. . يوجد 

27-1 طريقة لاختيار شريك Van gal pl‏ »و كل اختيار Slas‏ هناك Ais ple fr‏ يقة لإكمال المواءمة. Ola USS‏ 

fa = Qn-1) Qn-3)...(1). 5i سنجد من الاستقراء‎ i f 7 وبجعل‎ n>1Jsifr=(2n-1) احور‎ 

يوجد أيضًا طريقة Le‏ لحساب بإر. . فمن ترتيب ##شخصًا » نشكل مواءمة بوضع أول شخصين EHS‏ ثم 

الاثنين التاليينء وهكذا. لذا « os‏ كل ترتيب سيؤدي إلى مواءمة واحدة. وبما ol‏ تغيير cua A‏ للأزواج: أو 
تغيير الترتيب داخل الزوج نفسه لا يغير المواءمة الناتجة ان كل مواءمة ستتوا ب !277 ترتيبًا. وعليه؛ يوجد 


" مواءمة كاملة.‎ f, = (2r) 2n/) 
الرسم الاعتيادي لبيان بيترسون يظهر مواءمة كاملة وحلقتين 5 خمسة رؤوس. يحتاج حساب‎ 
يؤدي‎ De للمكقب الزائدي‎ cs المواءمات الكاملة إلى بعض الجهد (التمرين 14( لاحظ أن البتاء الاستقر‎ 


إلى العديد من المواءمات الكاملة ( التمرين 16(« إلا أنّ حسابها بدقة يعد صعبًا . لاحظ í‏ البيانات أدناه ذات 
رتب زوجيّة ولكن ليس لها مواءمات كاملة. 


KAA >< 


المواءمات العظمى (Maximum Matchings)‏ 
المواءمة هي مجموعة أضلاع. لذا ol.‏ حجمها (size)‏ هو عدد الأضلاع. ونستطيع البحث عن مواءمة 
كبيرة باختيار أضلاع واحدًا بعل القن كيك إن نقاطها Bia Lal‏ لم تستخدم 2 الأضلاع التي اختيرت 

BS S Niles‏ تبقى Gl‏ أضلاع موجودة . وهذا يؤدي إلى مواءمة عظمى. ولكنها قد لا تكون مواءمة كبرى. 


4.1.3 تعريف: المواءمة العظمى (maximal matching)‏ 2 البيان هي المواءمة التي لا يمكن 
توسيعها بإضافة ضلع. Lal‏ المواءمة القصوى (maximum matching)‏ فهي المواءمة التي لها أكبر 
حجم من بين المواءمات جميعها ‏ البيان. 
تكون المواءمة M‏ عظمى إذا ت قو تحقّق Gi‏ كل ضلع غير موجود M2‏ يقع على ضلع موجود أصلاً ب M‏ 

ولاحظ GI‏ كل مواءمة كبرى هي مواءمة عظمى. ولكن ليس بالضرورة SI‏ يتحقق العكس. 

5.1.3 مثال: عظمى F‏ کبری. البيان الأصغر الذي له مواءمة عظمى ولكنها ليست مواءمة كبرى هو Ps‏ 

فإذا أخذنا الضلع الأوسط. Lo‏ لا نستطيع إضافة Gi‏ أضلاع أخرى. ولكن الضلعين الآخرين الطرفيين 

يشكلان مواءمة أوسع. وسنبيّن أدناه هذه الظاهرة 4 كل من Ps 9P4‏ " 


“ارييف ی یي ا ابن 
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ك JEN‏ 5.1.3 يؤدي استبدال الأضلاع الغامقة بالأضلاع الرّفيعة إلى مواءمة أوسع. وهذا يعطينا 
طريقة للبحث عن مواءمات quad‏ 
6.1.3 تعريف: M OSII‏ مواءمة. نعرّف المسار المتناوب للمواءمة (M-alternating path) M‏ على Éi‏ 
امسار الذي يتناوب بين أضلاع 1/4 وأضلاع أخرى ليست فيها. أمّا المسار المتناوب للمواءمة الذي تكون 
نقاطه الطرفيّة غير مشبعة من M‏ فهو المسار الموسّع للمواءمة (M-alternating path) M‏ - 
إذا أعطينا مسارًا P‏ موسّعا للمواءمة Like M‏ نستطيع استبدال أضلاع المواءمة P 2 M‏ مع بقية 
الأضلاع ل P‏ لنحصل على مواءمة جديدة' M‏ مع ضلع Lal‏ واحد. ولذلك. عندما تكون M‏ مواءمة كبرىء 
فلا يوجد مسار aga‏ للمواءمة اال 
سنثيت فيما يأف abal CUIR RETENTO‏ المسارات الموسّعة المفقودة. فإذا أعطينا مواءمتين, 
فسنأخذ 2 الحسبان مجموعة الأضلاع التي تنتمي بالضبط إلى إحدى الجموعتى: Tiles dias, wally‏ 
عملية "الفرق "ZBLI‏ للمجموعات (انظر الملحق (A‏ التي من الممكن توسيعها إلى البيانات. 
713 تعريف: للبيانين H 9G‏ نعرّف الفرق GAH (Symmetric difference) fist‏ على أنه 
البيانٌ الجزئيٌ من UH‏ © الذي تكون أضلاعه هي الأضلاع HE‏ لا © والتي تظهر بالضبط ‏ واحد 
من G‏ أو H‏ وسم ail‏ هذا الرمز لمجموعات الأضلاع؛ بصورة خاصة. إذا كانت کل من M‏ ' 
مواءمتین» فإن: 


MAM' -(M - M') u (M' - M) 


8.1.3 مثال : 2 البيان alist‏ لاحظ MG)‏ مواءمة لجسم له خمسة أضلاع Mi nds)‏ هي مواءمة 
لجسم له ستة أضلاع سميكة والأضلاع المنقطة BY‏ تنتمي M'A IM at‏ . ويوجد للمواءمتين ضلع مشترا 

واحد هو © وهو Y‏ ينتمي إلى فرقهما Pe oae wore a GSL‏ م 
طوله 3. n‏ 


53..تمهيدية : كل مركبة للفرق GOLGI!‏ لمواءمتين هي مسار أو حلقة زوجيّة. الإثبات: لتكن M’ M‏ 
مواءمتين. وليكن F = MAM‏ نما M's sMo‏ مواءمتان. ola‏ كل رأس يقع على ضلع واحد من كل منهما 


على الأكثر. لذاء يوجد ضلعان 3 F‏ عند كل رأس على الأكثر. وبما 25 > obo NF)‏ كل PIAS ys‏ هي 
حلقة أو مسار. وأكثر من ذلك « ole‏ كل مسار أو حلقة ,2 F‏ يتناوب بين أضلاع M- Mt‏ وأضلاع .M-M‏ 


لذا Slo.‏ لكل حلقة طولا Éma)‏ مع عدد متساو من الأضلاع من n M o M.‏ 
٠ 4 43 .3‏ (بيرج ]1957[ ((Berge)‏ تكون المواءمة M‏ 2 البيان G‏ مواءمةٌ كبرى إذا وضقط إذا 
خلا 6 من مسار موسّع للمواءمة M‏ 


الإثبات: سنثبت Ple‏ العكسيّ de‏ اتجاه؛ aad‏ أن ل © مواءمة أوسع من M‏ إذا وفقط إذا كان 
د G‏ مسار موسّع للمواءمة M‏ وقد لاحظنا ail‏ من الممكن استخدام المسار الموسّع للمواءمة M‏ لينتج مواءمة 
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أوسع من M‏ وبالنسبة إلى الاتجاه العكسيّ. hasl ga M' OSI‏ ب © أوسع من M‏ سوف ÈD‏ مسارًا sa‏ 
للمواءمة M‏ لیکن F=MAM‏ فباستخدام التمهيدية 3. 1 .9 نجد FSi‏ يتكون من مسار وحلقة زوجيّة؛ 
والحلقات لها عدد الأضلاع نفسه من M 5M‏ ويما أن الملا > |M‏ فيجب Si‏ يكون ل F‏ مركبة عدد 
أضلاعها من M‏ أكثر من عدد أضلاعها من S| M‏ مثل هذه المركبة يمكن d‏ تكون فقط La‏ يبدأ وينتهي 
بضلع 2 M'‏ لذلك فهي مسار موسّع للمواءمة 24.11 ©. . 
شرط هال للمواءمة (Hall's Matching Condition)‏ 

عندما نشغل الوظائف بالمتقدّمين للعمل» عادة ما يكون عدد المتقدمين أكثر من عدد الوظائف؛ فضلا 
SI‏ تعبئة الوظائف بصورة متتابعة لا يوظف المتقدمين للعمل جميعهم isini.‏ هذه المسألة: نأخذ بيانًا gius‏ 
الفرع مع التّجزئة الثنائيّة 7٠ Y‏ ( التعريف 17.2.1( ونبحث عن مواءمة مشبعة ل . 

إذا كانت المواءمة M‏ مشبعة ل X‏ فان لکل × © S‏ يجب Bl‏ يوجد على الأقل |5| UA;‏ لھا جار ذخ 
GY 5‏ الرّؤوس المواءمة 3 S‏ يجب اختيارها من تلك المجموعة. وسنستخدم NS)‏ أو MS)‏ لنرمز إلى 
مجموعة الرَّؤُوس التي لها جار SB‏ وعليه. MS) < > [S| Sl‏ شرط ضروريٌ. الشرط SC X gs"‏ فان 
"|N(S)| 2 > IS d‏ هو شرط هال .(Hall’s Condition)‏ ولقد أثبت هال Si‏ الشرط الضروريٌ الواضح هو 
أيضًا شر كاف TONCAS)‏ 
11.1.3 نظرية , (نظرية هال -[1935] Hall‏ ) إذا Gly © ols‏ ثنائيّ الفرع وتجزئته ABLE‏ 
Gla  . Y‏ له مواءمة مشبعة د × إذا وفقط إذا كان SCX Jst|M(S)| < [S]‏ 
الاثبات: الضّرورة. لاحظ i‏ اد Lal, [S]‏ التي تتواءم مع S‏ يجب Sl‏ تقع & MOS)‏ الكفاية. لإثبات 
JI‏ شرط هال كاف Ele‏ سنثبت المكافئ العكسيّ. إذا كانت M‏ مواءمة كبرى G e‏ وليست مشبعة MI‏ 
فسنحصل على مجموعة S CX‏ بحيث يكون || > |(7/)5|. لیکن Vl U‏ من X‏ غير مُشبع من M‏ من 
بين كل الرّؤُوس التي يمكن الوصول إليها من U‏ باستخدام مسارات متناوبة للمواءمة GEM‏ اجعل S‏ تتكوّن 

من الرؤوس المأخوذة من T X‏ تتكون من الزؤوس المأخوذة من Y‏ ( انظر الرسم أدناه حيث 1هي الأضلاع 
السّميكة). لاحظ UES Si‏ 


3 
X u 


T=N )5( 

ندّعي M D‏ توائم مع Su)‏ لاحظ Éi‏ المسارات المتناوبة للمواءمة M‏ من الرّأس » تصل Y‏ من 
خلال أضلاع ليست .2 M‏ وتعود إلى X‏ من خلال أضلاع -2 M‏ وبما آهل Soil pally, dais Sua)‏ 
ó M‏ کل رأس T3.‏ هو رأس مشبع. لذلك» ole‏ المسار المتناوب للمواءمة M‏ الذي يصل tae Y € T‏ من 
خلال has M‏ إلى رأس .2 S‏ لذا Us alla Lubes M puts.‏ و T‏ إلى S-{u}‏ وعليه T= S-‏ 
{u}|‏ . لاحظ Gi‏ المواءمة بين T‏ و S-(u)‏ تعطينا N(S)‏ € 7. 4 الحقيقة. .T = N(S)‏ افترض yess‏ 
Y-T‏ جار 8 € . U ERIT‏ غير مشبع, و S-{u}‏ يتواءم مع T‏ من خلال M‏ لذا » لا يمكن SI‏ يكون gall‏ 
M 2 vy‏ لذلك ols‏ إضافة الضلع vy‏ إلى المسار المتناوب للمواءمة M‏ للوصولٍ إلى V‏ يعطينا مسارًا متناوبًا 
للمواءمة M‏ يصل إلى 13s J‏ يناقض des y € T‏ لا يمكن ae o‏ الضلع vy‏ موجودًا. وباستخدام 
T = N(S)‏ هذا الخيار للمجموعة S‏ نكون قد أثبتنا [M(s)| = |7| = |S]-7 > |S ji‏ . وهذا يكمل إثيات 
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" العكسي.‎ Galil 

من الممكن أيضًا إثبات الكفاية بفرض شرط هال » وبافتراض عدم وجود مواءمة مشبعة ل X‏ والحصولٍ 

على تناقض. وكما شاهدنا óp.‏ عدم وجود مواءمة مشيعة ل X‏ يؤدي إلى انتهاك شرط هال. لاحظ 5 

نقض الفرضيّة عادة ما يعني 5 EU‏ العكسيّ للشرط المطلوب قد أثبت. وعليهء نكون قد عرضنا الإثبات 
بذلك الأسلوب. 


3. ملاحظة + تقتضي النظرية 11.1.3 أنه عندما Y‏ توجد للبيان GALAN‏ الفرع مع التجزئة الثّنائيّة 
X Reit ala XY‏ وكا مشي sae ga Ka Me ama ble agent‏ لزي 
جذامن الجيران: لاحظ أيضًا SI‏ العبارة والإثبات يسمحان بأضلاع متكررة. 
لقد نشر العديد من البراهين نظرية هال؛ انظر (Mirsky [1971], p38])‏ و )]1969[ (Jacobs‏ 
للخلاصات. لاحظ Gust Í‏ لهال )]1948[ (M. Hall‏ يقود إلى Glatt! Sol‏ على عدد المواءمات المشبعة ل 
X‏ ي وتفه ا دالة على درجات الرقوس: وست اكد ف الحسبان Ma Sol gil‏ 2ف الدّرس 23 


عندما يكون لجموعات ثنائية الحجم نفسه ؛ فان نظرية هال تصبح نظرية الزواج «(Marriage Theorem)‏ 
التي أثبتت c‏ أصلا Joa‏ فيربينيوس ]1917[ (Frobenius)‏ . وقد ظهر الاسم من وضع علاقة الانسجام بين 
مجموعة فيها AGN‏ ومجموعة أخرى فيها N‏ امرأة. إذا وجد N‏ € ۸ بحيث يكون کل رجل منسجمًا بالضبط 
مع / Sy iil yal‏ امرأة منسجمة مع / رجلاً ALS dsl ga 359 cp 29 Vaile.‏ مرة أخرى نسمع بوجود 
الأضلاع المتكرّرة التي توسّع مجال التطبيقات ( انظر المبرهنتين 9.3.3 و 7.1.7 على سبيل المثال). 


3. نتيجة ؛ د 0 < k‏ يوجد لکل بیان e CSL‏ القرع منتظم من الدرجة ۸ مواءمة atals‏ 


الإثبات: لیکن Úle G‏ 7503 ئي الفرع بالتجزئة ئة الثنائيّة X.Y‏ ومنتظمًا من الدّرجة 6. ا الأضلاع التي 
نقاطها الطرفيّة بذ X‏ » وعدد الأضلاع التي نقاطها الطرطية Y a‏ يظهر k |X| = k [G‏ وهكذا oth.‏ 
|X] = |Y‏ لذلك يكفي giall‏ من شرط هال؛ ولاحظ ol‏ المواءمة التي تث تشبع X‏ سوف تشبع Ud Y‏ 
وسوف تكون مواءمة كاملة. لنأخذ S C X‏ 2 الحسبان. ليكن M‏ عدد الأضلاع من NG) a8‏ بما G Š‏ 
بيان منتظم من الذرجة .m= K|S| bb ik‏ وهذه ال m‏ ضلعا 5 تقع على N(S)‏ لذلك m< k\N(S)| ob».‏ 
k\S| <k |N(S)| 5‏ » وهذا يؤدي إلى Lag k3 Olaia |N(S)| < |S| Si‏ أن S CX. slat‏ کان ele‏ 
فنكون قد أثبتنا شرط هال. n‏ 

لاحظ هنا أنه يمكن استخدام التناقض. بافتراض G Si‏ لا يملك مواءمة كاملة. [a‏ هذا يعطي مجموعة 
S C X‏ بحيث Sly .|N(S)|<|S|‏ الإثبات الذي يعطي تناقضًا Gals‏ إعادة صياغة الإثبات المباشر المعطى 
ل الأعلى. 
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(Min - Max Theorems) نظريات أدنى أكبر‎ 

عندما لا يكون للبيان G‏ مواءمة كاملة ola‏ النظرية 10 ;1 :ةسمح فا بإقيات alga MSI‏ كبرق D^‏ 
خلال إثيات أنه لا يوجد ل G‏ مسار موسّع Ml gal‏ إن استكشاف المسارات المتناوية جميعها للمواءمة 
M‏ لحذف إمكانيّة التوسيع قد يأخذ as‏ طويلا. 

ولقد واجهنا Lidge‏ مشابهًا عندما أثبتنا أن البيان ليس Ajal CSS‏ وبدلاً من فحص التجزئات 
المحتملة, نستطيع إيجاد حلقة فردية. وهنا مجدداء بدلا من استكشاف المسارات المتناوبة جميعها للمواءمة 
كنا La‏ تفضل Aled‏ اء صرح D‏ يمت وجوة GI‏ مواءمة أوسع من M‏ 


53. تعريف: الغطاء (vertex cover) Cpl)‏ للبيان G‏ هو مجموعة جزئية Q‏ من V(G)‏ تحوي على 
الأقل نقطة طرفيّة واحدة من JS‏ ضلع؛ d‏ أن الرّؤوس -2 © تغطي .F(G)‏ -2 البيان الذي hey‏ شبكة 
طرق (طرق مستقيمة ولا يوجد رؤوس معزولة)؛ نستطيع تفسير المسألة بإيجاد أصغر غطاء elo‏ 
كمسألة وضع Ji‏ عدد ممكن من رجال الشورظة لجماية هة اموق انى wal‏ وچ هذا «Shull‏ 
فإن "غطاء" تعني "مراقبة". بما أنه لا يوجد رأس يمكن Gi‏ يغطي ضلعين Gf eel gh‏ حجم JS‏ غطاء 
رأسيّ يساوي حجم كل مواءمة على JIN‏ لذلك be.‏ الحصول على مواءمة و غطاء رأس بالحجم نفسه 
ينبت ol‏ كلا منهما هي الأمثل. لاحظ fia ol‏ هده البراهين موجودة للبيانات الثنائيّة الفرع. ولكنها 
ليست موجودة للبيانات جميعها. 


53.. مثال: (المواءمات والأغطية الرّأسيّة) . البيان عن اليسار أدناه. عَلمنا غطاء uy‏ حجمه 
12 وعرضنا كذلك مواءمة حجمها A E)‏ خط igus‏ أن العطاء Gall‏ ي الذي حجمه 2 يمنع وجود 
مواءمات بأكثر من ضلعين. إضافة إلي Ol‏ مواءمات حجمها 2 تمنع وجود أغطية الرّؤوس التي رؤوسها أل 
من 2. وكما هو موضّح عن اليمين؛ Gl‏ القيم المثلى تختلف عن الحلقات الفردية ب 1. ومن الممكن Ó‏ يكون 
الاختلاف كبيرًا بصورة عشوائيّة (التمرين 10.3.3(« " 


A 


53. نظرية : Konig gigs)‏ ]1931[ إيجرفاري Egervary‏ ]1931[( إذا كان eall di st Gly G‏ 
Ol‏ أكبر حجم لمواءمة GZ‏ يساوي أصغر حجم لغطاء رأسيّ ‏ 6. 


OLANI‏ ليكن gi bly G‏ ي الفرع بالتجزئة X.Y‏ بما al‏ يجب استخدام رؤوس مختلفة لتغطية الأضلاع 
& المواءمة. |M] ó‏ > > |0إعندما يكون © غطاءً Gudy‏ و M‏ مواءمة 2 6. ليكن © أصغر غطاء Gully‏ 
للبيان G‏ سوف (LA‏ مواءمة حجمها (catty, [O|‏ نستطيع تحقيق المساواة دائمًا. 
جڑیٰ 0 بوضع × R= QUO‏ و -T= QN Y‏ لیکن 17و asd G3 ados axl HP‏ بواسطة 
Tu X- R aRU (Y-T)‏ ,على ee Sa‏ نستعمل نظرية هال لنثبت HÉ]‏ له مواءمة تشيع ۸ إلى Y- T‏ 
و AMT‏ مواءمة تشبع JO Lee G2 Reel gs ao ES cael sl aia SHE Lug T‏ 
بما RUT GI‏ غطاءٌ G Sla Gul‏ ليس له أضلاع من X - RW 3” T‏ هل Olt! 2 sb SCR‏ 
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(5) :ب والمحتوى ے7 - Y‏ إذا كان Los N, (S)| > IS].‏ سح كملق ax tra‏ 
I‏ والتي لم تغط يواسطة T‏ قنستطيع تمويض S‏ 1 لأجل ,3-5 0 لتحصل غلى sual‏ غطاء ad‏ 


إِنْ الأصغريّة ل © تؤدي إلى شرط هال 2 H‏ لذاء يكون ل H‏ مواءمة مشبعة ل ead acer de R‏ 
على H'‏ تعطي مواءمة مشبعة n T‏ 


R 





Nu (5) 


ولأن نظريّة البيان مستمرّة 2 التطور فستظهر براهين جديدة لنتائج أساسيّة مثل نظرية كونج 
وإيجرفاري :(Kónig - Egervary)‏ انظر ريزي (Rizzi).‏ ]2000[ 


7 


53. ملاحظة : تنص نظرية علاقة أصغر - أكبر (min — max relation)‏ على المساواة بين 
الإجابات لمسألتي التصغير و التكبير على صفّ من الأمثلة. لاحظ أَنَّ نظرية كونج وإيجرفاري مثال على 
العلاقة بين أغطية الرّأس والمواءمة 2 البيانات الثنائيّة الفرع. 

ولناقشة ذلك؛ نفكر 2 زوج من مسائل الأمثليّة (dual optimization problems) i‏ لمسألتي 

التكبير 101 و التصغير N‏ معرفتين على الأمثلة نفسها BM Sayr Maria (lathe)‏ 

وگل حل M asl. (422) JU gle )N IN Ua ye‏ تساوي قيمة ١‏ أو Jal‏ منها م ايديا لقيمة“ 

أساسيّة (cardinality)‏ ومثال ذلك عندما تكون M‏ مواءمة كبرى و N‏ أصغر غطاء رأسيٌ 


عندما تكون 111 N‏ مسألتين ثنويّتين Ola‏ الحصول على الحلول المرشحة 9M‏ 77 التي لها القيمة نفسها تثبت 
La N MOI‏ حلان مثليان لذلك المثال. . سوف نرى العديد من الأزواج من المسائل الثنوية ب2 هذا الكتاب. 
dao‏ أت اة اجر ai pS]‏ على أن cual pall‏ [لتصييرة pple Bagge ABD‏ عش شوه FALL‏ 
Sy‏ هذه النظريات مرغوب فيها LEY‏ توفر الجهد! وهدفنا التالي هو نظرية أخرى مماثلة تتعلق بالمجموعات 
المستقلة 2 البيانات الثنائيّة الفرع. i‏ = 
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(Independent Sets and Covers) المجموعات المستقلة والأغطية‎ 

تنتقل الآن من المواءمات إتى :اللجموعات:السعلة. ورف عد د الاستقلا ل اللبيان على آنه Sl‏ حجم 
لمجموعة مستقلة من الرّؤوس. 
3. مثال: ليس بالضرورة أن يكون عدد الاستقلال لبيان có SLE‏ الفرع مساويًا لحجم مجموعة 
مجرّأة للبيات: ف البيانات أدناه: كلمن الجموعات المجرّأة حجمها Gath Uti‏ آلى مجموعة مستقلة 
حجمها 4. ل 








g 


لاحظ dil‏ لا يوجد رأس يغطي ضلعين .2 مواءمة . وبطريقة ممائلة: لا يوجد ضلع يحتوي على رأسين من 
٠ diua We gama‏ وهذا يؤدي إلى مسألة غطائيّة ثنويّة أخرى. 








19.1.3 تعريف: الغطاء الضلعيّ (edge cover)‏ للبيان © هو مجموعة L‏ من الأضلاع: eed‏ كون كل 
رأس يه 6 يقع على بعض الأضلاع ب SES L‏ الرؤوس .2 G‏ مغطاة e‏ ففي المثال 
3ء نجد bi‏ الأضلاع الأربعة الواقعة على الرّؤوس delat!‏ فكل خطاء ضلعيًا؛ ويكون الرأسان 
قان قد غطيا "for free" “35> 3 yguas”‏ 
3 البيانات التي ليس لها رؤوس معزولة هي ob Lull‏ التي تملك الغطاءات الضَّلعيّة فقط؛ ولاحظ أن 

Gales نستطيع الحصول على غطاء‎ Legacy من الأضلاع.‎ O. على‎ Lakes الكاملة تشكل غظاء‎ deel gl! 

بإضافة أضلاع إلى المواءمة العظمى. 

20.1.3 تعريف: للأحجام المثلى للمجموعات 2 الاستقلال؛ ومسائل الغطاءات التي عرّفت. نستخدم الرّموز أدناه. 
(G)‏ » أكبر حجم لمجموعة مستقلة. 

ar’ (G)‏ أكبر حجم لمواءمة. 

alo أصغر حجم لغطاء‎ 8 (G) 

D' (G)‏ أصغر حجم لغطاء ضلعيٌ. 

لاحظ أنه قد يكون للبيان العديدٌ من المجموعات المستقلّة التي حجمها هو الأكبر Cs)‏ له خمسة من 
هذه المجموعات). ولكن عدد الاستقلال (G)‏ هو عدد صحيح )2 = ol .)» (Cs)‏ الرّموز تعامل الأعداد 

التي تجيب عن مسائل الأمثليّة بوصفها متغيّرات للبيان. كالترتيب. والحجم» وأكبر درجة, والقطر. إلخ. ÓL‏ 

استخدامنا للرّمز ida '(G)‏ 3 الأضلاع 2 مواءمة كبرى يقترح علاقة مع المتغيّر a (G)‏ الذي يعد الزؤوس 2 

أكبنمجموعة Alain‏ وسنكتشف هذه العلاقة 2 درس 1.7. 
نستعمل B(G)‏ لأصفِر غطاء رأس Uu!‏ إلى تداخلاتها مع المواءمات العظمى. ونستخدم "الفتحة" 

(ePrim)‏ على PCG) o anf)‏ لأن AG)‏ تحسب مجموعة Uhl‏ (7')0/, فتحسب مجموعة الأضلاع. 
وباستعمال هذه bl gal‏ نظرية كونج وإيجرفاري تنص على ALB oly J9 a/(G)- 8 (G) Si‏ 

الفرع مثل 6. سنثبت أيضًا a (G) = f )© i‏ للبيانات ASL‏ الفرع التي ليس لها رؤوس معزولة. بما 

أنه لا يوجد لع قد يفطي زأسين 2 مجموعة مستهلة واحدة ots.‏ المتباينة BG) < a (G)‏ تنتج مباشرة. 
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(عندما تكون SCV(G)‏ نستخدم S ale‏ للدّلالة على مجموعة (VG) - S)‏ الرّؤوس المتبقيّة) . 
3. تمهيدية : 2 البيان ©. تكون المجموعة S C V(G)‏ مستقلة إذا وفقط إذا كانت S‏ غطاءً رأسيًا. 
وعليه. .a(G) + B(G)= n(G) Óla‏ 


الإثبات: : إذا كانت S‏ مجموعة مستقلة ls‏ كل ضلع يقع على رأس واحد 2 S‏ على الأقل. وعكس هذاء إذا 
كانت S‏ تغطي الأضلاع جميعها say Vaile,‏ أضلاع تربط بين رووس S‏ لذاء Ola‏ كل مجموعة مستقلة كبرى 


هي detti,‏ للنظاء .a (G) + B (G)=n (G) s gem adl‏ " 
Sl‏ العلاقة بين المواءمات وغطاءات الأضلاع علاقة دقيقة بدرجة كبيرة. وعلى RSI‏ من ذلك» فهناك 
صيغة مشابهة تتحمق. 


: Obs Aly pas دون رؤوس‎ Éko G إذا كان‎ (Gallai [1959] نظرية + (جالاي‎ .3 
.a(G) + B(G)- n(G) 


الإثبات: من مواءمة كبرى M‏ سنبني غطاءً ضلعيًا من الحجم IM]‏ - (7)0. وبما Si‏ أصفر غطاء ضلعيّ 
Y‏ يكون أكبر من هذا الغطاءء BG) > n(G)- a'(G ( Slb‏ ومن غطاء ضلعيٍ L VI‏ سنبنې 
مواءمة حجمها |L]‏ - (©)7. وبما Š‏ أكبر مواءمة لا تكون أصغر من هذه المواءمة, ól‏ هذا سيؤدي إلى ol‏ 
.a'(G) <7 (G) - BG)‏ وهاتان المتباينتان تحققان الإثبات. 

لتكن M‏ مواءمة كبرى ‏ 6. ài‏ غطاءً G J Gala‏ بإضافة ضلع واحد يقع على كل رأس غير مشبع 
للمواءمة M‏ وبذلك نكون قد acta‏ متا :كلع واحدا ككل راس ٠‏ ماعدا أضلاع M‏ التي تستخدم رأسين. 
لذلك. Obs‏ الحجم KII‏ لهذا الغطاء Galil‏ هو |M]‏ -(7)6 كما نريد. 
الآنء ليكن L‏ غطاءً $ ضلعيًا أصغريًا. إذا كانت النقاط الطرفيّة للضلع © تنتمي إلى أضلاع بذ 1 غير bb i‏ 
EL‏ ©؛ نظرًا إلى 5 L - (e)‏ هو أيضًا غطاء Gale‏ لذا > Js ola‏ مركبة شكلت بأضلاع من L‏ لها على 
الأكثر رأس واحد درجته تتجاوز 1 وهو نجمة (شجرة لها على الأكثر رأس واحد ليس ورقة). ليكن Sae k‏ 
هذه المركبات. بما أنَّ L‏ يملك ضلمًا واحدًا لكل رأس غير مركزيّ -2 كل نجمة «o3 .|L|= n(G) - kóta.‏ 
JA‏ مواءمة M‏ بحجم |1| k = n(G)-‏ باختيار ضلع واحد من كل n Laaa‏ 
3 . مثال: البيان أدناه له 13 رأسًا. ومواءمة حجمها 4 تظهر بصورة Aioli‏ وإضافة الأضلاع المفرّغة 
تعطي غطا كفا daze‏ 9 .و هذا الغطاءء لا حاجة إلى الأضلاع المنقطة. أمّا الغطاء Gall‏ فيتكون من 
أربع نجوم؛ نستخلص من كل نجمة ضلمًا واحدًا (غامق) لتشكيل المواءمة. is‏ 





3. نتيجة : (كونج ]1916[ (Konig‏ إذا كان G‏ بيانًا GALS‏ الفرع. وليس فيه رؤوس معزولة: Os‏ 
.a(G)= P'(G)‏ 

الإثبات: من التمهيدية 21.1.3 والنظرية 22.1.3 نجد Eia a(G) + B(G) = a/(G)*- B'(G) 5i‏ 
علاقة كونج وإيجرفاري a'(G) = f (G)‏ يكتمل الإثبات. 
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المجموعات المسيطرة ة (اختياري) Dominating Sets (Optional)‏ 

إن الأضلاع التي غطيت برأس واحد ‏ الغطاء ء Gad‏ هي الأضلاع التي تقع عليه؛ فهي تشكل نجمة. 
لذاء يمكن وصف مسألة الغطاء الرأسيّ بوصفها تغطية لمجموعة الأضلاع بأقل عدد من النجوم. Estee‏ 
Gl‏ £ تة وة الرّؤُوس Jab‏ عدد ممكن من التجوم . وهذا GAS‏ وسيط البيان التالي. 
3 مثال: ترغب شركة ببناء أبراج إرسال 2 منطقة نائية. فحددت مواقع الأبراج على بنايات سكنية, 
بحيث يمكن وصول الإرسال إلى كل مبنى سكنيّ. فإذا كان جهاز الإرسال عند X‏ يمكن أن يصل إلى ita Y‏ 
يوجد جهاز إرسال عند SI Y‏ يصل إلى *. إذا aae‏ الأزواج التي يمكن أنّ يصل إرسال كل منهما إلى 
الآخر. فكم جهاز إرسال نحتاج لتغطية المباني كلهاة 

لاحظ أن مسألة مشابهة موجودة الرّياضيّات الحديثة. وهي: كم وزيرًا نحتاج لمهاجمة المربعات جميعها 
على لوحة الشطرنج؟ (التمرين 56( n‏ 


26.1.3 تعريف: نقول 2 البيان :G‏ 51 المجموعة S C V(G)‏ مسيطرة IBI (dominating set)‏ 
لکل رأ س خارج S‏ جار 2 S‏ ونعرّف عدد السيطرة dominating number y (G)‏ على E» ail‏ 
حجم لمجموعة مسيطرة 2 ©. 

3. مثال : للبيان G‏ أدناه مجموعة مسيطرة أصغريّة حجمها 4 (الدّوائر) ومجموعة مسيطرة صغر: 

حجمها 3(المربّعات). لذاء WG) = 3 Ss‏ " 


b= 


7 
قدّم بيرج ]1962[ (Berge)‏ مفهوم السّيطرة. واستحدث أور (Ore)‏ ]1962[ هذا المصطلح: أما 
الترميز y (G)‏ فقد ظهر .2 المسح Cockayne Hedetniemi [1977]) j4‏ (. وقد .255 كناب کال 
لمفهوم السيّطرة وصورها المختلفة )]1998[ -(Haynes- Hedetniemi- Slater‏ 


Ol 1 J lie 28.1.3‏ غطاء مجموعة الرؤوس بالنجوم يمكن ألا يتطلب الكثير منها كما يتطلب غطاء مجموعة 

الأضلاع. وعندما Y‏ يكون Ola‏ رؤوس معزولةء ób‏ كل غطاء Gully‏ يكون مجموعة مسيطرة. لذاء Oa‏ 

. FK) = 7-1 ولكن‎ KS) =1 وقد يكون الفرق بينهما كبيرًا. فمثلاً؛‎ (G) SB (G) 
نحاول الحصول على حدود بلغة متغيّرات البيان‎ Lila. عند دراسة السّيطرة بوصفها مسألة قيم قصوى‎ 

الأخرى مثل الرّتبة والدّرجة الصغرى: dao‏ أن راسا lagi cass‏ على كنسة زعا Lil;‏ غيره Lad‏ 

Slo wal‏ حجم كل مجموعة مسيطرة 2 بيان منتظم G‏ من الدّرجة k‏ يساوي )1( n (G)‏ على الأقل. 

لاحظ وجود خوارزميّة شرهة تنتج مجموعة مسيظرة Gast‏ أكبر كرا لهذا الحن لكل بان دزجته 

الصغرى /. 

3 . تعريف: الجوار المغلق N[v] (closed neighborhood)‏ للرّأس v‏ -2 بیان ما هو «N(v)U (v)‏ 
وهي مجموعة الرؤوس المسيطر عليها من . 

3 . نظرية + (أرناتوف ]1974[ Arnautov‏ . بايان ]1975[ (Payan‏ توجد مجموعة مسيطرة حجمها 
lt 1)‏ )0+ 1106 77 على الأكثر لكل بيان على 7 من الرَوؤوس ودرجته الصغرى Ke‏ 
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الاثبات: )545 ]1990[ (Alon‏ لیکن Gls G‏ ذا درجة صغرى -k‏ ولتكن(7)6 © ؟ ‏ ولتكن U‏ مجموعة 
الرّؤوس التي لا تسيطر عليها S‏ ندّعي وجود رأس زخارج S‏ يسيطر على Lal [Ut Tn‏ على الأقل Q^‏ 
U‏ . لاحظ EG‏ جارًا لكل رأس .2 U‏ على الأقل. لذاء Los Y, UN [v] < IURE) Ste‏ أن جار لكل 
رأس 2 علي الأكثر, وعليه يُحسب 7 مرة على الأكثر من Jð‏ المجموعات |U]‏ لذلك؛ y Jia LiL, óla‏ 
يظهر على |U|(k+1)/n JYI‏ مرة ويحقق الادعاء. 

نختار -بصورة تكراريّة- رأسًا يسيطر على أكثر الرّؤوس المتبقية وغير المسيطر عليها. لقد أثبتنا أنه 
Lain‏ بی ۴ راا ير مسيطر al (ile‏ يبقى بعد الاختيار التالي LLL, 7)1 - (k + 1yn)‏ على الأكثر 
غير مسيظر n PEED uns Agile‏ خطوة تبدأ من © = S‏ واستخدام المتباينة -p > e"‏ 1 يظهر Sl‏ عدد 
الرؤوس غير المسيطر عليها Fas‏ على الأكثر 


n 
k +1 


n NS حجمها‎ puis E E E REE a Oe er 
3 على الأكثر.‎ 





n(1-— k+l Jee DARD < pe- né) = 





3. ملاحظة + إِنَّ هذا الحدّ يثبت Lal‏ بطرق احتمالية. وذلك 2 النظرية .10.5.8 ولاحظ أنَّ QUIE‏ 
وویرستر» وويست (Caro — Yuster- West)‏ قد برهنوا أن عدد السّيطرة CI‏ لقيم ۸ الكبيرة يقترب 
es‏ من هذا الحد. . وقد استخدم ألون ]1990[ (Alon)‏ طرقا احتمالية ليثبت 5 تقارب هذا الحد 
حاد وواضح عندما تكون k‏ كبيرة. 

ولقيم ۸ الصّغيرة: تبقى الحدود المضبوطة ضمن الاهتمام. ومن خلال البيانات المترابطة على 77 من tu‏ 

نجد 28 < ( 0)6 تعطي 271/5 > < WG)‏ (ماكويج — شيفرد ]1989[ McCuaig - Shepherd‏ مع 3525 

سبعة استثناءات صغيرة)ء إضافة إلى O(G) < 3 à‏ 628 إلى (G) € 3n/8 Si‏ ريد )]1996[ (Reed‏ 

يُطلب -2 التمرين 53 إيجاد بناءات تحقّق هذه الحدود. a‏ 
لقد درست العديد من cl pall‏ على مفهوم السّيطرة. ضفي المثال 25.1.3 على سبيل JN‏ ربما نريد أن 

تكون أجهزة الإرسال قادرة على الاتصال Lee‏ وهذا يتطلب حدوث بيان Gja‏ مترابط. 


3 . تعريف: تكون المجموعة المسيطرة 25 6 مجموعة مسيطرة مترابطة (connected dominating set)‏ 
إذا كانت Alas! GIS]‏ وتكون مجموعة مسيطرة مستقلة (independent dominating set)‏ إذا كانت G[S]‏ 
لا تحتوي أضلاعًا 2 حين تكون مجموعة 2 (total dominating set) AUS 5 plasue‏ إذا GES] cals‏ لا تحوي 
E Lil‏ 
إن كل paid‏ ضيف M31 Ma‏ .إن مجموعات السّيطرة ة لهذه الأنواع تكون كبيرة WG) HSS‏ . لاحظ č‏ 

التمارين 60-54 تتتتعقت cal La oda‏ وأن ذزاسة مجموعات السيطر#اتغادل iul ja‏ المجموعات المستهلة 

الأعظميّة. وهذا يؤدي إلى نتيجة دقيقة حول البيانات التي لا تحوي مخالب. 

3.. تمهيدية : تكون مجموعة الرّؤوس 2 بيان ما مجموعة مسيطرة مستقلة إذا وفقط إذا كانت 
مجموعة مستة ة مستقلة abel‏ ية. 

SZ جار‎ S أعظميّة إذا وفقط إذا كان لكل رأس خارج‎ S فيما بين المجموعات المستقلة تكون‎ OLAYI 

z مجموعة مسيطرة.‎ S تكون‎ Í do pds ga وهذا‎ 
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3. نظرية : )]1979[ Bollobas-Cockayne‏ )توجد مجموعة مسيظوة KO gare alza‏ 
بیان لا يحوي مخليًا. 
الإثبات: agama S OSI‏ مسيطرة صغرى 2 البيان G‏ الذي لا يحوي مخالب. ولتكن S‏ مجموعة مستقلة 
أعظميّة جزئيّة من 55.8 T = V (G) — N (S)‏ حيث R‏ مجموعة الرّؤُوس MS) US"‏ المسيطر عليها 
بواسطة S‏ ولتكن T‏ مجموعة مستقلة أعظميّة جزئيّة من 1. 

Altius Arias Ac gama S ol Loo Alzuua de pesca "أكون‎ UT" ol». لا تحوي جارًا ل"5,‎ T أن‎ bes 
على‎ plowed T" Glo Agi us ويطريقة‎ 8" 2. 5l. S-S’ لكل رأس من رؤوس‎ ol iS جر فة من‎ Mel 
مسيظرة:‎ apna U T 5t. وعليه‎ .7'- 7" 

بقى 8 نبين U T EXO S‏ “دا . لاحظ É‏ لكل رأس يذ 5- جارً! واحدًا على الأكثر .2 ”7 T‏ له جارًا 
ون U‏ "ك مجموعةٌ مستقلة و G‏ يخلومن المخالب. Legg‏ ان S‏ سبيطوة, هان كل رامن he‏ على 
الأقل ل 7ع |T'| X |S-S'| Óla aeg S-S‏ » وهذا يؤدي إلى U 7" x |S| = AG) É‏ "ا n‏ 


KEDD 
(Exercise) تمارين‎ 
مواءمة كبرى عن طريق إيجاد‎ Ll جد مواءمة كبرى -2 کل من البيانات المرسومة أدناه. وأثبت‎ )- ) 1.1.3 
الأمثل للمسألة الثنويّة (غطاء رأسيّ أصغر). واشرح لماذا يثبت هذا أنَّ هذه المواءمة هي الأفضل.‎ oul 


PA XM BORK 


3 (-) حدّد الحجم الأصغر لمواءمة أعظميّة 2 الحلقة ,0. 
S OSI )-( 3.1.3‏ مجموعة الرّؤوس المشبعة بالمواءمة 2M‏ البيان 6: od eut‏ بعض المواءمات العظمى 
Lad‏ تشبع -S‏ وهل هذه العبارة يجب SI‏ تكون صحيحة لكل مواءمة S ja‏ 
3 (-) لكل من '8 , 8 «a, a,‏ مَيّز البيانات البسيطة التي قيمة JS‏ وسيط من هذه الوسائط تساوي 1. 
Ges )-( 5.1.3‏ ليج < (6) ه نكن بیان 6. 
Tos )-( 3‏ شجرة على 7 من الرؤوس» وليكن/ الحجمٌ الأكبر لمجموعة مستقلة T2‏ حدّد (1) a‏ بدلالة A gn‏ 
7.1.3. )-( استخدم نتيحة 24.1.3 لإثبات 5 البيان 6 يكون Gi‏ الفرع إذا Jazas‏ إذا كان 
a(H) = BH)‏ لكل بيان 255 H‏ من Ll G‏ من النّقاط المعزولة. 

. . . . . 
cus (1) 3‏ العيارة ASS‏ أو انقضها: كل شجرة لها مواءمة مكتملة والحدة على الأكثر. 
3 )1( أثبت JS ÒI‏ مواءمة أعظميّة 2 البيان © لها a'(G)/2‏ ضلعًا على الأقل. 
10.1.3 افترض Goal  ناتمئاوم N MI‏ بحيث | MI IN‏ أثبت وجود مواءمتين NSM'‏ في G‏ بحيث إن 
JM" = |M]-1‏ و1+/3| = [V]‏ وبحيث يكون اتحادهما وتقاطعهما (كمجموعات أضلاع) مثل NSM‏ 
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3. لتكن C' C‏ حلقتين 2 البيان 6. أثبت CAC’ Si‏ يتفكك إلى حلقات. 

12.1.3 لتکن C‏ و C'‏ حلقتين بطول k‏ 2 بیان خصره k‏ أثبت CAC’ Gl‏ حلقة أحادية إذا وفقط إذا كان 
Ú pus CNC’‏ أحاديًا. )]2001[ (Jiang‏ 

3. لتكن 5M‏ 14 مواءمتين 2 البيان MOI aja X Y asl ajeuh G 2 ALI‏ مشبعة ل 
SEX‏ و 14[ مشبعة ذلآ © SS UTS Aegis aghja G Jaspi cash T‏ وعلى سبيل «SEM‏ نعرض 
pU Mots‏ س و 1/4 بأضلاع رفيعة؛ ونستطيع إشباع S UT‏ باستخدام ضلع واحد من كل مواءمة 
منهما. 


14.1.3 . لیکن G‏ بيان بيترسون. 2 المثال 9.1.7 Lis‏ الحالات التي استخدمت لإثبات 4 إذا كانت M‏ 
مواءمة كاملة .2 © G-M=C ;"C,ól.‏ افترض هذاء e$‏ 
(a‏ مكتملة أنَّ كل ضلع G2‏ يقع 4 أربع حلقات على خمسة رؤوس. واحسب الحلقات الخماسية الموجودة ب 6. 
(b‏ حدّد عدد المواءمات مكتملة 2 -G‏ 
(a 15.1.3‏ لکل 2 < ik‏ أثبت des Or MALE indi‏ إحدائيٌ [۸] € 1ء یوجد عدد زوجي من 
الأضلاع 2 M‏ تختلف نقاطها الطرفيّة 2 الإحداثى e‏ 
(b‏ استخدم فرع Lal (a)‏ المواءمات N‏ 
3 .لكل 2 > أثبت ail‏ يوجد (2)2“7 مواءمة مكتملة د Qr‏ على الأقلّ. 
3 الوزن لرأس 2 +0 هوعدد تكرار العدد 1 بل وسمه. أثبت أنه لكل مواءمة مكتملة 2 a Qu‏ عدد 
الأضلاع التي توائم الكلمات التي وزنهاة للكلمات التي وزنها 1 + هو )!5 لكل 1-/ > 0>1. 
53 ) شخصان olab‏ لعبة على Goll!‏ ويتبادلان اختيار رؤوس مختلفة. يبدأ اللاعب JI‏ باختيار 
أي رأس» بحيث يكون كل اختيار لاحق مجاورًا للاختيار السّابق (للاعب الآخر) . لذلك يما يسلكان مسارًا 
معا. واللاعب الفائز هو الذي يستطيع Gl‏ يحرك أخيرًا. 
أثبت أنَّ اللاعب الثاني لديه استراتيجيّة للفوز إذا كان د 6 مواءمة مكتملة وبخلاف ذلك fa‏ اللاعب الأول هو 
الذي لديه هذه الاستراتيجية. (مساعدة : للفرع الثاني » يجب GI‏ يبدأ اللاعب الأول برأس مهمل من مواءمة عظمى) . 


)١( 19.13‏ لتكن A = (4i, ..., Am)‏ جمعًا أو حشدًا لمجموعات جزئيّة من Y‏ نعرّف نظام الممثلين 
المختلفين As (System of distinct representatives) (SDR)‏ هلك أنه مجموعة العناصر المختلفة 
ds‏ ,... , 1 لك a) © Ai eum Y‏ أثبت A SDR JO‏ إذا وفقط إذا كان s 4i | < [S|‏ , لا الكل 


SC (L...,m)‏ (مساعدة: حول هذا إلى مسألة بيان). 

dx 20. 1.3‏ أعضاء ناد لقضاء عطلتهم الصّيفيّة. حيث يتوافر لديهم الرّحلات fi, ln‏ ولكن سعة 
الرّحلة li‏ هي Ni‏ وکل شخص يرغب 2 gan‏ هذه الزحلات سيسافر على الأكثر -2 واحدة منها . بدلالة 
Gl‏ الأشخاص يرغب بأي الرحلات. اشتق الشرط الضروريٌ والكاي لملء الرحلات جميعها (بسعتها) من 
الأشخاص الذين يرغبون فيها. 

٠3‏ ليكن ts OL, G‏ بالتّجزتة [N(S)| > |S| Shea X. Y siat‏ عندمالا OAS C‏ أثبت 
Si‏ كل ضلع G2‏ ينتمي إلى مواءمة مشبعة د . 

cal 22.1.3‏ أنَّ للبيان stan‏ 3 الفرع © مواءمة مكتملة إذا وفقط إذا كان |N(S)| = |S|‏ نكن wS € V(G)‏ 
وقدّم صفا لا Lgs‏ من الأمثلة لإثبات SI‏ هذا التمييز لا يتحقق للبيانات جميعها. 
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المتباينة 5 > m Sexy pira‏ الاستقراء على E nme olay zx.‏ 
(مساعدة: خذ 2 الحسبان أولا الحالة حيث |5.| |N(S)|>‏ كل وة S Vhs Wis‏ من KX‏ وعندما لا 
يتحدّق will‏ خذ 2 الحسبان مجموعة أصغريّة جزئيّة غير خالية T € X‏ بحيث |T‏ - |(1/)1|. 


(M. Hall [1948], Halmos — Vaughan [1950]) 


Q) 24.1.3‏ مصفوفة التباديل P (permutation matrix)‏ هي مصفوفةء مدخلاتها 1.0 فقط وتحوي 
ue D‏ وعموة العدد 1 بالضيط مرّة واحدة. أثبت (el Si‏ مصفوفة مربّعة مدخلاتها أعداد صحيحة غير 
سالبة يمكن كتابتها ب صورة حاصل جمع ۸ من مصفوفات dps Lill‏ إذا وفقط إذا كانت مجاميع الصفوف 
جميعها ومجاميع الأعمدة جميعها كذلك تساوي /. 

25.1.3. )1( مصفوفة مضاعف التصادفيّة :Q (doubly stochastic matrix)‏ مصفوفة الأعداد 
الحقيقيّة غير السّالبة التي فيها مجموع G‏ صفّ ومجموع Gl‏ عمود يساوي 1. أثبت SI‏ مصفوفة مضاعف 
التتصادفيّة 0 يمكن كتابتها على الصورة »+ ... + (Q= CP‏ حيث C1, ...,Cm‏ أعداد حقيقية غير سالبة 
مجموعها 1و Ps... P‏ هي مصفوفات تباديل. ومثال ذلك ما يأتي: 


yk IB Wy I TN 1 , 7908 1 
o 16 56 J-0 0 1 ]-3[00 1]*2[0 1 0 
y 12 0 0 10 100 100 


(مساعدة: استخدم الاستقراء على عدد المدخلات غير الصفريّة ب2 0). 

(Birkhoff [1946]« von Neumann [1953])‏ 
26.1.3 )1( 352 مجموعة من أوراق اللعب من MN‏ بطاقة مع 71و 7 LÊS‏ عليهاء بحيث يكون هنالك بطاقة 
واحدة لكل قيمة 2 كل نقش. وزعت البطاقات إلى صفيف 2-77 M‏ 

(a‏ أثبت Si‏ هناك مجموعة تتكون من M‏ بطاقة؛ بواقع بطاقة واحدة 2 كل عمود. ذات قيم مختلفة. 

(b‏ استخدم فرع (a)‏ لبرهنة 4s‏ بمتتالية من تبديلات البطاقات التي لها القيمة نفسها . يمكن إعادة 
ترتيب البطاقات بحيث يتكون IS‏ عمود من 7 بطاقة من النُقوش المختلفة. )]1997[ (Enchev‏ 
27.1.3. )1( تعميم تك- تاك- Generalizing Tic- Tac - Toe) s‏ ). تتكون لعبة المواقع من مجموعة 
مواقع Xn‏ ,... ,رلا X=‏ وعائلة مجموعات مواقع رابحة Wi., Wm‏ (تك - تاك - تو لها 9 مواقع و8 
مجموعات رابجة) . حيث يختار اللاعبان المواقع بصورة متعاقبة؛ والفائز Lagia‏ من يجمع مجموعة رابحة. 

افترض OÌ‏ كل مجموعة رابحة حجمها d‏ على IS, JN‏ موقع يظهر .2 D‏ على الأكثر مجموعة رابحة 
تك - تاك تق a=3‏ و 574( ar poc dn n‏ قيق التعادل بقوة إذا كان 2b‏ < 4. 
(مساعدة: شكل c gia Úle‏ الفرع G‏ بالتجزئة الثنائيّة Y= {Wye Wa} U {Wir We JUNE. Y‏ 
وأضلاعه هي ,و xw‏ عندما يكون X; © W;‏ د كيف يستطيع لامب 3 استخدام مواممة 9G‏ ليق 
هذه النتيجة 353 دي إلى أن اللاعب 2 يستطيع تحقيق قيق التعادل بقوة .2 لعبة تك — تاك — تو ذات البعد d‏ عندما 
يكون طول الجوانب (BIS‏ 
53 (!) جد مواءمة مكتملة 4 البيان أدناه» أو أعط إثبانًا قصيرًا تبيّن عدم وجود مواءمة مكتملة فيه. 
(Lova’sz- Plummer [1986,P7])‏ 
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29.1.3 )1( استخدم نظرية كونج وإيجرفاري لإثبات JS SI‏ بيان LS‏ الفرع G‏ له مواءمة حجمه 
e(GYA(G)‏ على الأقل. استخدم هذا لتستنتج آنه توجد IS‏ بیان Kanto Gija‏ عدد أضلاعه أكثر من 
E (ges talk- 17‏ على el‏ 
30.1.3 )1( حدّد أكبر عدد من الأضلاع 2 البيان الثناتيٌ الفرع البسيط الذي لا يحوي مواءمة عدد 

(Isaak) أضنافعه:1‎ suc ven) يحوي‎ yk أضلاعها‎ 

31.1.3 استخدم نظرية كونج وإيجرهاري لإثبات نظرية هال. 

32.1.3 (!) & البيان الثنائي G‏ بالتجزئة él XY AUAM‏ العجز (deficiency)‏ للمجموعة S‏ هو 
def(S)-|S|- ING)I‏ لاحظ 5 0 = .a'(G)-| × |-max,., def(S) 5i casi .def()‏ (مساعدة: شكّل 
Bi‏ ثنائيٌ الفرع G'‏ بحيث يكون ل G’‏ مواءمة مشيمة 1 131 وضتط إذا كان د مواءمة بالسينم المطلوب» 
وبرهن G' Si‏ يحقق شرط هال ). (Ore[1955])‏ 

33.13 )1( استخدم التمرين 32.1.3 لإثبات نظرية كونج وإيجرفاري. (مساعدة: احصل على مواءمة 
وغطاء Gurl‏ لهما الحجم نفسه من مجموعة لها عجز أكبر). 

USUS Gly G 4 (Y) 3‏ بالتجؤكة gud X Y all‏ هبه رووس Ayes‏ عرف العجز كما عُرّف 2 
ead 32.1.3. cys pail‏ أن شوطل هال يتحقق للمواءمات المشبعة X J‏ إذا وفقط 131 گان عجر عل سموعة 
جزئيّة من Y‏ على الأكثر [|-[۲|. 

3. ليكن © بيانًا Us‏ بالنّجزئة الدّنائيّة X.Y‏ ثبت أنَّ G‏ يخلومن K,‏ (1 + ) إذا وفقط إذا كانت 
S C X agama‏ تحتوي على مجموعة جزئيّة حجمها k‏ على الأكثر. ولها جوار (Liu- Zhou ]1997[( N(S)‏ . 

36.1.3. لیکن Ls G‏ اتيا بالتجزئة الثنائيّة ay X. Y‏ مواءمة مشبعة لكل m= lese‏ أثبت d‏ يوجد ل 
G‏ على الأكثر BY ("}) Ube‏ تنتمي إلى أي مواءمة حجمها Ga M‏ أمظة hud‏ أن هذا uaa‏ ما يكن لكل m‏ 
aus Gls G ys.s(+) 37.1.3‏ بالتجزئة الثنائيّة Aly X.Y‏ مواءمة مشبعة XJ‏ 

IN(SND|= ISAN 8 أقبت‎ MD = 11 ING) = IS] Ef بحيث‎ X مجموعتين من‎ 1 Sosa 
ينتمي إلى مواءمة كبرى.‎ X كل ضلع يقع على‎ Ol بحيث‎ X Ll) يحوي‎ XSi أثبت‎ (b 

(مساعدة: خذ مجموعة أصغريّة غير خالية SCX‏ بحيث Ol «|N(S)|= |S|‏ وجدت مثل هذه المجموعة ) . 
38.1.3 )+( جزيرة مساحتها lgan‏ 7#عائلة تتكون كل Lge‏ من زوجين: أحدهما صيّاد والآخر مزارع. وقد 
قسّمت وزارة اليد الجزيرة إلى 71 منطقة صيد متساوية Lal A Lll‏ وزارة الزّراعة فقد قسّمت الجزيرة 
إلى 7 منطقة زراعية متساوية المساحة. وتطلب وزارة الزواج Od‏ يحصل كل زوجين على منطقتين متداخلتين. 

ومن التمرين 3 L‏ .25 . نعلم Gi‏ هذا ممكن دائمًا. أثبت نتيجة أقوى: اضمن مزاوجة بحيث تشترك منطقتا 
كل زوجين على JÒN‏ ب 4(n+1)‏ عندما ايكون si p‏ وب ])2 [por‏ /4 عنما يكون Tt‏ زوجيًا . و أثبت 
أيضا أنه لا يمكن ضمآن وجود مساحة:مشتركة أكير من هنذه؛ الاحظ أن المثال أدنآه يحقق المساوأة lasie‏ 
Ree [1959], Floyd [1990]) 7 > 3‏ ا 


ie 423. 1.225 
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40.1.3 ليكن © giu ble‏ الفرع. أقبت (G) = n(G)2 Si‏ © إذا وط إذا 5 G Jcsas‏ مواءمة Alia‏ 
41.1.3 نعلم أن olas‏ المترابط على 7 من uhl‏ حلقة واحدة بالضبط 131 وفقط إذا كان له 7 
ضلع بالضبط (التمرين 30.1.2). لیکن G‏ بيانا ليس ثنائي ي الفرع, aly.‏ حلقة واحدة بالضبط C‏ أثبت أن 
a (G) > [n(G) / 2]‏ مع المساواة إذا وفقط إذا وجدت ل G-V(C)‏ مواءمة مكتملة. 
42.1.3 ومو او OT‏ ا Ne‏ 

من الرؤوس المتبقيةء بحيث يكون هذا الرس ذا درجة صغرى تضيفه إلى oS‏ وتحذفه مع جيرانه من البيان. 
ثبت أن ola‏ الخوارزميّة تنتج مجموعة مستقلة حجمها y‏ على الأقل 2 البيان البسيط 6. 
y (Wei [1981], Caro [1979])‏ 
53 لتكن M‏ مواءمة أعظمية: و L‏ غطاءً ضلعيًا أصغريًا 2 بيان ليس فيه رؤوس معزولة. أثبت العبارتين 
الآتيتين. )]1959[ :(Norman - Rabin [1959], Gallai‏ 

(a‏ تكون M‏ مواءمة كبرى إذا وفقط إذا كانت محتواة 2 غطاء Galo‏ أصغر. 

(b‏ يكون L‏ غطاءً Gala‏ أصغر إذا وفقط إذا احتوى على مواءمة كبرى. 
44.1.3 ) -) ليكن le G‏ بسيطا بحيث يكون مجموع درجات k Gl‏ رأسًا من رؤوسه BÀ‏ من ۸ Sein-‏ 
كل مجموعة مستقلة أعظميّة لها أكثرمن + (Mayer [1972]) LEN,‏ 
3 .45.1 يكون الضلع ©#2 البيان G‏ حرجًا بالنسبة إلى به (a-critical)‏ 13 کان .a(G - e) > a(G)‏ افترض 
XZ 9 Xy 5‏ ضلعان حرجان بالنسبة إلى © في G‏ أثبت أنَّ ل © بيانا جزتيًا مُحدثا » أي Gi‏ له حلقة فرديّة 
تحوي XZ 9 XY‏ (مساعدة: Y.Z osa‏ مجموعتين مستقلتين كبريين بف G-Xy‏ و G-XZ‏ على الترتئيب: ليكن 
.H- G[YAZ]‏ أثبت Si‏ لكل مركبة ب2 H‏ عدد الرّؤوس نفسه من Y‏ و Z‏ استخدم هذا الإثبات لإثبات أنَّ y‏ 
و Z‏ ينتميان إلى المر كبة نفس -2 Berge[1970]) (.H‏ مع تعميم صعب 2 (Markossian — Karapetian‏ 
)]1984[ 
53 (* -) أعط توصيفا مميّرًا للبيانات التي عدد سيطرتها 1. 
3 )* -) أوجد sue Lai eal Byard paul‏ كل مق الشيظرة والغطاء اراس 
48.1.3 )*-( حدّد (Cn)‏ و (,)ز. 
49.1.3 (*) لیکن G‏ بيانًا لا يحوي رؤوسًا معزولةء ولتكن D‏ مجموعة مسيطرة أصغريّة ‏ 6. S eu‏ 
مجموعة مسيطرة. واستنتج تج 5 (Ore [1962]) JG) € (G2‏ 
WG) <n - f (G) 51:2 6 s.a (*).50.1.3‏ عندما يكون G‏ بيانًا على M‏ من الرّؤُوس ولا يحوي رؤوسًا 
معزولة. ل 7/2 > ily Gh ai 1 <k‏ مترابطا G‏ على 7 من الرّؤوس بحيث يكون J(G)- k‏ 
51.1.3 (*) لیکن © بيانًا مترابطا بسيطًا على 7 من gill‏ 

[n41 + A(G)] <y (G) <n - ^ (G) Si esi (a 

diam G)/3 > y (G) €n- |diam 6/3] Saio‏ + 1( بين gla gl‏ المتباينتينهما أفضل ما يمكن لكل/. 
52.1.3.)*( أثبت أنَّه إذا كان القطر للبيان G‏ على الأقل 3 WG) x2 ób.‏ 
3 م(*) لكل ead iX. ke N‏ مانا sug Lal 5 ai lid sa‏ سط 2k‏ ثم Gail‏ بیان © منتظمًا من 
الدرجة 3 منفردًاء بحيث 37)6(/8 = (G)‏ 
53 (*) حدّد عدد السيطرة لبيان بيترسونء وحدد الحجم الأصفر لجموعة مسيطرة A ak‏ بيان بيترسون كذلك. 
55.1.3 (*) 2 المكعّب الزائد Qa‏ حدّد الأحجام الضغرى لكل من: مجموعة مسيطرة. ومجموعة مسيطرة 
تفا ومو عة مسيظرة مدر peas call‏ عة dis a es‏ 


vev(G) a +1 
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56.1.3.)*( أوجد طريقة à‏ لوضع خمسة أزواج من الملكات غير المهاجمة زوجًا Eo}‏ على لوح شطرنج 8 2 8 
بحيث تهاجم هذه الملكات المربّعات الأخرى جميعها. 

3 (*) لكل N EN‏ بحيث 4 < 7. Gal‏ شجرة على LAN‏ مع عدد سيطرة 2: بحيث يكون الحجم 
الأصغر لمجموعة مسيطرة مستقلة هو ]1/2[ 

58.13 )*( أثبت Si‏ للبيان © الذي لا يحوي Kir‏ مجموعة مسيطرة مستقلة حجمها على الأكثر 
Y(G) - (7-3)‏ (2-). (مساعدة: ese‏ الإثبات 2 34.1.3(. )]1979[ (Bolloba’s- Cockayne‏ 

59.1.3 )*( & البيان المترابط G‏ الذي درجته i cal N‏ الحجم الأصغر لمجموعة مسيطرة مترابطة هو N‏ 
تاقضص dU ste asd‏ )21 غتجرة مولدة. 

60.1.3 )*( 131 كان 5 > obs ek‏ كل AG) Skew G ous‏ يملك مجموعة مسيطرة مترابطة حجمها على 
الأكثر )1( / )©( Sleatl . ;(Kleitman - West [1991], Griggs- Wu [1992]) (3n‏ هذا Sle aot‏ 
باستخدام بيان مشكل . من ترتيب Gale‏ ل 377 من العصب المنفصلة زوجًا زوجًا laws‏ كل وام يها ووكل Bly‏ 
العصبة التي قبله وي العصبة التي بعده .ولتكن أحجام العصب [A/2].[K/2]. 1. |k/2].[k/2]‏ لس 
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مواءمة ثنائئ فرع كبرى (Maximum Bipartite Matching)‏ 

لإيجاد مواءمة كبرى؛ نبحث تكراريًا عن المسارات الموسّعة لتوسعة المواءمة الحاليّة. فإذا لم نجد مسارًا 
موسّعًا ‏ بيان CALS‏ الفرع. فسنجد غطاء Leal y‏ حجمه هو حجم المواءمة الحاليّة نفسهء وهذا يبرهن ol‏ 
المواءمة الحاليّة لها أكبر حجم. Laa‏ يؤدّي إلى خوارزميّة لحل مسألة المواءمة العظمىء وإثبات خوارزميٌ 
لنظرية كونج وإيجرفاري. 
لتكن M‏ مواءمة 2 البيان G G5 SLM‏ بالتّجزئة الثنائيّة XY‏ نبحث عن مسارات موسّعة للمواءمة o M‏ بين 
الزؤوس غير المشبعة جميعها X2 Mira‏ لاحظ Lil‏ نحتاج إلى البحث 2 رؤوس X‏ فقط؛ (dl SY‏ مسار موسّع 
له طول فردي. وعليه olo‏ نهايته بذ کل من Y 4X‏ . سنبحث Vol‏ .2 ازس غير الشيعة 2 AX‏ ونبدأ بمواءمة 
حجمها Ü‏ إِنَّ تطبيق خوارزميّة المسار الموسّع d (G)‏ مرة تنتج مواءمة كبرى. " 
1.2.3. خوارزميّة : (Algorithm)‏ (خوارزميّة المسار الموسّع) 
oly «Oe a‏ قاف G‏ بالتسركه 22538 X. Y‏ وهواءمة U G 2. M‏ سجموعة الرووس غير Aan‏ مق 
الوا موجودة XB‏ ` 
الفكرة: استكشف المسارات المتناوبة للمواءمة M‏ من U‏ لتكن T C Y gS C X‏ مجموعتي الرّؤوس التي تم 
الوصول إليها. ضع علامة على رؤوس S‏ التي استكشفت لتوسيعات المسار كرأس تم الوصول إليه. وسجّل من 
أين تم الوصول. 
البداية ؛: ل = 8 و 0 = 1. 
مرات الحدوث: إذا كانت 5 لاتحوي رؤوسا غير معلمة ء توقف وقدّم تقريرًا TU(X-S) Sb‏ هي غطاء أصغر 
M Ol y‏ مواءمة كبرى. وبخلاف ذلك» اختر LOL,‏ غير معلم X E S‏ لتستكشف IX‏ خذ جميع y € M(x)‏ بحيث 
xy eM‏ إذا كانت y‏ غير مشبعةء توقف وقدّم تقريرًا بالمسار الموسّع للمواءمة M‏ من VNU‏ وبخلاف 
y ob mu‏ توائم بعض W € X‏ بواسطة M‏ 2 هذه الحالة. ضع y‏ -2 7 (وصلت من (X‏ وضع 2117 S‏ 
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(وصلت من ). وبعد استكشاف مثل هذه الأضلاع جميعها التي تقع على X‏ ضع علامة على SX‏ " 


U S 
X =e. 


EK 
T 


عندما نستكشف X‏ .2 خطوة مرات الحدوث» فريما نصل إلى الرّأس T‏ © رالذي وصلنا Gala aal‏ 
وبتسجيل ‏ لأنه الرّأس السّابق على المسارء ربما يغير (ol‏ مسار موسّع للمواءمة M‏ قدمنا فيه تقريرًا 
(اخترناه). ولكنه لا يغير ما إذا كان مثل هذا المسار موجودًا. 
3. نظرية : | تطبيق خوارزميّة المسار الموسّع تكراريًا على بيان ثنائيٌ ي الفرع ينتج مواءمة وغطاءً رأسيًا 
لهما الحجم نفسه. 
الإثبات: نحتاج فقط إلى Gaal‏ من أنَّ خوارزميّة المسار الموسّع تنتج مسارًا Vaga‏ للمواءمة M‏ أو faz‏ 
Gal‏ حجمه M]‏ إذا أنتجت الخوارزميّة مسارًا موسّمًا للمواءمة M‏ طنكون قد أنهينا LAY!‏ وبخلاف 
ذلك؛ تنتهي بوضع علامات على رؤوس S‏ جميعها. وتدّعي R = TU(X-S) o‏ هو غطاء رأسيّ حجمه IM]‏ 
وسنبرهن Si‏ #/غطاءٌ Suis‏ حجمه |M]‏ 

لبرهنة RO‏ غطاءٌ Gul‏ يكفي Ol‏ نبرهن Vl‏ يوجد ضلع يصل 2S‏ دآ das‏ أن امسا المشاوب 
للمواءمة U cya M‏ يدخل X‏ فقط من خلال ضلع M2‏ لذا Js ot‏ راس S-U ZX‏ يتواءم مع رأس T2.‏ 
من خلال cales M‏ لا يوجد ضلع 3 M‏ من S‏ إلى FT‏ وكذلك ٠لا‏ يوجد مثل هذا الضلع خارج M‏ عندما 
يصل المسار X € S‏ يستطيع الاستمرار خلال Gl‏ ضلع لا ينتمي إلى M‏ واستكشاف ×يضع الجيران الأخرى 
XJ‏ جميعهم T2‏ وبما SI‏ الخوارزميّة علمت رؤوس S‏ كلها قبل الانتهاء: Sl‏ أضلاع S‏ جميعها تذهب إلى T‏ 
oM‏ ندرس حجم R‏ لاحظ أن الخوارزميّة up] ean‏ المشبعة T2,‏ فقط ie Ts.‏ 
خلال M‏ وبما UES‏ وگل )2.0 quin XS‏ والأضلاع ل M‏ التي ت تقع على ۸-5 لا يمكن أن تستخد 
7 . فإنها تختلف عن الأضلاع المشبعة 1 S| tg Moi asas. T‏ | + ]7 إضلعًا على الأقل. Creal lass‏ 
مواءمة أكبر من هذا الغطاء Mi - |Ti-|X-S|-|R| ls ask at‏ . 

بالإضافة إلى دراسة خاصيّة التصحيح للخوارزميّات: فإننا سنهتم بالزمن ae)‏ خطوات الحساب) 
الذي استخدم؛ حيث نقيس هذا بوصفه دالة لحجم المدخلات. Ul,‏ لمسائل البيان Lil‏ نستخدم الرتبة (71)0 
و/ أو حجم e(G)‏ لقياس حجم المدخلات Bale‏ 
3.2.3 تهريفه: |5 زمن التشفيل (running time)‏ للخوارزميّة هو العدد الأكبر لخطوات الحسابات 

(good algorithm) الخوارزميّة الحسنة‎ Ul لحجم المدخلات.‎ alls بوصفه‎ die ying المستخدمةء‎ 

فهي الخوارزميّة التي يكون زمن تشغيلها دالة كثير حدود. 

يُعبّر عن زمن التشغيل عادة ب “OD”‏ حيث alls f‏ لحجم المدخلات. يرمز ب O(f)‏ إلى مجموعة 
الدوال g‏ بحيث يكون [g(X)|‏ محدودًا بثابت مضروبًا 2 O)|‏ عندما يكون × كبيرًا بما فيه الكفاية 
(بمعنى أنه يوجد A.C‏ بحيث lg] CIO|‏ عندما (xl < a‏ . 
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إن العديدٌ من المسائل التي سندرسها 2 الفصول 4-1 خوارزمياتٌ حسنة. وعلاوة على 13« bb‏ 
المفاهيم الأخرى للتعقيد (الملحق (B‏ ليس شرطًا أن يكون مزعجًا لنا. بما أثنا لا تغرف مقداز الوقت الذي 
تحتاج إليه عملية معينة على حاسوب معين GLa.‏ العوامل الثابتة 2 زمن التشغيل لها معنى قليل. Ils‏ الس 
يكون الرمز OP)‏ ملائمًا . نموذجيًاء نسيء استعمال الرمز بكتابة OQ)‏ بدلا من OC)‏ لوصف الدّوال التي 
SU she ga‏ تربيعيًا HW‏ 
3 ملاحظة: ليقن Ust ble G‏ بالتجركة XY aia‏ هيه n‏ راشاو to dics m‏ أن 
Lil .a'(G)sn/2‏ نجد مواءمة كبرى 2 G‏ من خلال تطبيق الخوارزميّة 1.2.3 على الأكثر 1/2 مرة :وگل 
تطبيق للخوارزميّة 1.2.3 يستكشف رأسًا واحدًا من X‏ على الأكثر قبل وضع علامة عليه. لذلك. فهي تأخذ 
ك الحسبان كل ضلع مرة واحدة على الأكثر. إذا كان الزمن لاستكشاف ضلع واحد محدودًا بثابت؛ Ob‏ هذه 
الخوارزميّة تحتاج إلى زمن تشغيلي OM)‏ لإيجاد مواءمة كبرى. تقدم النظرية 22.2.3 خوارزميّة أسرع 
مع زمن تشغيل O(V/nm)‏ . ويناقش الجزء 3.3 خوارزميّة حسنة لمواءمة كبرى 2# البيانات العامّة. " 
مواءمة ثنائي فرع موزونة (Weighted Bipartite Matching)‏ 

تعمّم نتائجنا حول المواءمة العظمى إلى البيانات TALE‏ بالتجزئة كة الثناكيّة X.Y‏ والموؤؤئة: حيث uo‏ 
عن مواءمة بأكبر وزن كليّ. إذا لم يكن البيان کل ہ٤‏ » Ul‏ ندخل الأضلاع الناقصة مع وزن 0 . وهذا لا يؤثر 
فيما نستطيع الحصول عليه مثل وزن مواءمة. لذلك » نستطيع افتراض ol‏ البيان هو Kan‏ . وكذلك 0 نستطيع 
اعتباز الأوزان جميعها غير سالبة؛ لأنّنا نستطيع تغيير الأوزان chào ls sali AJ Jo .0 xL‏ 
الأضلاع التي وزنها لتحصل على Jo‏ المسألة الأصليّة. 

بما Ll‏ أخذنا 2 الحسبان الأضلاع التي وزنها غير سالب فقط؛ DER‏ بعض المواءمات الموزونة العظمى 
موائماتٌ مكتملة. لذاء فإننا نبحث عن مواءمة مكتملة. وسنحل مسألتي المواءمة الموزونة الكبرى وثنويّتها. 
3 مثال: المواءمة ثنائية الفرع الموزونة وثنويتها . تملك شركة زراعية 1 مزرعةو ۸ مصنعا للمعالجة .وکل 
مزرعة تستطيع إنتاج 355 بسعة مصنع واحد se in + d‏ وو ع د 
Wij ge‏ وأنَّوزن Wy‏ على الضّلع × يعطينا بيانًا SUD‏ الفرع موزونا مع مجموعات مجزأة X= {%1,...,Xn}‏ 
(vss‏ = [.وتريد الشركة اختيار أضلاع تشكل مواءمة لمضاعفة الربح الكليّ. 


تدّعي الحكومة gE!‏ الكثير من الذرة. لذاء فإنها ستدفع للشركة لكي لا تقو تقوم هذه الشركة بمعالجة الذرة 
وتصطيعهاء حيث ستدفع الحكومة Ui‏ إذا وافقت الشركة على عدم cl‏ المزرعة ei‏ حين yond‏ إذا 
وافقت الشركة على عدم استخدام المصنع J‏ إذا كان outy; > Wij‏ الشركة تربح باستخدام xyli‏ 
أكثر مما تدفعه الحكومة لهذه الرّؤوس. ولكي يتمّ توقف الإنتاج كله؛ يجب Gi‏ تقدم الحكومة عرضًا بحيث 
يكون vj < Wij‏ +8 لکلز dais i,‏ الحكوفة Sigal‏ هيم لتصقير ر n Yu S‏ 
6.2.3 تعريف: المستعرض Has M Man (transversal)‏ 2 7# يتكون من 7 موقعاء بحيث يكون 

هناك موقع واحد 2 Case ds‏ 29 كل و5: e na‏ إيجاد مستعرض بأكبر مجموع مسألة الواجب 

Assignment Problem)‏ ) . وهذه هي الصّياغة بلغة المصفوفات لمسألة المواءمة الموزونة العظمى. حيث 

يعن وزن غير سالب ر۷ للضّلع Kun X)‏ ونبحث عن مواءمة مكتملة 1 لتكبير الوزن الكليّ W(M)‏ 
وبهذه lo QUOS‏ الغطاء (الموزون) ((weighted) cover)‏ هو اختيار أوسمة Vin 9 Ui, -Un‏ ,لابحيث 
Ui + Vj < Wij‏ لکل ار Usi i,‏ التكلفة c(u,v) (cost)‏ للغطاء Yu Dies (U, V)‏ - و أن مسألة الغطاء 
الموزون الأصغر (minimum weighted cover)‏ هي إيجاد غطاء بتكلفة صغرى. 


126 الفصل 3 المواءمات والعوامل 


لاحظ أن مسألة إيجاد مواءمة مكتملة مع أصغر 033« يمكن حلها بوضع كل وزن Wij‏ مع ز:10-// حيث 
M‏ عدد كبير» ومن ثم إيجاد مواءمة موزونة كبرى. 
7.2.3 تمهيدية : (مسائل ثنويّة المواءمات الموزونة والأغطية 2355511( للمواءمة المكتملة 4//والغطاء الموزون 
(u,v)‏ & البيان ALS‏ الفرع الموزون -c(u,v) < WM) Si aia G‏ وكذلك. Isl c(u,v) = w(M)‏ 
daos‏ إذا تكوّنت M‏ من الأضلاع Xj‏ بحيث Ut Vj— Wy‏ .2 هذه ALAN‏ تكون (U, V) oM‏ هما المثليين. 


الإثبات: بما M‏ مشبعة js ioo de‏ جمع القيود Wij‏ < ,2+1 التي تظهر من أضلاعها يعطي 
c(u, v)2w(M)‏ لكل غطاء (u, v)‏ فضلا عن ذلك» إذا كان Sb ce(u, (= W(M)‏ المساواة يجب B‏ حدق 
2 كل واحدة من المتباينات التي عددها 7 والتي جمعت. أخيرًاء بما c(u,v) < w(M) Éj‏ لكل iem‏ 
وغطاء. C(u,v)=w(M) Óla‏ تؤدي إلى عدم وجود مواءمة مع وزن أكبر من (۷ ٥),‏ وكذلك عدم وجود غطاء 
مع تكلفة JÄ‏ من m w(M)‏ 

لاحظ Gol‏ مواءمة وغطاء لهما القيمة نفسها فقط عندما تكون الأضلاع .2 المواءمة قد غطيت مع 
المساواة. وهذا يقودنا إلى خوارزميّة. 


3. تعريف: البيان الجزئي للمساواة Guy (equality subgraph)‏ للغطاء الموزون (t, V)‏ هو البيان 
الجزكيٌ المولد Kand‏ الذي تكون أضلاعه هي الأزواج XY‏ حيث Wij‏ = ر۷ 5I mit‏ الزيادة iJ (excess)‏ 
.زك الغطاء هي Uj + Vj = Wij‏ 

إذا وُجدت ل Guy‏ مواءمة مكتملة Ola‏ وزنه يكون ر« (yag Mi‏ اید 7.2.3 dao‏ على کل 
أمثل. وبخلاف ull‏ نجد مواءمة1وغطاءٌ Éad y‏ 0 بالحجم نفسه 6.,2 (كخوارزميّة امسار الموسّع) OSs.‏ 
T= ONY 9R- ON X‏ تتكوّن مواءمتنا من الحجم |O|‏ من |R‏ ضلعًا من Y= TAR‏ و |T]‏ ضلعًا 
من X - RA T‏ كما هو مبين أدناه. 

للبحث عن مواءمة أكبر 2 البيان Gi jall‏ للمساواة؛ نغيّر (U,V)‏ لنعرف ضلعًا من R‏ - ]1 إلى 7 -¥ 
.2 حين تحفظ المساواة على الأضلاع جميعها  7M‏ لاحظ Ol‏ الأضلاع التي تصل Y - T,X- R‏ ليست 
Lely Guy 2-‏ زيادة موجبة. لتكن © الزيادة الصغرى على الأضلاع من R‏ - ير اى ui, eats!‏ 
X; € X- RISE jda‏ يحفظ شرط الغطاء لهذه الأضلاع: ولكنّه يجلب واحدًا من هذه الأضلاع إلى 
البيان الجزتيّ للمساواة على الأقل قل. ولنحافظ على شرط الغطاء للأضلاع من 2-8 إلى 7؛ نزيد ر۷ بمقدار 
© لكل'7 ye‏ 

نعيد الإجراء مع البيان الجزئي ي الجديد للمساواة .,.2 Agi‏ سنحصل على غطاء يملك بيان Sjal‏ 
للمساواة مواءمة كاملة. وقد سمّيت الخوارزميّةٌ الناتجة الخوارزميّة الهنجاريّة Hungarian Algo-)‏ 
(rithm‏ من Jà‏ كهن (Kuhn)‏ عرفانًا لجهود US‏ من كونج وإيجرفاري حيث استندت هذه الخوارزميّة إلى 
جهودهما. 


T 


€+ 
9.2.3 خوارزميّة : (الخوارزميّة الهنجاريّة — )]1955[ -Munkres [1957], Kuhn-‏ 
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المدخلات: مصفوفة الأوزان على الأضلاع ل Ks‏ مع التجزئة XY SUI‏ 
الفكرة: ضبط الغطاء (U,V)‏ تكراريًا حتى يملك البيان e‏ مواءمة كاملة. 
البداية : ليكن (U,V)‏ غطاءً مثل .Vj=0 su; = MAX; Wij‏ 
bos‏ الحدوث: جد مواءمة كبرى Guy 2M‏ إذا كانت M‏ مواءمة كاملة. توقف. Miu ege: Paty)‏ 
مواءمة وزن كبرى. وبخلاف ذلك ضع © ليكن غطاءً Galy‏ من الحجم Gus. |M]‏ لتكن R = XN Q‏ 
و0 Yn‏ -7. وليكن: 
Y-T}‏ ع ,لا min (u, + v -w,:x € X-R‏ =€ 

أنقص © من :/ لكل 19 Eip € X-‏ اتی باتكل yE T‏ شكل البيان الجزئي الجديد للمساواة ثم كزر. m‏ 

قدّمنا الخوارزميّة التي تستخدم البيانات الثنائيّة الفرع, إلا dl‏ رسم تغيّرات البيان Gi jall‏ للمساواة 
تكراريًا غيرٌ ملائم. ABS.‏ نحسب باستخدام المصفوفات. لاحظ Gl‏ الأوزان الايتداكية JSS‏ مصفوفة 4 مع 
:#1 الموقع ij‏ نرق الرّؤُوس والأوسمة (U,V)‏ مع الصفوف والأعمدة التي تخدم Jis‏ و ۲ على الترتيب. 
نطرح Wij‏ من Ui Vj‏ لنحصل على مصفوفة الزيادة Ui + vj- Wij(excess matrix)‏ > رن ©: لاحظ 
أن الأضلاع للبيان الجزئيٌ للمساواة تقابل أصفارًا 2 مصفوفة الزيادة. 
i QI .10.2.3‏ حل lll Aus‏ إن المصفوفة الأولى أدناه هي مصفوفة الأوزان. Ul‏ باقي المصفوفات 
فتظهر غطاءً (M, V)‏ ومصفوفة الزيادة ALLEN‏ نضع LAS‏ تحت بعض مدخلات مصفوفة الزيادة لتمييز 
مواءمة كبرى Guy 2M‏ والتي تظهر 2 صورة أضلاع سميكة 2 البيانات الجزئيّة للمساواة التي رسمت 
لأول مصفوفتي زيادة. (رسم البيانات الجزئيّة للمساواة ليس ضروريًا ). لاحظ Gi‏ أي مواءمة 2 Guv‏ تقابل 
مجموعة من الأصفار 2 مصفوفة الزيادة بحيث لا يكون هناك صفران GIB‏ صف أو Gl‏ عمود؛ هذا هو 
المستعرض الجزئي -(partial transversal)‏ 

Ól‏ المجموعة المغطاة هي مجموعة من الصفوف والأعمدة تغطي الأصفار ‏ مصفوة الزيادة؛ ؛ و تقابل 
az‏ را .2 Guy‏ إضافة إلى أن أي مجموعة غطاء ب بحجم أقل من 7 تؤدي إلى تقدّم نحو الحلء Bl Lats‏ 
تكلفة الغطاء الموزون قليلةء Lila‏ ستدرس uel‏ .2 مجموعة الزيادة. ونجد مرک حرفا ومجموعة 
غطاء ء بالحجم نقسه. . وإذا كانت لدينا مصفوفة صغيرة. La‏ نستطيع عمل ذلك بالمعاينة. 

نضع خطا تحت الأصفار ب4 مستعرض جزئي. ونستعمل الحرفين ۸ و T‏ لوسم الصفوف والأعمدة 2 
مجموعة الغطاء . س كل تكرارء نحسب الزيادة الصغرى على المواقع التي ليست Cave‏ أو عمود مغطى 
)2 صفوف X-R‏ وأعمدة'177). إن لهذه المواقع غير المغطاة زيادة موجبة (الأضلاع المقابلة ليست 2 البيان 
الجزئي للمساواة) . لاحظ 5 القيمة € والتي عرفت 2 الخوارزميّة 3 ;2 .9 هي الأصغر من بين هذه الزيادات. 
لذاء نطرح € من الوسم Us‏ على الصفوف التي ليست R2‏ ونزيد الوسم Vj‏ بمقدار € على أعمدة'1. 

2 المثال I‏ لاحظ di‏ مجموعة الغطاء التي استعملت 2 التكرار الأول قد خمّضت تكلفة الغطاءء ولكنها 
لم توسّع المواءمة العظمى -2 البيان الجزئيٌّ للمساواة: ui‏ التكرار الثاني fs‏ ينتج مواءمة كاملة Shine.‏ حن 
o)‏ استخدام الأعمدة الثلاثة الأخيرة بوصفها مجموعة غطاء 2 التكرار الأول يوسّع المواءمة مباشرة. 
S|‏ الممستعرض للأصفار بعد التكرار الأخير يحدّد مواءمة كاملة وزنها gie‏ يساوي تكلفة الغطاء ALN‏ 
ol dae‏ أوزان الأضلاع المقابلة (المرتبطة) يساوي 5 .4 . 6 . 8 . 8 وذلك 2 المعطيات الأصليّة. بالإضافة إلى 
Ol‏ مجموع هذه الأوزان يساوي 31. Lal‏ الأوسمة (العلامات الدّالّة) 4. 6.4.7.5 .و2.2.0.0 .1 الموجودة 
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2 الغطاء النهائي فتحمق فتحقق تمامًا کل gus‏ > ومجموعها Levi‏ يساوي 31 3 del aa‏ الأمثّل وجيدة: ولكن 
led]‏ ننسة لين شرا ol‏ يكون وحيدًا؛ ويوجد لهذا المثال مواءمات وزن كبرى عديدة» وكذلك غطاءات تكلفة 
صغرى عديدة: ولكن جميعها لها الوزن ASN‏ 31 " 
R‏ ] 00000 
4b 6 2.53 6/2504 3 X‏ 
Tq 2. Wow. r^‏ 7.6 5720-3 
8[652430]|A‏ 45.8 2.3 
2 .3 0 .2 6,3 34634 
s\4 2302 herve‏ 6 8 5 46 
T T ee‏ 
x 00 22 t‏ 0 2.21 0 09 
2 4 0 .570.3 2 5/1404 
0 40 5 60 0 6/1640 
40 45 815 5540 6 }8 
St 2- 1 03 1 541 0.0 3.1‏ 
aA S 3230-4 Yee TAS 50; S g-a‏ 
TTT EET‏ 


3 . نظرية : تجد الخوارزميّة الهنجاريّة مواءمة وزن كبرى وغطاء تكلفة أصغر. 

الإثبات: jas‏ الخوارزمية بغطاء؛ وتنتهي فقط عندما يكون للبيان الجزئي للمساواة مواءمة كاملة. تضمن 

قيمة متساوية للمواءمة الحاليّة وللغطاء. افترض أ (۷,)الغطاءً الحاليء ai‏ لا توجد للبيان الجزئي 
للمساواة مواءمة كاملة. ليرمز (U', V)‏ إلى قوائم الأعداد الجديدة التي قي للرؤوس وجا أن € Sall‏ 
الأصغرٌ لمجموعة منتهية غير خالية من الأعداد الموجبةء os‏ >€ 


cV) s Sale ax‏ قطاء: Sedul ceras‏ علق aec ORV ua‏ و 7 يعطي 

obj € T, € Ryls 131 Y-T أو من 1 إلى‎ TAX- 14 لاضلاع رر« من‎ ty = Wi t+ Vj 

Ui + V = uit ۷; + €‏ ويبقى الوزن مغطى. إذا کان ^v ou; EF - T,xexX- R.‏ 1 يساوي 
(Hi tyj-€‏ وبحسب الاختيار ل € يكون غلى الأقل Wij‏ 


تنتهي الخوارزميّة فقط عندما يكون للبيان eon‏ للمساواة مواءمة كاملة. لذاء يكفي أن oo‏ أن 
الخوارزميّة تنتهى. افترض Wij SAM Sl‏ أعدادٌ نسبية. لذاء obo‏ ضرب الأوزان 2 المضاعف المشترك 
الأصغر لمقاماتها , يؤدي إلى مسألة مكافئة مع أوزان صحيحة. My‏ نستطيع افتراض أن الأوسمة 2 الغطاء 
الحالي صحيحة Li‏ لذلك > فإن كل زيادة uoo Se‏ أيضا. . وعند كل تكرار» سنخفض تكلفة الغطاء 
بمقدار صحيح. وبما S|‏ التكلفة تبدأ بقيمة ما وهي محدودة من أسفل بوزن مواءمة كاملة Vols.‏ نحصل على 
المساواة بعد عدد منتهِ من التكرارات للأوزان ذات القيم الحقيقية عمومّاء n 1223o au‏ 
3” ملاحظة : عندما تكون الأوزان أعدادًا حقيقية حتيقية: aln‏ مکی للخو رومنة أن تبقى صالحة إذا 
عملنا بعناية كبيرة للحصول على أغطية رأسيّة -2 البيان الجزئي للمساواة. نستطيع أن نيرهن أن Sad lett‏ 
تنتهي من خلال إجراء 72 تكرارًا. ol‏ حجم المواءمة الحاليّة لا يمكن أن ينقص SY‏ الأضلاع -2 M‏ تبقى 2 
البيان GÁ jall‏ للمساواة الجديد. وبما أن حجم :الواءمة يمكن أنريزداد D‏ مره على d HM‏ يكفي J‏ 
نبرهن Lil‏ سوف تزداد ضمن 7 تكرارًا. 

إذا وجدنا المواءمة العظمى//لبتكرارخوارزميّة المسار الموسّع: Glo‏ التكرار الأخيريقدّم لنا غطاءً رأسيًا نجده 
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باستكشاف آلسارات المتثاوية للمواءمة 4 من مجموعة الرّوؤوس غير M oya tarit‏ ا وبجغل odas T gS‏ على 
مجموعتي الرّؤوس التي يمكن الوصول إليها Lila: T X2.‏ نحصل على الغطاء RUT jah yh‏ حيث 3 -× = ۸. 
Ó!‏ تطبيق خطوة من الخوارزميّة الهنجاريّة باستخدام الغطاء الرأسيّ R UT‏ يحفظ المساواة على M‏ وعلى 
الأضلاع جميعها ب2 المسارات المتناوبة للمواءمة M‏ من المجموعة U‏ . لا نعير اهتمامًا للأضلاع التي تكون 
من T‏ إلى R‏ والتي تختفي من البيان الجزئيٌ للمساواة لأنها لا تظهر 2 المسارات المتناوبة للمواءمة M‏ من 
المجموعة U‏ . إن وضع ضلع من 5 إلى ۲-7 OI ul‏ يعين مسارًا Kiga‏ ل 1 أو يزيد 7ء 2 حين يترك ا دون 
lass «putt‏ أن بايتتطاعتنا 3355 T‏ على الأككر n‏ مرة فاا aano‏ على.مواءمة Be piSl‏ البيان الجزئيٌ 
للمساواة ضمن إجراء 7 تكرارًا. " 
3 6 ملا حظة : المواءمة العظمى ومسائل الغطاء Gul JI‏ 2 البيانات الثنائيّة الفرع هما حالات خاصة 
من المسائل الموزونة. oss‏ بيانا plo Gils‏ شكل La‏ موزونًا مع وزن 1 على الأضلاع G3‏ »والوزن0 على 
الأضلاع 2 Kyun‏ ولاحظ Si‏ الوزن الأكبر لمواءمة هو (6)'». 

إذا كانت الأووان Isle‏ سجيجة فان الشوارؤمية الهنسارية تحافظ Ladle‏ على أوسمة Arye‏ 2 
الغطاء الموزون. لذاء ؛ نستطيع تقييد القيم ( الوسوم ) المستخدمة بالأعداد الصحيحة 2 مسألة الغطاء الموزون 
هذه. فضلا عن ذلك ola.‏ هذه الأعداد الصحيحة سوف تكون 0 أو 1 دائمًا. 
Ol‏ الرؤوس التي تستقبل الوسم 1 Od cma‏ تغطي الوزن على الأضلاع -2 © Il.‏ » فهي تشكّل غطاءً رأسيًا د 6. 
بالإضافة إلى Ol‏ تصغير مجموع الوسوم تحت قيد الأعداد الصحيحة يكافى إيجاد أصغر عدد من adl‏ 2 
غطاء Gully‏ د 6. لذلك “كان Alla alge‏ الغطاء 55551 BG)‏ " 
3 * تطبيق. مسألة كنس الشوارع والنقل. ÓL‏ اتجاه حركة آلة كنس الحاجز الحجريٌ للطريق يجب 
JI‏ تكون ‏ اتجاه حركة المرور. وهذا يعطي Ua‏ موجهًا. إذن: إذا كان الطريق ذا اتجاهين aia‏ يولد ضلمين 
cue 2 cS Laie ea les 2‏ يرك ole 93 Go plat!‏ اتواعن ad Lie, aai E 2 crea‏ .2 اسان 
نسخة بسيطة من مسألة كنس الشوارع (problem street sweeping)‏ وقد نوقشت هذه المسألة 
بتفصيل أكثر 2 روبرتس ]1978[ (Roberts)‏ بالاعتماد على )]1976[ .(Tucker- Bodin‏ 
2 مدينة نيويورك» يمنع الاصطفاف على بعض جوانب الطرق Éag‏ لكنّسها. ولكل يوم Óla‏ هذا يعرّف بِيانًا 
Kija‏ للكنس G (sweep subgraph)‏ من البيان GII‏ الموجّه H‏ لحواجز الشوارع الحجرية؛ حيث يتكوّن 
© من الحواجز القابلة للكنّس. E(H) JSI‏ € © زمن مخفي t(e) (deadheading time)‏ وهو الزمن الذي 
نحتاج إليه لاجتياز © دون كنس. 

والسؤال هو كيف نكنس G‏ مع تقليل الزّمن GII‏ المخفي الذي لايكون فيه كنس. Fas‏ هذا تعميمًا لنسخة 
موجّهة من مسألة ساعي البريد الصّينيّ. إذا تساوت درجتا الدخول والخروج عند كل رأس .G2‏ فلا حاجة 
إلى الزمن المخفي. وبخلاف ذلك. نستخرج نسخة ثانية من أضلاع G‏ أو نضيف أضلاعا من H‏ لنحصل 
على بیان موجه أويلريّ G'‏ يحوي -G‏ 

لتكن X‏ مجموعة الرّؤوس مع زيادة 2 درجة الدخول؛ X IS‏ € ×ضع a(x )=d, (x )-d; (x)‏ 
ولتكن Y‏ مجموعة الرّؤوس مع 2-305 درجة الخروج؛ YOS‏ € لاضع (y)‏ 42 - (بر) d;‏ =( بر) 2 . لاحظ 
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أن Av)‏ ہے = (۶) ۹ < . لنحصل على G'‏ من ‘G‏ يجب إضافة a(x)‏ ضلعًا مع ذيول عند XX‏ 
O())s‏ ضلعًا مع مقدمات عند y‏ بما Gol‏ يحتاج إلى محصلة درجة خروج 0 عند كل Sla uly‏ الإضافات 
ed jaa eas‏ من i Y AX‏ التكلفة c(xy)‏ لمسار من × إلى زهي المسافة من × إلى y‏ -2 البيان الموجه 
ا موزون H‏ والذي نستطيع ! إيجاده باستخدام خوارزميّة ديجكسترا .(Dijkstra)‏ 

وهذا يؤدي إلى مسألة (Transportation Problem) JEN‏ لیکن (x)‏ 6 هو العرض ل O(y)s X‏ 
هو الطلب ل لإ و COY)‏ هي التكلفة لكل وحدة مرسلة من :إلى Y‏ و LAW)‏ -(60 2 ونريد تحقيق الطلبات 
بأقل تكلفة ALS‏ وقد قدّمت نسخة من هذه المسألة من Ja‏ كانتوروفيتش ]1939[ ‘(Kantorovich)‏ ؛ وظهر 
Jeu‏ ,2 الأعلى (مع حل بنائيّ) .2 هيتشكوك [1941] (Hitchcock)‏ (انظر أيضًا ]1947[ -Koopmans‏ ) 
وقد نوقشت المسألة ‏ »5 » — فلكرسون .[031-39p ,2691] (nosrekluF — droF)‏ 


عندما تكون العروض والطلبات أعدادًا نسبية؛ Obs‏ بالإمكان تطبيق مسألة الوظيفة. Yj‏ عدّل قيم العروض 
والطلبات لتحصل على قيم mem‏ عرف مصفوفة على D(X)‏ صما وعمودًا . ولکل X € X‏ عيّن a (X)‏ 
(V) xe y € Y Jes. tes‏ عمودًا .وعندما يكون al‏ ف والعمود زيمثلان ماو Y‏ ضع Wij M-CY)‏ حيث 
M = maxxy c(x,y)‏ لاحظ Sl OW‏ مواءمة وزن كبرى تؤدي إلى حل ذي تكلفة صغرى لمسألة «Jail‏ ويظهر 
تعميم لمسألة النقل 2 الجزء 3.4. n‏ 


(Stable Matching (Optional)) المواءمات المستقرة (اختياري)‎ 


olas ji مواءمة مثاليًا فلربما نحاول جعله مثاليًا باستخدام حق الأفضلية‎ GKI من جعل الوزن‎ Yos 
2- a اوالمرأة‎ Ql نؤسّس 7 زوابًا "مستقدًا". إذا وضع‎ Sl نريد‎ Lille امرأة؛‎ N فإذا أعطينا 71 رجلا و‎ 
يستطيعان‎ Leglo تفضل على شريكها الحالي‎ ٩ على شريكته الحالية؛ و‎ A زوجين مختلفين » ولكن × يفضل‎ 
الزوجّ غير المتوائم )50( زوجٌ‎ ÓL ترك شريكيهما الحاليّين وتبديل كل منهما مع الآخر. .2 هذا الوضع. نقول‎ 
.(unstable pair) j مستقر‎ y 


3 . تعريف: تكون المواءمة الكاملة مواءمة مستقرّة (stable matching)‏ إذا لم تعط أزواجًا 
غير متوائمة ولا مستقرة. 
3. مثال: إذا أعطيت الرّجال X, ZW‏ والنساء a,b C d‏ وقائمة التفضيل SL oliad‏ المواءمة 
EN {xa, yb,zd,we}‏ ل 
نساء (a b c d)‏ رجال [x yz, w)‏ 
x:a>b>c>d a:z>x>y>w‏ 
y:a>c>b>d b:y>w>x>z‏ 
z:c>d>a>b C:wW>K>Y>Z‏ 
w:c>b>a>d d:x>y>z>w‏ 


لقد أثبت JS‏ من جيل (Gale)‏ وشابلي Logins 2 (Shapley)‏ "قبولات الكليّة والاستقرار ب2 الزواج" 
وجود مواءمة مستقرة دائمّاء ؛ ويمكن إيجادها باستخدام خوارزميّة بسيطة نسبيًا ...هذه الخوارزميّة. لاحظ 
s i‏ والتساء لا يقومون يبور متماكل؛ سوف نناقش أهمية هذا Las 3 pall‏ . والخوارزميّة أدناه تولد 
المواءمة لمثال 16.2.3 
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17.2.3 . خوارزمية : (خوارزميّة اقترا ح الزواج لجيل وشابلي) 

المدخلات: ترتيب الأولويّة لكل رجل من 7 رجلاً؛ ولكلّ امرأة من امرأة. 

الفكرة: تقديم مواءمة مستقرّة باستخدام مقترحات الزواج مع المحافظة على المعلومات حول من اقترح 
ENAR‏ 

خطوات مرات الحدوث: يقترح كل رجل المرأة الأكثر تفضيلاً 2 قائمته على افخراض أنها الم ترفضه 
LL‏ إذا تسلمت كل امرأة Lilo‏ واحدًا بالضبط للِزّواج. توقفٌ واستخدم المواءمة الناتجة. بخلاف ذلك 
ots‏ كل امرأة وصلها أكثر من طلب للزواج ترفض الطلبات التي وصلتها جميعها ما عدا الطب الأكثر تفضيلاً 
على قائمة أولويّاتها. وكل امرأة وصلها طلب زواج تقول "ربما" لأكثر الطلبات التي تسلمتها جاذبيّة. « 


3 . نظرية : )]1962[ (Gale- Shapley‏ خوارزميّة مقترحات الزواج تنتج مواءمة مستقرّة. 
OLAYI‏ بما أنه لا يمكن رفض رجل من النساء جميعهن (التمرين ع 14( Sls‏ الهوارزميّة Ladd‏ فقط 


بالحصول على مواءمة. ولأنّ كل glad‏ تكرار تجعل الطول M‏ للطلبات المتبقيّة على القائمة يتناقص. 
فلا بد من توقف الخوارزميّة. 

ملاح ÓI sailed‏ متتالية الطلبات التي قدّمت من كل رجل ليست متزايدة 2 aa il‏ أولوياته: Bg‏ 
متتالية الرّجال الذين قيل لهم Ji ga ag‏ امرأة غير متناقصة 4 قائمة a‏ أولويّاتها تنتهى بالرّجل المشار 
إليه. وهذا يتحقق GY‏ الزجال يكرّرون الطلب لامرأة بعينها حتى يتم رفضهم. ٠‏ وتقول المرأة "ريما" للرّجل 
نفسه حتى يصلها عرض أفضل. 
إذا كانت النتيجة غير مستقرّة. فيوجد (5a) go‏ غير متوائم ولا مستقرٌ؛ حيث X‏ منسجم مع yi D‏ 
لمهم مع ve‏ . ومن الملاحظة الأساسيّة. فإن × لم ي يقترح © خلال الخوارزميّة € OI‏ © استقبلت Gay‏ رغبثها 
فيه al‏ من رغبتها بے X‏ - وتؤدي الملاحظة الأساسيّة إلى XSi‏ غير راغب 2 طلب b‏ دون اقتراح مبكر ل . 
وهذا التناقض Asi yl shal asta‏ . 

3 عدم التماثل 2 خوارزميّة الاقتراح Jia‏ عن Y‏ الجنسين أكثر سعادة. وعندما تكون الخيارات 
الأولى للرّجال جميعها مختلفة. Sls‏ الرّجال جميعهم سيحصلون على خيارهم Gi JAI‏ النساء فعليهن 
e ort‏ بهذا بصرف النظر عما اقترحنه. وعندما تطبق الخوارزميّة بمقترحات النساءء its‏ كل al pal‏ تكون 
على الأقل سعيدة بمقدار سعادتها عندما يقوم Jel Jue‏ أو الاقتراح» بالإضافة إلى ds Si‏ رجل على 
ar oe‏ ويك المثال 16.23 نجد Ol‏ تطبيق الخوارزمية بحسب مقترحات النساء Gabe‏ 

شرة إلى المواءمة (xd, yb, za, WC}‏ التي تكون فيها النساء جميعهن متوائمات مع الخيارات الأولى 

Ps‏ 2 الحقيقة: ومن بين المواءمات المستقرة جميعها ol:‏ كل رجل هو الأكثر سعادة .2 المواءمة الناتجة 
عن خوارزميّة اقتراح الزجالء Us‏ امرأة هي الأكثر سعادة 2 خوارزميّة اقتراح النساء (التمرين 11( .2.9 
العرّف الاجتماعي تكون الأفضلية لصالح الرّجال. 

وهناك استخدام آخر لهذه الخوارزميّة. ففي كل عام» نجد SI‏ خرّيجي الكليّات Ail]‏ يضعون قائمة 
أولويات بالمستشفيات التي يفضلون LBY‏ فيها. والمستشفيات كذلك لها خياراتها؛ ونحن ننمذج Gi‏ 
مستشفى فيه عدة أماكن شاغرة كالعديد من المستشفيات التي لها قائمة الأولويّات نفسها. ól‏ الفوضى 2 
توزيع المقيمين قد أجبرت المستشفيات على تنفين الخوارزميّة قبل عشر سنوات من تعريف المسألة وحلها 2 
بحث جيل وشابلي. وكانت النتيجة برنامج مواءمة المقيمين الوطنيء ضفي العام 1952م أنشئت مؤسسة غير 
ربحية للتزويد بتواريخ تعيينات موخدة وإجراءات مواءمة موجودة. 

من الأكثر سعادة بالنتيجة؟ بما Si‏ المنظمات الطْبَيّة قامت بتطبيق الخوارزميّة. فمن غير المستهجن 
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مبدثيا قيامهم بتنفيذ القترجات؛ لذا فهم الأكثر سعادة. 3 Sl‏ الاختلاف أكثر وضوحًا 2 as‏ آخر؛ 
حيث لدى الطلبة § الذين يتقدّمون لوظائف ام .2 حين يعد أصحاب العمل مقترحات تدعى vege"‏ 
الوظيفة" .»3 Si‏ عدم الشعور بالسّعادة مع NRMP‏ كان السّبب بے تغيير النظام العام 1998م 
لخوارزميّة مقترح الطالب. ففي العام 1998م Jal‏ النظام مع 35,823 Úb‏ ل 22,451 وظيفة. ويمكن 
إيجاد تفصيلات إضافية لهذا التظام على موقع الشبكة العالميّة الواسعة على العنوان الإلكتروني: 
nrmp. aamc.org/ nrmp/ mainguid‏ . 
يمكن oi‏ توجد مواءمات مستقرة غير الموجودة 2 نسختي خوارزميّة المقترحات. وللبحث عن مواءمة 
مستقرّة "عادلة" Liles‏ نستطيع إعطاء كل شخص عددًا من النقاط لتصنيف الأولويّات. فوزن الزوج XA‏ هو 
مجموع النقاط التي يعطيها كل E cya‏ ه إلى dae X‏ أن TAGE‏ الهنجاريّة يمكن أنْ تعطي مواءمة 
ذات وزن GIS‏ أكبر. ولكن قد لا تكون هذه المواءمة مستقرّة (التمرين 10). وهناك طرق حل أخرى تظهر .2 
كتب ]1976[ Knuth‏ و ]1989[ .Gusfield — Irving‏ تبحث 2 حالات زواج مستقرّة ومواضيع متعلقة بها. 


مواءمة ثنائج الفرع الأسرع (اختياري) (Faster Bipartite Matching) (optional)‏ 


نبدأ هذا الجزء بخوارزميّة لإيجاد مواءمات كبرى 2 البيانات ASL‏ الفرع. من الممكن تحسين زمن 
التشغيل بالبحث عن مسارات موسّعة بترتيب فريد؛ وعندما تتوافر مسارات موسعة قصيرة فلا نحتاج إلى 
استكشاف الكثير من الأضلاع لإيجاد مسار موسّع. وباستخدام خوارزميّة البحث الأفقيّ أولا للرّؤوس غير 
المشبعة جميعها Lb XB‏ نستطيع إيجاد العديد من المسارات التي لها الطول نفسهء مع selg gani‏ 
لمجموعة الأضلاع. أثبت JS‏ من هوبكروفت وكارب ]1973[ SL (Hopcroft and Karp)‏ الموسّعات اللاحقة 
يجب o‏ تستخدم مسارات أطول. لذاء فبالإمكان جمع البحوث على حالات لإيجاد مسارات لها الطول نفسهء 
وقد .133 هذه الأفكار ليوضحا yas dl‏ الحالات تكون ضرورية؛ لكي تساعد 2 إيجاد المواءمات العظمى 2 
البيانات الثنائيّة الفرع على 77 من الزؤوس -2 زمن O(N?)‏ 


3. ملاحظة + إذا كانت M‏ مواءمة بحجم و M*‏ مواءمة بحجم iS‏ حيث S < F‏ فيوجد على الأقل 
T‏ - 5 من مثل هذه المسارات الموسّعة للمواءمة M‏ منفصلة الرّؤوس. ويوجد كذلك على الأقل مثل هذا 
العدد من المسارات 2 n M ^ M*‏ 
تعطي التمهيدية الآتية Si‏ المتتالية لأطوال المسارات 2 تعاقب الموسّعات الأقصر هي متتالية غير 
تتناقضة. وهناء سنعالج المسارات بوصفها مجموعات أضلاع. ‏ حين يشير العدد الكارديناليّ cardinal-)‏ 
(ity‏ إلى عدد الأضلاع. 


3 . تمهيدية : إذا كان Oba P‏ الأقصر الموسّع للمواءمة P'o M‏ هو الموسّع للمواءمة jb MAP‏ 
[P| < |P| + 2|P P"‏ (بمعاملة P‏ بوصفها مجموعات أضلاع). 


الإثبات: لاحظ aA PS‏ المواءمة التي تم الحصول عليها باستخدا «التوسيع M‏ لتكن ۷هي المواءمة 
(M ^ P) ۸ P'‏ التي حصل عليها باستخدام P'‏ لتوسيع MA P‏ بما أن 2 + óla IN| = |M]‏ الملحوظة 
3 تضمن MAN Š‏ تحوي P,5P,‏ بوصفهما مسارين منفصلين موسّعين للمواءمة M‏ وبما PO‏ هو 
المسار الأقصر الموسّع للمواءمة ots M‏ طول کل من P, P,‏ كطول P‏ على الأقل. 

وبما N Si‏ التي حُصل عليها من M‏ بتبديل الأضلاع PB‏ ومن ثمّ تبديل الأضلاع ‏ '2: obe‏ ضلعًا ما 
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St وعليهء‎ P" P إذا وفقط إذا انتمى إلى أحد المسارين‎ MN يكون منتميًا إلى إحدى المواءمتين‎ 
«o3 -|P A P' < |P l+ إر|‎ < 2 || Si يؤدي إلى‎ 1325 MA N = PA P' 
2|P| € |P ^ P'| = |P| + |P'| -2|P N P" 
a P! < |P|+2 |P 0 51 S ونستنتج‎ 


21.2.3 تمهيدية : إذا كانت ... PLP‏ هي قائمة من الموسّعات الأقصر po ASLAN‏ الموسّعات التي لها 
الطول نفسه هي مسارات منفصلة الرّأس 
OLAYI‏ سنستخدام أسلوب التناقض. لتكن Lal > kasa Pi, P,‏ أقرب زوج -2 القائمة لهما الحجم 
نفسه» ولكنهما ليسا منفصلي الرّأس. من تمهيدية 20.2.3 فان متثالية أطول المسارات ALa‏ الأقصر 
المتعاقبة هي متتالية غير متناقصة. jb. {as‏ الموسشعات ۲1 lana. Pr,...‏ لها الطول نفسه. وبما أن رض Py‏ 
هما أقرب زوج متقاطع Lag!‏ الطول نفسه obo c‏ المسارات Prin ... Pr‏ هي مسارات منفصلة زوجًا زوجًا. 
لتكن 1هي المواءمة المعطاة بالموسّعات Pe‏ ,... ,2 . بما Pio]‏ ... ,+ منفصلة زوجًا Py ile Log)‏ 
lise‏ موشخ للمواسة 146 ومن تمهيدية 20.2.3 نجد [Pel + |Pr Pel Si‏ < إر|. وبما Pi [Pd Sh‏ 
toad 352.4 n‏ مد مشترك بينهما. 
من جهة أخرى. يجب Sh‏ يكون هناك ضلعٌ مشترا d yz‏ فضلاً عن É‏ كل رأسد ,7 یکون مشبمًا M‏ باستخدام 
ضلع 2 P,‏ وكل رأس للمسار الموسّع للمواءمة M' 2 en M'‏ (كر أس مشترك P13‏ و+1) يجب D‏ يسهم 
بإشباع ضلع 2 P.‏ إِنّهذا التناقض يؤدي إلى عدم وجود مثل هذا الزُوج n «PaPa‏ 


3. نظرية : (هوبكروفت - كارب) ]1973[ (Hopcroft - Karp)‏ تتحرّك خوارزميّة المواءمة 
العظمى المنفذة على المراحل الأولى للاتساع ضمن زمن O( nm)‏ على البيانات الثنائيّة الفرع التي 
لها aln‏ و m‏ ضلعًا. 
الإثبات: من التمهيديّتين 3 .20.2, 21.2.3 ٠‏ البحث الآني عن أقصر الموسّعات من بين الرؤوس غير المشبعة 
X 3‏ جميعها Se‏ إلى مسارات منفصلة «oa Jl‏ والتي بعدها تكون المسارات الموسّعة الأخرى كلها أطول. 
alil‏ وبفحص pola‏ لمجموعة الأضلاع يمكن إيجاد الموسّعات بالأطوال جميعها. وضمن زمن O(m)‏ . ويكفي 
ao‏ اا يعدت | ete LAP?‏ الأكتر. 
ضع المسارات Anal‏ 2 قائمة ئمة مرتبة بجسب الطول علي الشكل P,..., Ps‏ حيث 7/2 > S=a (O),‏ 
يما أن المسارات التي لها الطول نفسه منفصلةٌ SLs sod SM‏ كل Piri‏ مسارٌ موسع لمواءمة Mi‏ مشكلة podus‏ 
Pieti‏ ويكفي أن نبرهن العبارة الأعمّ وهي أنه عندما تكون 75/, ... judi Pi,‏ المسارات الموسّعة المتعاقبة 
التي تبني مواءمة كبرى obs.‏ عدد الأطوال المختلفة خلال هذه المسارات يكون 2+ [ ۷5 ] 2 على الأكثر. 


Vs} osa‏ کا = IM; = r Sor‏ وحجم المواءمة العظمى هو la S‏ الملاحظة 19.2.3 تعطي 
S-F‏ مسارًا موسّعًا على dawn‏ للمواءمة M,‏ منفصل PERII‏ ويستخدم أقصر هذه المسارات 
us |r / (s - r)]‏ على الأكثر من M,‏ الذاء Ol lay [Peu > 2 [rAs-n| + 1 b‏ 
ob [rs - (| > LITVsTJS Lvs]‏ المسارات التي تصل P, que‏ تعطي التوسيعات 
جميعها ما عدا آخر [Vs]‏ توسيعًاء باستخدام طول يساوي 1-| 215 على الأكثر. وهناك 
eas Sue [S [1‏ فرديًا tis‏ حت هدم القيمة على الأكثر.. وبحتق فو كان [4S] RE‏ 


134 الفصل 3 المواءمات والعوامل 

مسارًا لها أطوال مختلفة, lé‏ تزوّد ب 47+[ S‏ [ أطوالاً إضافية على الأكثر. لذاء Ulla‏ نستخدم 

VS [+2‏ | 2 طولا مختلمًا على الأكثر. 3 
لقد وسّع إيفن وتارجان ]1975[ هذا لحل مسألة أكثر عموميّة تحتوي على مواءمة ثنائيّة الفرع كبرى 

خلال زمن «0)/77. 

(Exercises) تمارين‎ 

1.2.3- )-( باستعمال أوزان غير سالبة للأضلاع, Úle GAT‏ موزونًا على أربعة رؤوس بحيث لا تكون المواءمةٌ 

ذات الوزن الأكبر مواءمة ذات حجم أكبر. 

3 )7( بين كيفية استعمال الخوارزميّة الهنجاريّة لفحص إمكانيّة وجود مواءمة ALAS‏ 2 البيان GALLI‏ 


الفرع. 
3 (*-) أعط مثالاً على مسألة المواءمة المستقرّة يتكوّن من رجلين وامرأتين. بحيث يكون هناك أكثر من 
Aaa | gd‏ مسر 


4.2.3 )7( حدّد المواءمات المستقرّة ADSL‏ من خوارزميّة الأولويّات مع مقترحات US‏ من الرجال والنساء 
المعطاة بحسب قائمة الأولويّات الآتية: 


{a, b, c, d, e, f}‏ نساء {u  w, x,y, z}‏ رجال 
u: a>b>d>c>f>e a: z>x>y>u>v>w‏ 
v: a>b>c>f>e>d b: y>z>w>x>v>u‏ 
w: c>b>d<a>f>e C: V>X>W>J>U>z‏ 
x: c>a>d>b>e>f d: w>y>u>x>z>v‏ 
y: c>d>a>b>f>e e: U>V>X>W>y>Z‏ 
z: d>e>f>c>b>a f: u>w>x>v>z>y‏ 
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5.2.3 .جد مستعرضًا بأكبر مجموع GE‏ (كوزن) 2 المصفوفات الآتية جميعها «ويوهن أنه T‏ يوحن مستعرطن 
بوزن أكبر بإعطاء حل للمسألة الثنويٌ cà‏ وفضسّر لماذا يبرهن هذا عدم وجود مستعرض أكبر. 


(2 (b) (a) 
12345 78987 44436 
67872 87676 11434 
13445 96546 14535 
36287 85764 56479 
41354 76555 53683 


6.2.3 جد مستعرصًا بأقل وزن ‏ المصفوفة أدناه. واستخدم الثنويّة لبرهنة Gi‏ هذا ol‏ هو الحلّ الأمثل. 
(مساعدة: استخدم تحويلا للمسألة). 


ماه و 
ors‏ 


RAO’ 

UA ON tA ON tA 
o 

WIAD 


N 
o 


Atlus .7.2.3‏ ساكق الحاظة. افترض Sl‏ هناك 7 slu‏ و # مسلكا صباحيًا يقضي فيها السائق ق أوقانًا 

Xi X,‏ و 7 Khoa‏ مسائيًا يقضي فيها أوقانًا Yp Yn‏ . ويُدفع للسّائق قق أجر إضا عندما يتجاوز المسلكين 

الصباحي والمسائي aS Ún)‏ . والهدف هو تعيين شوطين؛ صباحن ومسا لكل Giles‏ من أجل تخفيض قيمة 

الأجور الإضافيّة ad‏ إلى NEST‏ الأدنى. . عبر عن هذه بوصفها مسألة مواءمة موزونة, وبرهن أن إعطاء 

PTS FE‏ يي #للسائ ثق نفسنه Je‏ يعطي حلا ats‏ . (مساعدة: 
تستخدم الخوارزميّة الهنجاريّة؛ خذ التركيب الخاص للمصفوفة). (RB. Potts)‏ 

3 .. لتكن المدخلات 2 المصفوفة A‏ لها الصورة Wij = di bj.‏ حيث ,,4,... Ai,‏ أعداد مرافقة للصّفوف» 


By... On 9‏ أعداد مرافقة فقة للأعمدة. Ados‏ أكبر وزن لمستعرض للمصفوفة A‏ ماذا يحدث عندما يكون 
bj‏ + به = SWiy‏ (مساعدة: 2 lbs JS‏ < خمّن التمط العام بفحص Jall‏ عندما 2 (n=‏ 


923 (*) افترض Ol‏ قسم رياضيات يقدّم ۸ ندوة 2 موضوعات مختلفة لطلبته البالغ عددهم N‏ بحيث 
يحضر كل طالب ندوة واحدة؛ فالندوة رقم Í‏ يجب أَنْ يكون فيها Male ki‏ حیث 5y" = N‏ و بحيث يقدم كل 
طالب قائمة أولوية مرتبة ل ۸ ندوة . ويكون تعيين الطلبة للندوات مستقرًا إذا لم يكن هناك طالبان يستطييع 
كل Lagia‏ الحصول على ندوات مفضلة أكثر من خلال dala‏ التدوات المعينة لكل منهما. بيّن كيف تجد تعيينا 
مستقرًا مستخدمًا مواممة ثتائيّة الفرع موزونة. (Isaak)‏ 


10.2.3 )*( افترض أنَّ لديك 7 رجلاً و7 امرأة . وقد خصّص كل منهم i‏ - نقطة إلى الشخص #7 قائمة 
ts‏ وليكن الوزن لزوج من الأشخاص هو مجموع النقاط المخصصة من ذلك الزوج من الأشخاص. 
نشي مثالا لا تكون فيه Gi‏ مواءمة وزن كبرى مواءمة مستقرّة. 


DI Cl eal )1*( 11.2.3‏ وُضع رجل × 2 زوج مع امرأة 4 بذ مواءمة مستقزة. Sls‏ 2 لم ترفض × بج 
خوارزميّة مقترحات جيل وشابلي. A etal‏ مؤيبين: المواءمات Ngee 2 aat]‏ :قان كل رجل ae‏ أكثر 
منغادة ف المواءمة التاتجة عن هذه الخوارزميّة. (مساعدة: خذ 2 الحسبان الحدوث الأول لمثل هذا الرفض). 
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12.2.3.)*( .2 مسألة رفقاء YETER‏ كل شخص من RP IREE)‏ تيب أولويّات على ال(27-1) 
شخصًا الآخرين. والمواءمة المستقرة هي مواءمة كاملة لا يوجد فيها زوج غير متوائم يفضل فيه JS‏ منهما 
شخصًا ST‏ على رفقاء غرفهم الحاليين. أثبت أنه لا توجد مواءمة مستقرّة عندما تكون الأولويّات على النحو 
st‏ أدناه. )]1962[ (Gale- Shapley‏ 
a:b>c>d b:c>a>d c:a>b>d d:a>b>c‏ 

13.2.3 )*( 2 مسألة رفقاء الغرف المستقرّة, افترض Si‏ كل شخص gha‏ بالقسم العلويٌ من قائمة 
الأولويّات بوصفه جزءًا '"'مقبول" . عرف بيان المقبوليّة على أنه البيان الذي تكون aa‏ الناسّ وأضلاعه هي 
الأزواج من الثاس الذين افترضوا أن (gina Lage US‏ الآخر. أف أن الجموعات الغالية المتزلة فا المقيوليّة 
G‏ كلها تؤدي إلى مواءمة مستقرّة إذا وفقط إذا كان © CALS‏ ي الفرع. 
(Y) 14.2.3‏ .2 خوارزميّة المقترحات حيث يقترح Je I‏ أثبت a ai‏ وجل di Asa Cais gaa‏ 
eye rece‏ (مساعدة: ماذا يحدث بعد أن كفصن دمن النساء جميعون ما عدا امرأة واحدة). 
3 المواءمات فى البيانات العامة (Matching in General Graphs)‏ 

عند مناقشة المواءمات الكاملة 2 البيانات» من الطبيعيّ Gi‏ نأخذخ الحسبان البيانات الجزئيّة الأكثر عمومًا. 
1.3.3 تعريف: المعامل G ola (factor)‏ هو oly‏ جزئيٰ alga‏ ل .G‏ والمعامل من الدرجة 

(odd component) المركبة الفرديّة‎ Lal k ولد منتظم من الدّرجة‎ Gib هو بیان‎ (k- factor) k 

لبيان ما فهي مركبة ذات رتبة فرديّة. وعدد المركبات الفرديّة للبيان ga H‏ (0)11. 
2.3.3 ملاحظة : المعامل من الدّرجة 1 والمواءمة الكاملة هما الشيء نفسه تقريبًا. والفرق الدقيق بينهما 
هو Si‏ "المعامل من الدّرجة Gája lol‏ منتظم من الدّرجة 1 مولّد للبيان © Ul‏ "المواءمة الكاملة" فهي 
مجموعة الأضلاع 2 هذا البيان الجزئيٌ 

.2 البيان المنتظم من الدّرجة 3 الذي له مواءمة كاملة يتفكك إلى معاملين من الدّرجتين 1 و‎ S| 
(Tutte's 1- Factor Theorem) 1 نظرية توت للمعامل من الترجة‎ 

وجد توت (Tutte)‏ الشرط الضروريّ 9 2.1631 للبيان الذي لديه Jalas‏ من الدّرجة 1 Dees‏ 
معامل من الدّرجة 1 وأخذنا 2 الحسبان المجموعة alle SC VG)‏ يوجد لكل مركبة فرديّة ل 6-8 Gal‏ 
يتواءم مع رأ س ما خارجها يوجد S2.‏ فقطء وبما أنَّ رؤوس S‏ يجب Si‏ تكون مختلفة. aG- S) € |S| St‏ 


9 O 


even even 


الشرط " "o(G - S)< <|S| be SC È WG) a‏ هو شرط توت Tutte's Condition)‏ ). وقد أثبت 
توت Si‏ هذا الشرط الضروريٌ الواضح شرطٌ كاف أيضًا TONCAS)‏ ). هناك الكثير من البراهين المعروفة 
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كما 2 التمرينين 13و27. وهنا نقدّم إثبات لوفاز Lov'asz)‏ ( باستخدام أفكار الفرق التمائليٌ ومبدأ التَطرّفيّة. 
3... نظرية : (توت [1947] (Tutte‏ يوجد للبيان G‏ معامل من الدّرجة 1 إذا وفقط إذا كان 
o(G-S) > |5|‏ لکل S € W(G)‏ 


الإثيات: (لوفاز ]1975[ (Lova’sz‏ الضرورة. لاحظ GI‏ المركبات الفرديّة ل5 - G‏ يجب Si‏ تمتلك رؤوسًا 
متوائمة مع رؤوس مختلفة 3 S‏ 

الكفاية. عندما نضيف ضلعًا يصل مركبتين ب 5, ob» G-‏ عدد المركبات الفرديّة لا يزداد solas ya)‏ 
الأولى فرديّة والأخرى زوجيّة تصبحان Us‏ مركبة فرديّة واحدة. ui‏ المركبتان من التوع نفسه فتصبحان 
مركبة زوجيّة واحدة) - لهذ دقان شرطكوت diae‏ عليه من خلال atal‏ أضلاع: إذاكان © + 6 = '6و 
SE 4‏ فإِنٌ |5| > S) Xo(G - S)‏ -' 0)0. وكذلكء إذا كان © + G'= G‏ لايمتلك معاملاً من الدّرجة 
G Óh. 1‏ لا يمتلك Stalas‏ من الدّرجة 1. 

cL‏ على ذلك Si‏ النظرية تتحقّق 33 إلا إذا جد بیان بسيط © Ges‏ شرط توت, أي o‏ © لا يمتلك 
óla. 1 ae pil (ya Sales‏ إضافة gi‏ ضلع غير موجود ل G‏ يعطي بيانًا له معامل من الدّرجة 1 . وليكن G‏ مثل 
هذا البيان. سوف نحصل على تناقض بإظهار GSI‏ يحتوي بالفعل على معامل من الدّرجة 1. 

لتكن U‏ مجموعة الرؤوس ب2 G‏ والتي درجتها 1-(71)0. 

الحالة 1: إذا كانت7) - G‏ مكوّنة من بيانات تامّة منفصلة ؛ فيمكن وضع الزؤوس -2 كل مركبة د ا G-‏ 
-2 صورة أزواج GL‏ طريقة؛ مع وضع رأس آخر .2 كل مركبة فرديّة. وبما U) > |U| 5i‏ - 0)0. وأنَّ كل رأس 
U2‏ مجاور لرؤوس G-U‏ جميعهاء فباستطاعتنا مواءمة الرّؤوس المتبقيّة مع رؤوس U2‏ 

تكون الرّؤوس المتبقية -2 U‏ كعصبة. ولإكمال المعامل من الدرجة 1 ؛ نحتاج إلى أن نبين all‏ يبقى sae‏ 
زوجي فقط من i Lo . 2. ll‏ واءمنا عددًا كي من الرؤوس» فإنه يكفي أن n(G) sess‏ 
Sae‏ زوجيٰ. . وهذا يتبع باستحضار شرط توت مع © = A02 yd diay Ule GY (S‏ يجب أن يكور له AS ja‏ 


درجتها فردية. 
G-U‏ 
E E‏ 
محم e o e e‏ 
e o‏ 
٠. a‏ . 


U 
رأسان على مسافة 2. وهما‎ G - ليست اتحادًا منفصلاً لعصب. .هذه الحالة؛ يكون ل7]‎ G - ]7:2 الحالة‎ 
۷ آخر‎ Gul (تمرين1 .123.2( . علاوة على ذلك »هناك‎ Y É U ولهما جار مشترك‎ X,Z رأسان غير متجاورين‎ 
OSH! 1 إضافة ضلع إلى 6 يعيّن معاملاً من الدّرجة‎ St. G من اختيار‎ y€ UG y غير متجاور مع‎ G — U3 
يحتوي‎ Mi 11/12 نبرهن أن‎ SI على الترتيب. ويكفي‎ G + yw معاملين من الدّرجة #1 2× + 6 و‎ Mi. Mz 
GELLAR LI لأنّ هذا سيكون معاملا من‎ YW 92 على معامل من الدّرجة 1 متجنبًا‎ 
Ol وبما‎ -F 2. yw كلا من ناو‎ 5b yw € Mr-Mig xz € Mi - My ji ضع :11۸۷1 =۴ . بما‎ 
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کل oo‏ للبيان © درجته 2-1 JS‏ من Mi‏ و ob Ma‏ درجة كل رأس -2 © تساوي 0 أو 2 FZ‏ ولهذاء 
MU‏ المركبات # F‏ هي حلقات زوجيّة ورؤوس معزولة (انظر التمهيدية 9.1.3). لتكن C‏ الحلقة 2 F‏ 
التي تحوي XZ‏ 

إذا لم تكن C‏ تحوي Sa JW‏ المعامل من الدّرجة 1 الذي نريده يتكون من الأضلاع .2 My‏ من €. 
والأضلاع جميعها الموجوده 2 pets Mi‏ موجودة CR‏ 
إذا احتوت الحلقة C‏ كلا من XZ g YW‏ كما هو مبين Lal‏ « فنستخدم YX‏ أو YZ‏ لتجنيهما. C eja 2 Ul‏ 
الذي يبدأ من :خلال YW‏ نستخدم أضلاعًا ل Mi‏ لنتجنب استخدام YW‏ ولكن Losie‏ نصل }2,2{ Lita.‏ 
نستخدم ZY‏ إذا وصلنا عند 2 LS)‏ هو معروضي) . وبخلاف ذلك» نستخدم XY‏ وفيما يتبقى من ) نستخدم 
الأضلاع M2‏ وهكذا نكون قد أنتجنا معاملا من الدّرجة 1 ل [00/[/2) + Y C‏ يستخدم 2× أو JW‏ وبضمه 
مع Mi‏ أو Mo‏ خارج ٠ V(C)‏ يصبح لدينا معامل من الدّرجة 1 ©. n‏ 


M2 Mi y M» w 
Tm natis Ê 





Alia Me 44.3.3‏ : مثل بقيّة نظريات التوصيف (كالنظريتين 182.1 و11.1.3) obs.‏ النظرية 3.3.3 تؤدّي 
إلى إثباتات قصيرة ب4 حالتي تحقق الخاصّيّة وعدم تحققها . نبرهن GÉ‏ يملك Sholas‏ من الدّرجة 1 بعرض 
أحدها . عندما يكون هذا المعامل غير موجود, n‏ النظرية 3.3.3 تضمن LÌ‏ نستطيع إيجاد مجموعة يخلف 


LI المركبات«الفردية:‎ y SSI حذفها‎ 
elia 7 + E S) B تفای 2ن‎ gusty! فان عد‎ SC VG) e. G حظة : للبيان‎ Me 5.3.3 
إذا‎ ail ذ نستنتج‎ JG) Jis يمتلك النوعية نفسها‎ O(G - S) - |S| dalla. لذا‎ A(G) Jis النوعية نفسها‎ 
على‎ 23 Ecke S) ieu S tangy din. 1 يمتلك معاملاً من الدّرجة‎ Y كانت (7)0 زوجيّة و6‎ 
" NOT 


للبيانات التي لا تكون a ASL‏ الفرع (كالحلقات الفرديّة) > ربما تكون هناك فجوة بين (G)‏ '© و (G)‏ / (انظر 
التمرين 10 أيضًا) . وعلى الرّغم من ذلك obe.‏ مسألة التصغير الأخرى تعطي علاقة أصغر - أكبر د a (G)‏ 
ے البيانات العامة. . وهذه العلاقة تعمّم الملاحظة .3 يستخدم الإثبات تحويلا told‏ حيث يتضمّن هذا 


esu اول‎ 


p xe WG), ye VOD) بإضافة الأضلاع‎ GIH المتفصل‎ 


P; V K3 


3. نتيجة : (صيغة بيرج وتوت - [1958]) ÉI‏ أكبر عدد من الرّؤوس المشبعة من مواءمة G2‏ هو 
{n(G) - d(S)}‏ وه مهنس A(S) = o(6-5) -| 5| ee‏ 
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الإثبات: SFE V(G) oss‏ . يوجد IS]‏ ضلعًا على الأكثر يمكن SI‏ توائم رؤوسًا 2 S‏ مع رؤوس 2 مركبات 
فردية Gls las .G - SJ‏ كل مواءمة تمتلك LOL, o(G - S) - |S|‏ غير مشبع على الأقل. والمطلوب بلوغ 
هذا As‏ 

إضع.: ((5|:5100|-(4-193::)0)0-5 الحالة d 20 qa S = Ø‏ لتكن G’ = GN Ka‏ 
بما (S) B)‏ له النوعية نفسها مثل (7)0 لكل A(G’) Él S‏ زوجيٌ. وإذا G' gie‏ شرط توت Ua‏ نحصل 
على مواءمة بالحجم المطلوب ب2 6 من المواءمة الكاملة 2 OY «G'‏ حذف LON; d I‏ المضافة يزيل الأضلاع 
gigi‏ طني ر ا 
الشرط OG 5( > |S"‏ يتحقق 3 Ø‏ -"5؛ Gaso MG’) BH‏ إذا كانت S‏ غير خالية ولكنّها لا تحوي 
G' - S' ble akls Ka‏ تمتلك مركبة واحدة Mais‏ و |'| > 1. Mus‏ عندما تكون Ka © S!‏ نضع 
S'- V(Ki)‏ = ؟. وبما aN .o(G' - S') = o (G- S) < |8| + d=|S"| 5s .G"- S'=G - SS‏ 
نكون قد أثبتنا 5 „G‏ يحقق شرط توت. " 


C: مر‎ 


من SLs! tags dil 7.3.3 Anil‏ سين كار ةلف الواءنة الكام ee‏ اكير اة 
مجموعة رؤوس WS‏ حيث يخلف حذفها عددًا ملائمًا من المركبات الفرديّة. 

تنطوي معظم التطبيقات على نظرية توت على عرض بعض الشروط الأخرى التي تعطي شرط توت. 
ومن ثم تضمن Males‏ من الدرجة 1. وهناك براهين اخرى متوافرة قبل نظرية توت ولكن بصيغ مختلفة. 


3. نتيجة : (بيترسون [1891]) يمتلك JS‏ بيان منتظم من الدّرجة 3 ليس له ضلع قطع معاملاً من الدّرجة 1. 
OLAYI‏ ليكن G‏ بيانًا منتظمًا من الدّرجة 3 ليس له ضلع قطع. سوف نبرهن GO‏ يحقق شرط توت. ليكن 
us SC V(G)‏ الأضلاع بين S‏ والمركبات الفرديّة ل 6-5 . بما GO‏ منتظم من الدّرجة 3 hls.‏ كل oo‏ 2 
S‏ يقع على ثلاثة أضلاع على الأكثر. إذا كانت ys JS‏ 48 فرديّة H - G-S‏ تقع على الأقل على ثلاثة من مثل 
هذه الأضلاع S) €3JS| bb.‏ - ©)30 ومن تم .0(G - S) < |S]‏ كما نريد. 


لیکن Sae M‏ الأضلاع من Ola o>! AMS‏ مجموع درجات الرؤوس 2 H‏ هو Las .3n(H) - m‏ أن 
H‏ بیان ot‏ بمجبوع درجات رؤوسه يجب Ob‏ يكون زوجيا . وبما Gb «$253 (T) B‏ نع ان يجب 
ol‏ يكون فرديًا أيضاء:ويما Si‏ © لا يمتلك ضلع قطع. m obe‏ لا يمكن Ó‏ يساوي 1. . ونستنتج x c‏ 
أضلاع على GaN‏ من S‏ إلى H‏ كما نريد. 

0G - S) € |S| يؤدي إلى‎ O(G-S)>|S| Si الإثبات بالتناقض طبيعيّ هنا أيضًا. فالافتراض‎ bt 
تان تمترسون يحدق‎ CIL النتيجة 8.3.3 هي أفضل ما يمكن؛‎ J مباشرة. لاحظ‎ SLAY! وهكذا نعيد كتابة‎ 
.(Petersen [1898]) الفرضيّة. ولكنه لا يملك معاملين من الدّرجة 1 منفصلة الضلع‎ 

لقد أثبت بيترسون als NS tái‏ للمعاملات من Aa al‏ = يكون البيان المترابط الذي درجات 
رؤوسه زوجيّة أويلريًا (النظرية (1 2 ويتفكك إلى حلقات منفصلة الضلع (القضيّة 27.2.1). وللبيانات 
المنتظمة التي درجاتها زوجيّة. يمكن تجميع الحلقات الناتجة عن تفكيك ما لتشكيل معاملات من الدّرجة 2. 


9.3.3 نظرية : (بيترسون [1891]) US‏ بيان منتظم له درجة زوجيّة موجبة يمتلك معاملاً من الدّرجة 2. 
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OLAYI‏ ليكن © Gly‏ منتظمًا من الدّرجة 2۸ رؤوسه „Va‏ ...ا لاحظ JS Si‏ مركبة ل G‏ هي مركبة 
أويلريّة مع حلقة أويلريّة C‏ . ولكل AS pe‏ عرف CALS Gly‏ الفرع H‏ مع „Wn gl... Un gus‏ .1 يوضع 
Ui OW;‏ إذا كان Vj‏ يتبع Vi‏ مباشرة 2 مكان ما على '). لاحظ HG)‏ منتظم من الدّرجة C EY th‏ يدخل 
ويخرج كل رأس ۸ مرة واحدة. )2 الحقيقة, H‏ هو شطر البيان الموجّه الناتج عن توجيه 6بانسجام مع 0. 
انظر التعريف 20.4.1.) 

ean (13.1.3 من الدّرجة 1 (النتيجة‎ M يمتلك معاملاً‎ asl ي الفرع منتظم.‎ CALA البيان‎ Si Gs 
فيقابل الضلع‎ H 2 Ui الضلع الذي يقع على‎ Lil C 2- Vi يقابل الضلع الذي يدخل‎ H 217: الذي يقع على‎ 
2 يتحول إلى بيان جزئي مولد منتظم من الدّرجة‎ H 2 1 المعامل من الدّرجة‎ Óla الذي يخرج من . لذا‎ 
n .6 يعطي معاملا من الدّرجة 2 للبيان‎ G2 لهذه المركبة ب 6. !5 إجراء هذا لكل مركبة‎ 
التي تمر بالتتابع‎ G =K; من الدّرجة 2. خذ 2 الحسبان الحلقة الأويلرية ب‎ Jalas ء‎ Lisl مثال:‎ .3 
موجود عن اليمين أدناه. وللمعامل‎ C, المقابل (المرتبط) ب‎ H الفرع‎ CSS البيان‎ ble 1231425435 على‎ 
المعامل من الدّرجة 2 الناتج هو‎ Si هي: 4 نتنجد‎ W إلى‎ U من الدّرجة 1 الذي أزواجه من‎ 
Aa Atl تشكل معاملاً آخر من الدّرجة 1 يقابل المعامل من‎ Leila الحلقة )1.2.5.4.3(. أما الأضلاع المتبقية‎ 
n G2 الباقي‎ (1.4.2.3.5) 2 

1 U Ww 


P 
N 


e U N 
ډیا‎ 


u e 


5 
4 3 


المعاملات التي درجتها؟ للبيانات (اختياري) ) (f-factors of Graphs (optional)‏ 
معامل البيان © هو بيان جزئي مولّد له؛ ونسأل عن وجود معاملات بأنواع خاصة. والمعامل من الدّرجة 
k‏ هو معامل منتظم من الدّرجة /؛ وقد درسنا معاملات من الدّرجتين 1 و 2« نستطيع محاولة تحديد الدّرجة 
عند JS‏ رأس 
3. تعريف: لتكن }0{ Ól alls SVG) > NU‏ المعامل من الدّرجة (f-Factor) f‏ للبيان G‏ هو 
بیان جزئيّ مولد H‏ بحيث 5 d, (v) = flv)‏ لکل v © WG)‏ 
لقد أثبت توت [1952] الشرط الضروريٌ 21s,‏ ليملك البيان © معاملاً من الدرجة f‏ 
(انظر التمرين 29). ولاحقاء سنختزل المسألة لاختبار وجود معاملات من الدّرجة 1 ف البيانات البسيطة 
ذات العلاقة: وسنصف هنذا الاختصار بأنه مثال جيذ لتحويل مسألة بيان إلى مسألة محلولة سابقًا: 


G er وخلاف ذلك‎ W def) > <dw) ii نفترض‎ .([1954a] (توت‎ ole تحويل‎ + Jie .12.3.3 


يمتلك عددًا قليلاً جدًا من الأضلاع عند W‏ ليمتلك معاملاً من الدّرجة/, لذاء ند CAS‏ بيان H‏ يمتلك معاملاً 
من الدّرجة 1 إذا وفقط إذا كان G‏ يمتلك معاملاً من الدّرجة/. ضع (۷)/- 1e(W) = d(w)‏ وهذه هي درجة 
الزيادة عند W‏ وهي غير سالبة. 


لإنشاء H‏ ضع مكان US‏ رأس V‏ عصبة Kan) of) MALS‏ مع مجموعات مجزأة ACV)‏ درجتها (v)‏ 
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و B(v)‏ درجتها .e(v)‏ لکل ww € E(G)‏ أضف ضلعًا يصل رأسًا بے AQ)‏ إلى رأس -2 oda dS ol AW)‏ 
2 (4)۷ يشترك 2 ضلع واحد من مثل هذا الضلع. 

يعرض الرسم أدناه 1G oly‏ حيث Ol‏ أوسمة رؤوسه معطاة من خلال f‏ والبيان البسيط الناتج ol H‏ 
الأضلا السميكة ب G‏ تشكل معاملاً من الدّرجة 1 » والذي يقابل معاملاً من الدّرج ةذ G‏ .4 هذا «SEM‏ 
لاحظ أن المعامل من الدّرجة oas‏ وحيدًا. = 





3. نظرية : يمتلك البيان © معاملاً من الدّرجة/ 131 وفقط إذا كان للبيان H‏ الذي أنشئ من 
G‏ وع المثال 12.3.3 معامل من الدّرجة 1. 
الإثبات: الضرورة. إذا كان G‏ يمتلك معاملاً من الدّرجة/ر ola.‏ الأضلاع المقابلة 2 H‏ ت تترك Lil e(v)‏ 
من A(V)‏ غير متوائم. وائم هذه الرؤوس بصورة عشوائية مع الرّؤوس 2 B(V)‏ لتحصل على معامل من 
الدّرجة A431‏ 
الكفاية . من معامل من الدرجة 1 ل 11ء ots‏ حذف AV)  سوؤّرلاو BV)‏ التي ت تتواءم مع B(V)‏ يخلف 
LOL Av)‏ درجتها 1 وتقابل ۷. o‏ عمل هذا لكل رأس V‏ ودمج الرّؤوس AV)‏ المتبقية من كل مجموعة A(V)‏ 
يعطي Lily‏ جزئيًا من G‏ وتكون درجة ۷ فيه هي AV)‏ ويكون هذا معاملا من الدّرجة/د 6. n‏ 
شرط توت لمعامل من الدّرجة 1 2 البيان H‏ المستمد من مثال 12.3.3 يتحول ل إلى شرط ضروري 
وكاف لمعامل من الدّرجة/ 2 ©. يكون SLEW‏ لتمييز درجة المتتاليات للبيانات البسيطة لايردوز وجالاي 
(Erdos- Gallai) [1960]‏ 2 التطبیقات(تمرین 29). 
إذا أعطينا خوارزميّة لإيجاد Yolen‏ من الود 1 Glo‏ قفا النطرية 13.3.3 يزودنا gad‏ 
وجود معامل من الدرجة ل عوضًا عن البحث فقط عن معامل من الدّرجة 1 (يعني مواءمة كاملة) wash.‏ 
الحسبان ad‏ المسألة الأعم لإيجاد مواءمة كبرى ع بيان ما. 
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خوارزمية البراعم لادموند (اختياري) (Edmond's Blossom Algorithm(optional))‏ 

تنص نظرية بيرج (النظرية 10.1.3( على OÌ‏ مواءمة G 2- M‏ لها حجم أكبر إذا وفقط إذا كان 6 لا 
يمتلك مسارًا موسّعًا للمواءمة M‏ لذاء ۽ نستطيع إيجاد مواءمة كبرى باستخدام مسارات موسعة متتالية. 
بما LL‏ نوسّع 2 مرّة على الأكثر. Lila‏ نحصل على خوارزميّة ملائمة ة إذا كان البحث عن مسار موسّع 
Gay asl Y‏ طويلا. وقد قدم إدموند [1965a]‏ أول خوارزميّة من هذا النوع 2 بحته الشهير el glace‏ 
وأشجار ,أlajر" (Paths, trees, and flowers)‏ . 

2 البيانات الثنائيّة XS‏ الفرع» نستطيعٍ البحث سريعًا عن المسارات الموسّعة (الخوارزميّة 1.2.3( LAY‏ 
cA Sus‏ من JS‏ رامن KCN e Men EVER 5S8 ule Mal Lua‏ 
× .2 المجموعة المجزأة نفسها مثل U‏ فقط من خلال ضلع مشبع. لذاء نستطيع Od‏ نصل ونستكشف daz X‏ 
مرة واحدة. وهذه الخاصية تفشل 2 البيانات التي فيها حلقات فردية؛ GY‏ المسارات المتناوبة للمواءمة eM‏ 
رأس غير مشبع يمكن SI‏ تصل × من خلال ضلع مشبع؛ وكذلك من خلال أضلاع غير مشبعة 2 الوقت نفسه. 
3. مثال: 2 البيان أدناه. ومع M‏ المشار إليها بخط سميك. GLa‏ البحث عن المسارات الموسّعة للمواءمة 
M‏ الأقصر من U‏ تصل X‏ بواسطة الضلع غير المشبع «4. إذا لم نأخذ 2 الحسبان مسارًا أطول يصل X‏ 
بواسطة ضلع مشبع أيضّاء Like‏ نحذف المسار الموسّع u, Va bc d X y‏ 2 





وفيما يأتي صف حل إدموند لهذه العقبة. إذا كان استكشاف المسارات المتناوبة للمواءمة M‏ من U‏ تصل 
X ual‏ من JIE‏ ضلع غير مشبع 2 مسار. وضلع مشبع 2 مسار آخر, ola‏ ينتمي إلى حلقة فرديّة . لاحظ 
ol‏ المسارات المتناوبة من U‏ تكون متباعدة فقط عندما يكون الضلع التالي غير مشبع (تغادر من الرّأس 2G‏ 
المثال 14.3.3) ؛ وعندما يكون الضلع التالي مشبمًا > فهناك خيار واحد فقط لهذا المسار. ومن الرّأس حيث 
تكون المسارات متباهدة: Sb‏ المسار الذي يصل X‏ على ضلع غير مشبع له طول 4698 . Ui‏ المسار الذي يصل 
على ضلع مشبع فله طول زوجي. ويشكلان معًا حلقة فرديّة. 


3. تعريف: M gS‏ مواءمة 2 البيان G‏ وليكن Ll) U‏ غير مشبع للمواءمة M‏ نعرّف 
الزهرة (flower)‏ على أنها اتحاد مسارين متناوبين للمواءمة M‏ من U‏ يصلان الرّأس X‏ على خطوات 
متعاكسة التوعية (لم تستخدم سابقًا). Ul‏ ساق (Stem)‏ الزهرة فهو المسار الأعظم الابتدائيّ الشائع 
(بطول Gas)‏ غير سالب). وبرعم (blossom)‏ الزهرة هو الحلقة الفرديّة الناتجة عن حذف السّاق. 

2 المثال 14.3.3 لاحظ Gi‏ الزّهرة هي البيان كله ما عدا y‏ والسّاق هو المسار L U, Vya‏ البرعم فهو 
الحلقة التي درجتها 5. يرجح مصطلح البستنة استخدام مصطلح شجرة للدلالة على التراكيب المعطاة من 
قبل معظم الإجراء ءات البحثية. 

d‏ البراعم لا تميق ق بحثنا . لكل رأس ZZ‏ برعم يوجد مسار من U‏ إلى Z‏ متناوب للمواءمة M‏ ويصل 
Z‏ على ضلع مشبع» :وق adde‏ الاتجاة التاسب حول البرعم ليصل Z‏ من GLEN‏ لذلك» نستطيع 
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متابعة بحثنا على طول أي ضلع غير مشبع من البرعم إلى رأس لم يوصل إليه بعد. يعرض المثال 14.3.3 مثل 
هذا التوسّع الذي يصل مباشرة إلى رأس غير مشبعء « ويكمل مسارًا موسّعًا للمواءمة M‏ 

Le‏ أن كل رأس -2 البرعم مشبعٌ بواسطة ضلع على هذه المسارات» فلا وجود لضلع مشبع يخرج من 
البرعم (باستثناء السّاق) . لاحظ أنَّ تأثير هاتين الملاحظتين هو Lil‏ نستطيع افتراض البرعم برمّته بوصفه 
"p‏ أعلى Gols‏ يوصل dll‏ من حادق الضلع المشبع عند نهاية السّاق. ونبحث من all‏ جميعها عند 
الرّأس الأعلى الذي يمثل البرعم على طول الأضلاع غير المشبعة. 

ونضمن هذا الدمج من خلال تقليص أضلاع البرعم B‏ عندما نجده. ويكون الناتج aa LL‏ جديدًا يقع 
على آخر ضلع (مشبع) 2 السّاق. Lal‏ أضلاعه الأخرى التي يقع عليها فهي الأضلاع غير المشبعة التي تربط 
Bosss‏ برؤوس Bex‏ نستكشف من 5 بالطريقة العادية لكي نوسّع بحثنا las Nee dads‏ فرعا آخر يحوي 
tb‏ ونقلصه مرة أخرى. . وإذا وجدنا مسارًا متناوبًا للمواءمة M‏ 2 البيان النهائي من ouo‏ إلى الرّأس غير 
المشبع Lla‏ نستطيع فك التقليصات لنحصل على مسار موسّع Masel gall‏ الرَأس ×2 البيان الأصليّ. 

وما عدا معالجة ól aclu‏ طريق الحل هو الخوارزميّة 3 لاستكشاف المسارات المتناوبة 
للمواءمة M‏ 2.5 الجهة T bs ALLA‏ هي مجموعة الرؤوس للبيان الحالي الموصولة من خلال الأضلاع 
غير المشبعة؛ S Ll‏ فهي مجموعة الرّؤوس من خلال الأضلاع المشبعة. والرّؤُوس التي تظهر بسبب تقليص 
البراعم تنتمي SA‏ 
3. مثال: لتكن M‏ المواءمة الموسومة بالخط Galil!‏ 2 البيان الموجود على اليسار أدناه. نبحث من 
Gull‏ غير المشبع U‏ عن مسار موسّع للمواءمة ٠ Yj M‏ نستكشف الأضلاع غير المشبعة التي تقع على U‏ 
م e‏ وبما أنَّ © و ۵ مشبعان» Vila‏ نوسّع المسارات على طول الأضلاع bd yc‏ مباشرة. 
.S = = {u, c, d) «o‏ وإذا استكشفنا بعد ذلك من iC‏ فنجد Laa fig © Si‏ جاراها على طول أضلاع غير 
مشبعة de Mi‏ تهت paga‏ جرم كوه (C, E‏ ونقلص البرعم لنحصل 
على Gal II‏ الجديد € الذي يغيّر C, d) MS‏ ,14( وهذا يعطي البيان الذي عن اليمين. 


b d 
x 4 
d و‎ g سنستكشف من الرأس 5 € ©. إِنّ الأضلا غير الشبعة ستقودنا إلى كل من‎ Ul لنفترض‎ 
موجود أصلا .2 لل فنكون قد وجدنا‎ d وبما أن‎ S 2 h فنضع‎ gh مشبع من خلال الضلع‎ # SI وبما‎ 
الآن. نقلص البرعم « لنحصل على الرّأس‎ 44a, C,d su, b, d هي:‎ d المسارات التي تصل‎ ol برعمًا آخر.‎ 
فلا نجد شيفًا جديدًا‎ J نستكشف من‎ a3 S= (U, P) والبيان الذي عن اليمين ب الأسفل حيث‎ U الجديد‎ 
.) من‎ M دون الوصول إلى رأس غير مشبع. فهذا يعني عدم وجود مسار موسّع للمواءمة‎ S (إذا استنفدنا‎ 
n X غير المشبع‎ al لنصل‎ U وأخيرًا نستكشف من‎ 
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بتسجيل الضلع الذي من خلاله وصلنا إلى الرّؤوس جميعهاء ٠‏ نستطيع استخلاص مسار من U‏ 
TOP‏ لقد وصلنا إلى x‏ من U‏ . لذاء نوسّع البرعم رجوعًا إلى .(u, aC, d, b)‏ 
ونجد Ol‏ × وص ل all‏ من U‏ من خلال Ól bx‏ المسار .2 البرعم U‏ الذي يصل D‏ على ضلع مشبع ينتهي 
ب C d b‏ وبما CSI‏ برعم 2 البيان C gigia gal‏ رجوعًا إلى dat (c, f e}‏ أن d‏ 'موصول O^‏ 
C‏ بوساطة الضلع غير غير المشبع ed‏ المسار من الأساس "base"‏ ل C‏ الذي يصل € على طول ضلع مشبع هو 
che‏ أخيرًاء فإن C‏ موصولة من 4 و © موصولة من U‏ وهكذا نحصل على مسار موسّع (lina‏ للمواءمة 
Muacfedbx‏ " 

نلخص خطوات الخوارزميّة بشرح مسهب يحتوي على التفاصيل» وخصوصًا معالجة التقليصات أو 
الانقياضات. 
3 . خوارزميّة : (خوارزميّة برعم إدموند (Sketch- Edmond's Blossom Algorithm [1965a]‏ 
المدخلات: بيان G‏ ومواءمة 2.1/1 6. ورأس U‏ غير مشبع للمواءمة1. 8 
الفكرة: استكشف المسارات المتناوبة للمواءمة M‏ من U‏ مسجّلا لكل رأس الرأس الذي وصل (Aia‏ وقلص 
البراعم أينما وجدتهاء وحافظ على مجموعات S‏ و7 ables‏ لتلك المجموعات ف الخوارزميّة 11.2.3 حيث 
تون بن انوا ری ليوات م طلز eran slit ball Dally SAR‏ تود 
البداية 5S = {u}‏ 0 - 7 . 
مرات الحدوث: 131 كانت 5 لاتملك رأسًا غير alee‏ فتوقف؛ ؛ لأنه لايوجد مسار موسّع Mash all‏ من U‏ .وبخلاف 
ذلك؛ اختر5© V‏ غير معلم. لتستكشف من V‏ .2.34 الحسبان Lal y E NO)‏ على التوالي؛ بحيث yE To‏ 

إذا كان y‏ غير مشبع بواسطة M‏ فارجع إلى الخلف إلى ما قبل Y‏ (ووسّع البراعم كما تحتاج) لتقرر 
مسارًا موسّعًا للمواءمة M‏ من Y- MU‏ 

إذا كان y € S‏ فنكون قد وجدنا برعمًا. لذا ؛ أوقف الاستكشاف V5‏ وقلص البرعم » واستبدل رؤوسها 
SZ sols te ily T 4,5 2.‏ ثم تابع البحث من هذا الرّأس 2 البيان الأصغر. وبخلاف ذلك yobs.‏ 
متوائمة مع رأس ما .2 M‏ وليكن W‏ ضع TRY‏ (موصولة W Ul (Va‏ فضعها -2 S‏ (موصولة Qoa‏ 
بعد استكشاف الجيران VI BLA‏ جميعهم: ele‏ ۷ وكرّر العملية. " 
لا تستطيع استكشاف الرّؤوس غير المشبعة جميعها LT‏ كما 2 الخوارزميّة 1.2.3؛ GY‏ عضوية الرؤوس 2 
البراعم تعتمد على اختيار الرَأس غير المشبع الأولي. وعلى الرغم من ذلك Obs‏ لم نجد مسارًا موسّعًا للمواءمة 
M.‏ من U‏ فإنا نستطيع حذف ‏ من البيان ونتجاهله 2 البحث التالي للمواءمة العظمى (التمرين 26). m‏ 
3. ملاحظة + تحتاج خوارزميّة إدموند الأصلية إلى زمن (0)777. أما تطبيقها 2 Ahuja —Mag-‏ 
ails nati — orlin [1993, p483- 493]‏ يحتاج إلي زمن Or?)‏ . وهذا يتطلب ما يأتي: (1) قواعد بيانات 
مناسبة لتمثل البراعم وتعالج التقليصات. )2( تحليلا دقيمًا لعدد التقليصات التي يمكن إنجازهاء والزمن 
الذي احتجنا إليه 2 كل من: استكشاف الأضلاع: و التقليصات, وتوسعة البراعم n‏ 

تعد 3 خوارزميّة إيفن وكاريف ]1975[ Jj (Even - Kariv)‏ اخوارزميّة حلت مشالة المواءمة العظمى 2 
زمن JB‏ من مكعب Dea TII‏ حيث احتاجت إلى OMP)‏ فضلا عن أنَّ أفضل خوارزميّة معروفة الآن تحتاج إلى 
زمن O(n'?m)‏ لبيان عدد dung)‏ 7 وعدد أضلاعه 7 (هذا أسرع من 002 للبيانات المتناثرة ). تظهر 
الخوارزميّة بصورة معقدة أكثر 2 ]1980[ .Micali- Vazirani‏ مع إثبات -Vazirani [1994] 2 | «ls‏ 
لم نناقش مسألة المواءمات الموزونة للبيانات العامة. وقد وجد إدموند [19650] خوارزميّة لهذه المسألة 
تتشارك 2 زمن O(n?)‏ مع J5‏ من ]1975[ Gabow‏ و EC‏ + ا ا ساك ليطن 
-Gabow -Tarjan [1989] 2, Gabow [1990] 2‏ 
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تمارين (Exercises)‏ 
3 (-) حدّد Le‏ إذا کان البيان alist‏ ينك Seles‏ من الدّرجة 1. 


3 (-) أظهر مواءمة كبرى 2 البيان أدناه. واستخدم نتيجة 2 هذا الدرس لإعطاء إثبات قصير على 
عدم وجود مواءمة quad‏ " 


4 .)0.1.2.3.4( © k JSI ۸ البيان أدناه. أظهر معاملاً من الدّرجة‎ 2 ) ٠-3 


1 
ams 


3 )-( ليكن © gild Ule‏ الفرع منتظمًا من الدّرجة k‏ أثبت أنه يمكن تفكيكه إلى معاملات من 
الدّرجة 7 إذا وفقط إذا كانت 7 تقسم n k‏ 
5.3.3 )-( ليكن © Hy‏ بيانين. حدّد عدد المركبات والدّرجة العظمى ل G V H‏ بدلالة متغيرات © و H‏ 


3. )1( أثبت أنَّ الشّجرة T‏ تملك مواءمة كاملة إذا وفقط 131 كان (Chungphaisan) ve V(T) J« o(-v)-1‏ 
3 )1( لكل > by acl‏ بسيطا متثظمًا من YA aa Ul‏ يمثلك معاملا من الدوجة 1. 4 
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8.3.3 أثبت ail‏ إذا كان البيان © يتفكك إلى معاملات من الدّرجة 1 a.‏ لا يملك رأس قطع. ثم ارسم Úle‏ 
بسيطًا منتظمًا من الدرجة 3 ومترابطا » ويملك معاملا من الدّرجة 1 ويملك رأس قطع. 
9.3.3 أنبت Si‏ كل بيان ليس له رؤوس معزولة يملك مواءمة حجمها ((6) ((GY(1. + A‏ على الأقل. 
(مساعدة: Gib‏ الاستقراء على (Weinstein [1963]) (e(G)‏ 
Js (1) -10.3.3‏ بیان G‏ أتبت k € N je AG) € 20'(G) Éi‏ وأنشئ ly‏ بسيطًا G‏ فيه 
B (G)=2k ja (G) = k‏ 
3. لتكن T‏ مجموعة رؤوس 2 بيان ©. أثبت G Gl‏ يملك مواءمة مشبعة ل 7 إذا وفقط إذا كان JSI‏ 
Sb S > VG)‏ عدد المركبات الفرديّة ل 0-5 المحتواة 2 GT]‏ هي |3 |على الأكثر. 
12.3.3 )1( تعميم نظرية كونج وإيجرفاري إلى البيانات العامة. ليكن © بيانًا. OSs‏ ل T 9 Si,‏ 
مجموعات جزئية من V(G)‏ بحيث يكون حجم كل مجموعة 5s 2 S;‏ إن oa‏ الجموعة تشكل Loans ella‏ 
IG (generalized cover)‏ کان كل ضلع ب2 G‏ يملك نقطة طرفيّة 2 7 أو يوجد Í‏ بحيث تكون 
النقظتان الطرفيتان للضلع 2 Ol -Si‏ وزن (weight)‏ الغطاء P*O osa .|T|-- Ys2] POST‏ 
الوزنَ الأصغر لغطاء معمّم. .2(G)= BG) 5i asl‏ (مساعدة: Gib‏ النتيجة .3.3.7 تعليق: كل غطاء 
Gul,‏ هو غطاء معمّم. لذاء (B*(G) > IG) Eka‏ 
13.3.3 )+( نظرية قوت من نظرية fla‏ یگن ily G‏ بحيت إن 0(G - S) € |S|‏ نكل V(G)‏ € كد وکن 
Gul degaree T‏ اع :o(G - T)= |T] 5 eius ME p>‏ 

TH © هي فردية واستنتج‎ G-T3 مركبة‎ JS Si أثبت‎ (a 

(b‏ لتكن C‏ مركبة 71 G‏ . أثبت Si‏ شرط توت يتحقّقٍ لكل بيان جزئيّ من C‏ ناتج عن حذف رأس واحد. 
(مساهدة بما أن Gla. i353 Cox‏ الانتهاك يتطلب ت تحقق .o(C - x - S) < |S|+2‏ 

(c‏ لیکن H‏ بيانًا ثنائيٌ الفرع مع مجموعات مجزأة C. CT‏ هي مجموعة TISE‏ - ©. لكل 
T‏ € او لکل © € C‏ ضع 1C € E(H)‏ إذا وفقط إذا كان No(f)‏ يحتوي على رأس من eu C‏ أن gin‏ 
شرط هال لمواءمة مشبعة ل C‏ 

1 ونظرية هال أيضًا لتبرهن نظرية توت للمعامل من الدّرجة‎ (c) و‎ (P) و‎ (a) استخدم الفروع‎ (d 
„(Anderson [1971],Mader [1973]) n(G) بالاستقراء على‎ 
Si أثبت‎ . A(G) > 2k و‎ (G) < k Ói بسيطًا بحيث‎ Bly © لیکن‎ k € N JS (+) 14.3.3 
(Brandt [1994]) (7.3.3. (مساعدة: طيّق النتيجة‎ .)6( > k 
يملك معاملاً من الدّرجة‎ G منتظمًا من الدّرجة 3 وله ضلعا قطع على الأكثر. أثبت أنَّ‎ Ly G 3ه. ليكن‎ 
(Petersen [1891]) .1 
Gİ ليكن © بيانًا زوجيًا منتظمًا من الدرجة/ (درجته زوجيّة) بحيث يبقى مترابطا بعد حذف‎ (1) .16.3.3 
41 الدرجة‎ (ya Wales تملك‎ GS eal : ضلعًا‎ (k - 2) 
كل ضلع فيه ينتمي إلى معامل من‎ Gi LAY 5.3.3 كما 2 تمرين 16.3.3 ؛ استخدم الملاحظة‎ G لیکن‎ . 3 
(Berge [1973, p162], k = 3 sSchonberge r ]1934[( (16.3.3 الدّرجة 1 . (تعليق: هذا يقوي التمرينين‎ 


JS (+) ..3‏ عدد فردي k‏ أكبر من 1. لشي Gas‏ يوون adn‏ عامل من اة 1: بمعنى Gl‏ يكون 
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منتظمًا من الدّرجة IK‏ ويبقى مترابطا عند حذف Gi‏ (۸-3) ضلعا. (تعليق: لهذا ol‏ التمرينين 16.3.3 هو أفضل ما 
يمكن). 
19.3.3- )0( ليكن G‏ بيانًا بسيطا منتظمًا من الدّرجة 3 ليس فيه ضلع قطع. أثبت أن G‏ يتفكك إلى نسخ من 
Pi‏ (مساعدة: استخدم النتيجة .9.3.3). 
20.3.3. )1( أثبت Si‏ البيان البسيط المنتظم من الدّرجة 3 يملك معاملاً من الدّرجة 1 إذا وفقط إذا كان 
يتفكك إلى نسخ من Pa‏ 
21.3.3 )+( ليكن Élu G‏ منتظمًا من الدّرجة 2m‏ ولتكن T‏ شجرة لها m‏ ضلعًا. 5i‏ ثبت ail‏ إذا كان القطر 
il T3‏ من الخصر د © » G Olo‏ يتفكك إلى نسخ من 1. (مساعدة: استخدم أثبت 9.3.3 لإعطاء إثبات 
استقرائيّ للنتيجة الأقوى »وهي Si‏ 6 له مثل هذا Sal‏ ويكون كل زاس فية:مستخدما 354 واحدة بوصقة 
صورة لكل رأس -(Haggkvist) T2.‏ 
3 . )1( ليكن G‏ بيانًا WLS‏ بالتجزئة الثنائيّة X.Y‏ وليكن H‏ هو البيان الناتج عن G‏ بإضافة رأس 
واحد إلى Y‏ إذا كان n(G)‏ فرديًاء ثم إضافة أضلاع لجعل Y‏ عصبة: 

, 1 معاملاً من الّرجة‎ H إذا وفقط إذا امتلك‎ |X] يملك مواءمة حجمها‎ G Sl أثبت‎ (a 

(b‏ أثبت أنه إذا gio‏ © شرط هال N(S)| < |S|)‏ لكل dia H ob (S C X‏ شرط توت 
o(H-T) > |T])‏ نكل T € VH)‏ 

(c‏ استعن ب )4( و )5( لتحصل على نظرية هال من نظرية توت. 
23.3.3 ليكن © Ula‏ مترابطا Ll‏ من المخالب ذا درجة زوجيّة: 

Pee‏ شجرة Sug’‏ للبيان G‏ بالبحث الأفقي أولاً (الخوارزميّة 8.3.2( . وليكن × و y‏ رأسين لهما 
والد مشترك 72 غير الجذر. أثبت أنَّ ×و D cama y‏ يكونا متجاورين. 

(b‏ استخدم فرع (a)‏ لتثبت i‏ © يملك Solas‏ من الدّرجة 1. (تعليق: دون الاستعانة بفرع 
(a)‏ يمكن إثبات النتيجة الأقوى. وهي Si‏ الضّلع الأخير 2 المسار الأطول ينتمي إلى معامل من 
الدّرجة 1( (Las Vergnas [1975], Sumner [1974a])‏ 
le © oss (1) 24.3.3‏ زوجيًا بسيطًا درجته N‏ ويملك مجموعة S‏ حجمها K‏ بحيث ÉL‏ 
> (و - .0(G‏ أثبت أنّ G‏ يملك (" ^(« 0-10 + )7( ضلمًا على الأكثر؛ وهذا الحدّ هو أفضل ما 
يمكن. استخدم هذا لتحدّد UN eque ud‏ بشيط ع 7 مق ادون لا allay‏ ماما من الدرجة 1. 
.(Erdös — Gallai [1961])‏ 
3. يعد البيانٌ ن G‏ حرج المعامل (factor — critical)‏ إذا كان كل بيان Y gis‏ - © ناتج عن حذف 
رأس واحد يملك معاملا من الرّرجة 1. أثبت t G Si‏ المعامل إذا وفقط إذا كان Ésa n(G)‏ 
و || > O(G - S)‏ لكل مجموعة غير خالية .(Gallai [1963a]) 5 € V(G)‏ 


3 . (!) لتكن M‏ مواءمة & البيان G‏ ؛ وليكن Lil U‏ غير مشبع للمواءمة M‏ أثبت أنه sl‏ كان 6 لا 
يملك مسارًا موسّعًا Masel gall‏ يبدأ عند S U‏ غير مشبع 2 مواءمة كبرى ما G3,‏ 


:)3.3.3 لنظرية توت (النظرية‎ ps Lal افترض 5 الخوارزميّة 17.3.3 صحيحة. سنطور‎ (*).27.3.3 
egal Lan T 9S )د ولتكن‎ 2 ael go M a ael ga فيه‎ a Y Ely G یکن‎ (a 
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المولدتين عند تطبيق خوارزميّة 17.3.3 من #. أثبت Si‏ (0)6-7 >|8| >[1|. 

LI 3.3.3. لتثبت النظرية‎ (A) استخدم فرع‎ (b 
(Soluble) للدّوبان‎ Sut G يكون البيان‎ f: V(G) No ولتكن‎ . No = N UfO} ys (*) 28.3.3 
v € VG) لکل‎ È seno (uv) flv) mw: E(G) — No وجد‎ 131 fae tl من‎ 

(a‏ أثبت أنَّ G‏ يملك معاملاً من faa all‏ 131 وفقط Jal‏ كان البيان H‏ الناتج عن G‏ بتقسيم die‏ لكل 
ضلع مرتين» وتعريف/.لتكون 1 على الرؤوس الجديدة قابلاً للّوبان من الدّرجة/. (هذا يختزل الاختبار 
لمعامل من الدّرجة إلى اختبار قابلية النوبان من Fail‏ 1 " 

(b‏ إذا أعطيت G‏ و ff VG) — No‏ . أنشئ H bby‏ (مع الإثبات) بحيث يكون © قابلا للذوبان من 
fasyal‏ 131 وفقط إذا كان H‏ يملك معاملا من الدّرجة 1 (Tutte [1954a])‏ 
3 (*+) شرط توت للمعاملات من الدّرجة /روالمتتاليات البيانيّة. لیکن ae. fi WO — No‏ 
IIs -S C V(G) ISIS (S) - Y, ./ v)‏ مجموعتين منفصلتين 5.1 من WG)‏ اجعل T)‏ ,4)5 ترمز إلى 
عدد مركبات G - S - T2. Q‏ بحيث يكون sys e(Q, T) + FQ)‏ > حيث e(O, T)‏ هو عدد الأضلاع 
من © إلى 7. sat‏ أثبت توت G & [1952, 1954a]‏ يملك معاملاً من الدّرجة/ 131 وفقط 131 ioi diss‏ 


SD) + f(D) - Ya 4... 0) f (8) 


لاختيارات المجموعات الجزئيّة المنفصلة”[ S, T C‏ جميعها. 
تمهيدية :(The Parity Lemma) aie oi‏ 

)0( ليكن (S, T) = AS) - T) * 2, do-s 0(-0)5, T)‏ أثبت (S, T) Si‏ يملك النوعية نفسها 
مثل JS f (V)‏ مجموعتين منفصلتين V(G)‏ € 5,1. (مساعدة: استخدم الاستقراء على IT]‏ 

(b)‏ افترض G-K, di‏ و Alvi)=d,‏ بحيث يكون :224 Éan‏ و dim ... P,‏ استخدم 
En‏ المعامل من الدّرجة f‏ وفرع )0( لتثبت Si‏ © يملك معاملاً من الدّرجة f‏ إذا وفقط إذا كان 

.k + s<newks J oa 4d &(n-1- s)k+ 

" استنتج أنّ 0 < di... d;‏ تكون درجات الرّؤوس لبيان بسيط إذا وفقط إذا كان 12 ver‏ 

(Erdés - Gallai [1960]) 1€ k EnjeY d, Sk(k-1)*)7 , mintt.d,) 5 


الفصل الرابع 
الترابط والمسارات (Connectivity and Paths)‏ 


(Cuts and Connectivity) القطع والترابط‎ 1.4 

بعد تعطيل شبكة اتصالات جيدة أمرًا صعبًا. لذاء nds‏ إيجاد بيان (بيان موجه) Jis‏ النقل أو الإرسال 
بحيث يبقى هذا البيان (البيان الموجه) مترابطًا حتى ‏ حال فشل (تعطيل) بعض الأضلاع أو الرؤوس. فمثلاً 
Lesie‏ تكون أدوات الوصل أو الربط للاتصالات مكلفة lóg‏ فإننا نرغب بتحقيق هذه الأهداف بعدد أقل من 
الأضلاع. ويك هذه الحالة؛ تكون النشُط غير ذات صلة بعملية الربط؛ ومن هناء سنفترض 2 هذا الفصل أن 
Las‏ وبتاناقا اتوجهة a‏ من aus Ug ad lac‏ تتعامل مع شرو ط على dcos gall‏ 


الترابط (Connectivity)‏ 
ما عدد الرؤوس التي يجب حذفها من بيان معين لكي يصبح Lo‏ غير مترابط؟ 


4 .. تعريف: تعرف المجموعة الفاصلة أو قاطعة الرؤوس على أنها مجموعة جزئية S‏ من S € V(G)‏ 
حيث تحوي G - S‏ أكثر من مركبة. ونعرف درجة (مقياس) ترابط G‏ الذي نرمز إليه بالرمز K(G)‏ على 
أنه حجم puol‏ مجموعة S‏ من الرؤوس» بحيث يصبح G-S‏ غير dash ie‏ أو أن له oly LOL,‏ فقط. 
ونقول: إن البيان مترابط من الدرجة ۸ إذا kols‏ < (۸)6. 
لاحظ أنه إذا كان Ls G‏ مختلمًا عن البيان التام؛ ol‏ درجة ترابط G‏ تساوي ۸ إذا وفقط إذا كان حجم 
أي مجموعة فاصلة لهذا البيان يساوي / على الأقل . وعندما نقول مترابط من الدرجة )ء فإننا ao‏ ذلك شرطا 
Sto (UAL) aas‏ عند ما قو إن درجة الترابط تساوي ik‏ فهذا يعني حلا لمسألة الأمثلية. 
4. مثال: ترابط Kn‏ و Las Ks‏ أنه لا توجد مجموعة فاصلة للعصبة (Clique)‏ فإننا سنحتاج إلى 
استخدام مصطلح يمثل ترابطها. وهذا يفسر التعبير ”أوله رأس واحد فقط“ 2 التعريف. 1.1.4 لاحظ أن 
«x (K;) -n-1‏ 2 حين 2- (G) € n(G)‏ × عندما لا يكون 6 بيانًا Éb‏ واستنادًا إلى هذا الاصطلاح» نجد 
أن النتائج العامة المتعلقة بالترابط تبقى صحيحة على البيانات التامة. 
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افترض التجزئة و Y‏ لبيان Kinn‏ لاحظ أن كل بيان جزئي يكون مترابطًا إذا كان له رأس X2‏ ورأس آخر -2 
BF‏ - فإن كل مجموعة غاصلة للبيان kmn‏ تحوي × أو Y‏ . بما أن × و Y‏ مجموعتان فاصلتان gl)‏ تبقي LiL,‏ 
واحدًا «(daza‏ فنجد أن da k(Kmn) = min {m,n}‏ أن مقياس ترابط وول هو 3= K(Ks5)‏ لذاء ola‏ 
وو مترابط من الدرجات: 1: 2 3g‏ ولكنه غير مترابط من الدرجة 4. 8 

إذا كان G‏ بيانًا له أكثر من رأسين. فإن 1-(0)/ إذا وفقط إذا كان G‏ مترابطاء وله رأس فاصل 
(رأس قطع) ويساوي مقياس ترابط البيان صفرًا إذا وفقط إذا كان غير مترابط. لاحظ أن Ki Slag!‏ الذي له 
راس واحد cras deal xa‏ أجل انسجام النقاش لدرجة «aul jl‏ فإننا نضع 0= -K(K1)‏ 
3.1.4 مثال: المكعب الزائديء©0. إذا كانت 2 < k‏ فإن مجموعة جيران أي رأس من رؤوس Ok‏ تمثل مجموعة 
akala‏ لذاء x (Ox) < k obs‏ ولإثبات أن tk (Oi) = k‏ سنثبت أن حجم كل مجموعة فاصلة لأي رأس عن 
البيان يساوي / على الأقل عن طريق الاستقراء على /. 

الخطوة الأساس: )0.1( © ذا كانت 1 > : Orola‏ يمثل LEG hy‏ نه 6+1 من الرؤوس ومقياس 
ترابطه يساوي /. 

خطوة الاستقراء: 2 < KK‏ من فرضية الاستقراء نعلم أن 1 (Qui) = k-1‏ خذ 2 الحسبان أن Or‏ 
يمثل نسختين هما: © O's‏ من Qei‏ بالإضافة إلى الأضلاع التي تربط الرؤوس المتناظرة 2 Q's Q‏ . 
(مثال 8.3.1). افترض S o‏ تمثل مجموعة فصل لأحد الرؤوس. إذا كان JS‏ من O'-S g OAS‏ مترابطا ole.‏ 
0-5 يكون Aul yia LA‏ إلا إذا احتوت S‏ على نقطة طرفية لكل ضلع من الأضلاع التي تربط الرؤوس 
المتناظرة: وهذا يتطلب 2/1 < |5| لکن ۸ <21 نكل 2 k‏ 

لذاء نفترض أن 0-5)غير مترابط؛ وهذا يعني أن LOL ۸-1 6925S‏ على JÈN‏ من O‏ وباستخدام فرضيات 
الاستقراء؛ لاحظ أنه إذا خلت S‏ من الرؤوس الموجود Q'S‏ فإن5-'0) يكون مترابطاء ويوجد جيران  Q'-S‏ لكل 
رأس 2 0-5 . لذاء Sols‏ - © مترابط؛ ويجب أن يحوي Ulo S‏ من OD"‏ وهذا يعني أن < |S]‏ وهو المطلوب. m‏ 


Q Q’ 














وإذا حذفنا جيران أي ual‏ فإننا نحصل على بيان غير مترابطء أو بيان له رأس واحد. لذاء فإن 
K(G) X © (G)‏ وليس بالضرورة الحصول على المساواة؛ فعلى سبيل المثال؛ نعلم أن الدرجة الصغرى للبيان 
2Km‏ هي 12-1 ودرجة ترابطه تساوي صفر. 

Les‏ أن مقياس الترابط ۸ يتطلب أن تكون/ < Ò (G)‏ فإنه أيضًا يتطلب أن يكون عدد الأضلاع [EE]‏ على 
الأقل. لاحظ Org)‏ يحقق هذا الحد ما عدا عندما “77-2 : وهذا ع لي مودي د 
k > ۸‏ ويتضح هذا من خلال المثال التالي: 
ably 1 Jie 4.1.4‏ هراري .(Harary graphs)‏ إذا علمت k > nol‏ > 2ء فضع LOL, N‏ على دائرة 
بمسافات متساوية. إذا کان K‏ زوجيًاء شكل Hin‏ وذلك بجعل كل رأس مجاور لأقرب Lady K2‏ 2 الاتجاهين على 
الدائرة ys yo cs Mab.‏ #زوجيًا »فشكل His‏ بجعل كل رأس مجاور لأقرب 1(/2 — a Li y (k‏ الاتجاهين: وكذلك 
مجاور للرأس المقابل على القطر المار بهذا الرأس. وه الأحوال جميعهنا لاحظ أن Hin‏ منتظم من kasga‏ 
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عندما يكون كل من ۸ و 7 فرديًاء ضع دليلاً على الرؤوس باستخدام الأعداد الصحيحة بمقياس N‏ 
(باقي القسمة على 77). ابن Hin‏ من Hein‏ بإضافة (n-1)2 «ioi i pu‏ > 1 > 0. 
2 الشكل أدناه تجد s Hs Hss Has ilu‏ 


OG 


5.1.4. نظرية : (H5) (Harary [1962a])‏ واستنادًا إلى ذلك» فإن أقل عدد ممكن من الأضلاع 
لبيان مترابط من الدرجة k‏ على 77 من الرؤوس هو [71/2/]. 
الإثبات: سنثبت الحالة التي يكون فيها ۸ عددًا Éag)‏ ولنقل 27 = KK‏ تاركين الحالة التي يكون فيها k‏ 
(bs ja Ioue‏ إلى تمرين 12. افترض أن .G- His‏ بما أن ots O(G) =k‏ يكفي أن نثبت أن k‏ < (۸)6. 
افترض أن S C VG)‏ حيث «S| > k‏ سنثبت أن G-S‏ مترابط. خذ V(G) - 5 2- U,V‏ يوجد 2 الترتيبة 
الدائرية الأصلية مساران من U‏ إلى V‏ أحدهما مع اتجاه عقارب rae all‏ والآخر عكس اتجاه عقارب الساعة. 
افترض أن 4 و B‏ مجموعتا الرؤوس الداخلية لهذين المسارين. Les‏ أن ۸ > [S]‏ فإن مبدأ صناديق الحمام 
يضمن لنا أن إحدى المجموعتين {A,B}‏ و S‏ تحوي Sal‏ من 2// رأسًا. وبما أن كل رأس -2 G‏ يرتبط بأضلاع مع 
ال 4/2 LOL,‏ التالية 2 أحد الاتجاهين؛ فإن حذف عدد من الرؤوس المتتابعة أقل من 2// لا يمنع الانتقال 
4 ذلك الاتجاه. لذاء نستطيع إيجاد مسار من U‏ إلى G-S 2- V‏ باستخدام إحدى المجموعتين A‏ أو 8 التي 
يكون للمجموعة S‏ فيها عدد أقل من ۸/2 من الرؤوس. 2 
لاحظ أن البناء بطريقة هراري (Harary)‏ يحدد الشرط على الدرجات الذي يسمح للبيان أن يكون مترابطا 
من الدرجة .(k-Gnnected) k‏ يحدد التمرين )22( شرط الدرجات الذي يجبر بيانا بسيطا ليكون مترابطا 
من الدرجة ۸. وبما أن مقياس درجة الترابط يعتمد على حذف الرؤوس. فإنها لا تتأثر بحذف نسخ إضافية من 
الأضلاع المكررة؛ لذا نتعامل من شروط الدرجات للترابط من الدرجة / ضمن سياق البيانات البسيطة فقط. 





4. ملاحظة : الإثبات المباشر ل ۸ > (6)×. إما أن نأخذ 2 الحسبان مجموعة قطع رؤوس S‏ ونثبت 
أن ۸ > |S]‏ أو نأخذ 2 الحسبان مجموعة S‏ عدد رؤوسها أقل من k‏ ونثبت أن G-S‏ مترابط. أما 4 الإثبات 
غير المباشر. فنفترض مجموعة فاصلة أقل من ۸ ونحصل على تناقض. وهنا نذكر أن لكلا الإثباتين ما يميزه؛ 
فالإثبات غير المباشر يمكن أن نجده بسهولةء أما الإثبات المباشر فربما يكون أوضح. 

لاحظ atas‏ أنه إذا كانت NCG)‏ > ء وكان للبيان G‏ مجموعة فاصلة لرأس معين بحجم أقل من ۸ء فإنه 
يوجد GI‏ مجموعة فصل (قطع) حجمها i) K-1‏ احذف polic‏ مجموعة الفصلء ثم تابع حذف الرؤوس 
حتى تجد أنه تم حذف ۸-1 من هذه الرؤوس؛ مستبقيًا Ul‏ -2 كل مركبتين) . 
sl,‏ فإن إثبات ۸= K(G)‏ يتطلب إيجاد مجموعة رؤوس فاصلة حجمها KK‏ وهذا هو الجزء الأسهل عادة. B‏ 


152 الفصل 4 الترابط والمسارات 


درجة ترابط الأضلاع (Edge - Connectivity)‏ 
ربما تكون أجهزة النقل التي لدينا آمنة؛ ولا يمكن أن تتعطل. ولكن يمكن أيضًا أن تكون روابط (أسلاك) 

الاتصالات خاضعة لبعض الضجيج والأعطال الأخرىء 2 مثل هذه ALA‏ نرغب أن يكون من الصعوبة بمكان 

فصل البيان الذي لدينا بحذف أضلاع منه. 

4 .. تعريف: لتكن F C ECG).‏ نقول: إن F‏ مجموعة أضلاع فاصلة للبيان © إذا كان للبیان G - F‏ 
أكثر من مركبة. ونقول: إن البيان مترابط ضلعيًا من الدرجة (k — edge - connected) k‏ إذا كان عدد 
عناصر كل مجموعة ضلعية فاصلة مساويًا # على الأقل. نعرف مقياس الترابط الضلعي للبيان © الذي 
نرمز إليه بالرمز K(G)‏ على أنه أصغر حجم لمجموعة ضلعية فاصلة لهذا البيان (وهذا كقولنا أكبر عدد 
k‏ بجيث يكون G‏ مترابطًا Cala‏ من الدرجة ۸). 
إذا S, T C VG) Lilac!‏ فسنكتب [S, T]‏ للتدليل على مجموعة الأضلاع التي أحد نقاطها الطرفية $2 

والأخرى 2 7. إذا كانت SCV(G)‏ 0# مجموعة جزئية من S=V(G)-S‏ فإن المجموعة [S.S]‏ تسمى قاطعة 

ضلعية (قاطعة أضلاع) . 





مجموعة خلفية فاصلة (قاطعة) 
4. ملاحظة : المجموعات القاطعة وأضلاع القطع. لاحظ أن كل قاطعة ضلعية (edge-cut)‏ تكون 
مجموعة (ضلعية) قاطعة لأن G-[S,S]‏ لاتحوي أي مسار من SAMS‏ إن عكس العبارة السابقة غير صحيح؛ 
oY‏ المجموعة القاطعة Lasy‏ تحوي عدد أضلاع أكثر من القاطعة الضلعية. 2.5 الشكل أعلاه؛ مثلنا المجموعة 
القاطعة والقاطعة الضلعية بخطوط غامقة: انظر التمرين 13. 

وعلى الرغم من ذلك ola‏ أي مجموعة قاطعة صغرى (تحوي أقل عدد من الأضلاع) تكون قاطعة 
ضلعية (عندما 1 > S(A(G)‏ إذا كان لبيان G-F‏ أكثر من مركبة لبعض F‏ المحتواة & E(G)‏ وإذا 
حذفنا الأضلاع جميعها التي لها نقطة طرفية 2 مركبة H‏ من مركبات F ola G-F‏ تحوي قاطعة 
ضلعية [VEVE]‏ ولا تكون F‏ مجموعة قاطعة صغرى إلا إذا كانت F-[VGT VE]‏ . 


ay‏ الرمز المستخدم للتذليل AR isle‏ الترابط الضلفية باستخدام الشرطة منسجمًا مع الرمز الذي 
استخدمناه للتدليل على درجة الترابط الرأسية: وهذا لا يسبب لنا أيّا من الإشكالات التي تنجم عن استخدام 
الرموز المختلفة. 

إن حذف نقطة طرفية (أحد رأسي ضلع معين) لكل ضلع ‏ قاطعة ضلعية F‏ يعني حذف كل ضلع ب JF‏ 
وهذا يقودنا إلى اقتراح أن KG) > K'(G)‏ . وعلى أي حال: يجب الحذر من حذف الرأس الوحيد لأحد مركبات 
oY GF‏ هذا يبقي لنا بيانًا Kija‏ مترابطا .2 هذه الحالة. 


4.. نظرية : (whitney [1932a])‏ إذا كان Gly G‏ بسيطًا فإن: 
K(G) € »' ) 2> ó(G)‏ 
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إثبات: تشكل الأضلاحٌ الواقعة على الرأس V‏ ( التي تكون V‏ نقطة طرفية لكل منها) ذي الدرجة الصغرى قاطعةٌ 
ضلعية. لذاء (G) < Ò(G). (ot‏ '* وبناءً عليه. يبقى أن ثبت أن: K(G) € x' (G)‏ 

لقد لاحظنا سابقًا أن 1- (G) > n(G)‏ × (انظر المثال 2.1.4). خذ 2 الحسبان أصغر قاطعة ضلعية [SS]‏ 
إذا كان كل رأس SZ‏ يجاور کل راس -2 S‏ فإن: [S| < A(G) - 1 < KG)‏ |8| > |[5,5]|. وعليه. نحصل 
على المتباينة المطلوبة. 

وإذا لم يكن الأمر was‏ فاختر $ € Y € $5 x‏ بحيث إن X ^ y‏ اجعل T‏ تحوي جيران X‏ الموجودة 2 S‏ 
جميعها بالإضافة إلى الرؤوس الموجودة S- (X2‏ جميعها ولها جيران 2 5 . لاحظ أن كل مسار من VAX‏ 
يمر من خلال 1. . لذاء فإن 7 مجموعة فاصلة. وبأخذ الأضلاع من × إلى aly. TAS‏ ضلع واحد من كل رأس 
SaTO Ss.‏ (ممثلة بالخطوط الغامقة ‏ الشكل أدناه) نحصل على |T]‏ من أضلاع [SS]‏ المختلفة عن 
بعضها. وبناءً عليه. فإن: K (G) =|]5,5[| < TI KG)‏ وهذا هو الإثبات. a‏ 





لقد رأينا أن K(G) = (G)‏ عندما يكون G‏ بيانا LG‏ أو عصبة ثنائية أو مكمبًا زائديّاء أو Gly‏ هراريًا. 
وباستخدام النظرية 4.1.9. نجد أيضًا أن (G) =d(G)‏ × لهذه البيانات. وعلى الرغم من ذلك نجد 2 
العديد من البيانات أن مجموعة الأضلاع التي تقع على رأس معين (هذا الرأس يمثل نقطة طرفية .2 هذه 
الأضلاع) له درجة صغرى لا تمثل قاطعة ضلعية صغرى. لذاء فإن الحالة السائدة هي k' (G) > Ò(G)‏ وذلك 
عندما لا تكون هناك قاطعة ضلعين صغرى عازلة لأحد الرؤوس (لرأس معين). 

4. مثال: إمكانية حدوث KIKO‏ انظر البيان G‏ المرسوم 2 الشكل أدناه 
ولاحظ K(G)-2. k(G)-1 oi‏ و3 :XG)-‏ لاحظ عدم وجود قاطعة ضلعية صغرى Alle‏ 
لرامن: يمكن أن كون اكل Bie‏ هنا allo Gas‏ الذي ترشب G=KmtKm uts Whee‏ نجد أن 
K(G)=K'(G)=0‏ لکن Ò(G) = m-1‏ وعندما تكون G‏ متوائمة من عصبتين على M‏ من الرؤوس يشتركان 
2 رأس واحد فقط. نجد أن x(G) = ô(G) = m-1‏ لکن 1 = B -K(G)‏ 


إن الشروط المختلفة تَحَدتٌ مساواةً بين الوسطا ء (parameters)‏ فعلى سبيل المثال عندما يساوي قطر © 
K(G) = ô (G) ola 2‏ (التمرين 25) . وكذلك نجد أن البيانات الثلاثية المنتظمة تحقق أن مقدار (درجة) 
ترابطها دائمًا مساو لمقدار ترابطها الضلعي. 
4 . نظرية : إذا كان 6 بيانًا sys‏ منتظمًا x(G) = k' (G) ola‏ 
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الإثبات: افترض أن S‏ قاطعة رؤوس صغرى .(|S| = K(G))‏ وبما أن K(G) > K' (G)‏ متحققة دائمّاء Lila‏ 
نحتاج فقط إلى قاطعة ضلعية حجمها |S]‏ افترض أن Hi‏ و Ho‏ مركبتان للبيان G-S‏ وبما أن S‏ قاطعة رؤوس 
صغرىء إذن. يوجد لكل SAV‏ جار 4 A‏ وجارٌ آخر 2 A‏ وبما أن G‏ بيان ثلاثي منتظم» فلا يمكن أن يوجد 
vs‏ جاران MZ‏ وجاران :2 Ho‏ إذن: يوجد ل ۷ جارٌ oly‏ إما 2 Jo gl A‏ احذف الضلع الواصل من ۷ 
إلى اللجموعة التي تجو جارا راخدا فقي ˆ 

تقوم هذه ال K(G)‏ من الأضلاع بتبديد شمل المسارات جميعها التي من Hi‏ إلى Ho‏ ما عدا الحالة الموضحة 2 
الشكل أدناه. حيث يمكن للمسار أن يدخل S‏ عن طريق V1‏ ويخرج عن طريق V2‏ و هذه الحالة؛ نحذف الضلع 
الواصل إلى Hi‏ من Vi‏ و V2‏ من أجل فصل المسارات جميعها من ٨1‏ إلى Ho‏ المارة خلال (vi v2}‏ " 


Mi Ce) 
و2 الحقيقةء عندما تكون‎ . Lik, »فلا يمكن لقاطعة ضلعية صغرى أن تعزل‎ ×' (G) > 0G) عندما تكون‎ 
أكثر من رأس واحد فقط. وهذا يتبع علاقة بسيطة تربط‎ ) S (وكذلك‎ S فيجب أن تحوي‎ | [$,5]| > ACG) 
WS بين حجم القاطعة الضلعية ]5,5[ وحجم البيان الجزئي الذي تولده‎ 
فإن:‎ G مجموعة رؤوس 2 بيان‎ S قضية : إذا كانت‎ . 4 
[S,S]|= ] 2vesa(v) ] - 2e(G[S]) 
أما الضلع من [5,5:]؛ فيسهم‎ Sres dV) 2-2 يسهم ب‎ GES] 2- أن الضلع‎ bay OLANI 


بواحد فقط ‏ هذا المجموع» وبما أن هذا يحسب المساهمات جميعهاء فإننا نحصل على: 
n . Zvsd(v) = [S,S]+2e(G[S])‏ 


13.1.4 النتيجة ؛ 131 كان 6 بيانًا بسيًاء وكان (LES, S]|[> (G)‏ حيث S‏ مجموعة جزئية فعلية من VG)‏ 
[S| > 0G) ols‏ 
الإثبات: من قضية 12.1.4 نجد أن: (G)>Lvesd(v)- 2e(G[S])‏ 6 وباستخدام 
(v) < 6)©(‏ وأن 2e(G ]5[( < |5| (|S|-1)‏ نجد أن: 
6(G) > |5| 6 (G) - IS] (S| - 1)‏ 
ed‏ هذه المتباينة أن يكون 1 < .[S|‏ لذاء نستطيع ربط الحدود التي يظهر فيها (6)6. وباختصار 
|S] -‏ نجد أن(©)6 > a [S|‏ 
Les‏ أن القاطفة الضلعية مجموعة من الأضلاع: فيمكن أن تحوي داخلها قاطعة ضلعية أأخرى. ies plats‏ 
المثالء يوجد للبيان ۸.2 ثلاث قواطع ضلعية؛ ولكن إحداها تحوي الأخريين. إن للقاطعة الضلعية الصغرى غير 
الخالية لبيان معين بعض الخصائص البنيوية (البنائية) المفيدة. 


4. تعريف: نعمرف الرابطة (bond)‏ على أنها قاطعة ضلعية صغرى غير خالية. ونعني بصغرى أنه لا 
La aus‏ مجموفة زفي ٠ Sua‏ بحيث إن هذه المجموعة | adja‏ تشتكل Lal‏ فاظعة شلعية: نعطي فيما 
يأتي توصيمًا يميز الروابط ‏ البيانات المترابطة. 
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4. قضية : إذا كان Le G‏ مترابطاء olè‏ القاطعة الضلعية F‏ تكون رابطة إذا وفقط إذا كان للبيان 
G—F‏ مركبتان فقط 
الاثبات. افترض أن duke ibl F = ]5, S]‏ وافترض Ligh‏ أن د G - F‏ مركبتين فقط, وافترض 
كوك ا و Sab Ajo‏ من F‏ إن البيان F'‏ - 6 يحوي مركبتين G - F‏ بالإضافة إلى ضلع 
واحد على الأقل يربط بينهما لجعل "۳ - G‏ مترابطا. لذاء F obs‏ تمثل قاطعة ضلعية صغرى. إذن» فهي 
رابطة. وبالنسبة إلى العكس؛ افترض وجود أكثر من مركبتين للبيان 6-۴. بما أن GF‏ هي الاتحاد 
المنفصل (disjoint union)‏ لكل من GIS]‏ و gle GIS]‏ هناك مركبتين لأحد هذين البيانين 
الجزئيين على الأقل. افترض (من (BLII‏ أن هذا البيان هو GS]‏ لذاء نستطيع كتابة S‏ على الصورة 
S = A UB‏ حيث لا يوجد أضلاع تربط بين A‏ و -B‏ ولهذاء فإن القواطع الضلعية A]‏ ,4] و [B, B]‏ هي 
جو عات دكي 93 عد F olo dalag F‏ ليست رابطة؛ وهذا التناقض ينهي الإثبات. . 


C 
ap 


(Blocks) القوالب‎ 


ليس من الضروري أن يكون البيان المترابط الذي ليس له رأس فاصل مترابطًا من الدرجة 2 لأنه قد يكون 
Ki‏ أو Ko‏ وتزودنا البيانات الجزئية المترابطة التي ليس لها رؤوس فاصلة بتحليل (تفكيك ) مفيد للبيان. 


4 . تعريف: نعرّف القالب لبيان © )4 -2 بيان (G‏ على أنه أكبر بيان جزئي مترابط محتوّى 2 © ؛ 
بحيث لا يوجد له رأس فاصل. وإذا كان G‏ نفسه مترابطا ولیس له رأس فاصل» G obs‏ يكون ats‏ 

4. مثال: القوالب. إذا كان G2 Lila H‏ فإن H‏ بوصفه بيانًا لا يحوي رأسًا فاصلاً. ولكنه قد يحوي 

رؤوسًا تمثل Linge)‏ فاصلة د .G‏ فعلى سبيل JEU‏ يوجد للبيان المرسوم ‏ الشكل أدناه خمسة قوالب هي: 

ثلاث نسخ من Ko‏ ونسخة من Kos‏ وبيان جزئي آخر ليس حلقةً ولیس بيانًا AS‏ . 


<] 


9 
4. ملاحظة : Gol gd‏ القوالب. إن أي ضلع 2 حلقة لا يمكن أن يكون قالبًا؛ لأن هذا الضلع يكون محتوى 
2 بيان جزئي أكبر ليس له رأس قطع. لذاء فإن أي ضلع يكون قالبًا إذا وفقط إذا كان هذا الضلع ضلعًا فاصلا 
(قاطمًا) (cut - edge)‏ إن أضلاع أي شجرة هي قوالبها . وإذا كان 4 القالب أكثر من coul)‏ فإنه يكون 
كر Jis jail Gall‏ إن قوالب البيان الخالي من النشط هي: رؤوسه Aly pall‏ وأضلاعه الفاصلةء وبياناته 
الجزئية العظمى التي تكون مترابطة من الدرجة 2- x‏ 
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19.1.4 قضية : يشترك Gi‏ قالبين 2 بيان برأس واحد على الأكثر. 


الإثبات: باستخدام التناقضء. افترض أن Br‏ و Bo‏ قائبان كان 2 رأسين على الأقل. سنثبت أن 
B;‏ لا By‏ بیان جزئي مترابط ليس له Gully‏ فاصل» E E‏ 
مترابطة. " 


عندما نحذف LOL‏ واحدًا من Bi‏ فإن ما يتبقى يكون مترابطًا. لذاء نحصل على مسار .2 B,‏ من كل رأس باق 
إلى كل رأس باق يخ VB) O V(B2)‏ وبما أن للقالبين رأسين مشتركين» فإن حذف رأس واحد ti, (HAS‏ 
آخر 2 التقاطع؛ ومن هنا نحصل على مسارات من الرؤوس جميعها إلى هذا الرأس. لذاء لا يمكن أن يكون By‏ 
U 82‏ غير مترابط بحذف رأس واحد فقط. n‏ 

يمثل كل ضلع بيانًا is‏ ليس له رأس فاصل. لذاء فإن كل ضلع يكون موجودًا ‏ قالب» ومن هنا نستنتج أن 
قوالب البيان (decompose) les‏ البيانَ. إن سلوك القوالب 2 البيان يشبه إلى حد ما سلوك المركبات القوية 
للبيانات الموجهة (التعريف 12.4.1( لكن لا يوجد رؤوس مشتركة للمركبات القوية (التمرين 1.4 (13a.‏ 
وعلى الرغم من أن القوالب تفكك مجموعة الأضلاع 2 البيان؛ فإن المركبات القوية للبيان الموجه تجزّئْ مجموعة 
الرؤوس وعادة ما تحذف الأضلاع. 

عندما يشترك قالبان ual po G L‏ فإنه يجب أن يكون هذا الرأس Sala‏ إن التفاعل بين القوالب والرؤوس 
الفاصلة ( القاطعة) يوصّف من خلال بيان خاص. 


4 . تعريف: يعرف بيان قالب النقطة الفاصلة للبيان G‏ على أنه بيان ثنائي الفرع H‏ حيث تتألف إحدى 


مجموعتي رؤوسه من الرؤوس الفاصلة ل 2G‏ حين تحوي رأس المجموعة الثانية b;‏ لكل قالب (G & Bi‏ 
علمًا بأن Vb;‏ يكون ضلعًا .2 H‏ إذا وفقط إذا كان .V€Bi‏ 





إذا كان G‏ مترابطا فإن بيان قالب النقطة (النقاط) الفاصلة د G‏ يكون شجرة (التمرين 34( حيث إن 
أوراقه هي قوالب -G‏ وبناءً Sle tute‏ البيانَ G‏ على افتراض أن G‏ ليس LI‏ واحد فقط له قالبان (قوالب 
ورق) على الأقل؛ وكل منهما يحوي LOL‏ قاطمًا واحدًا من رؤوس -G‏ 

يمكن إيجاد القوالب باستخدام طريقة تقنية للبحث عن البيانات. فمثلاً » بطريقة البحث بعمق ( العمودي) 
(Depth — First Search) yj‏ والذي نرمز aul‏ بالرمز (DFS)‏ نبدأ البحث دائمًا من أحدث رأس 
مكتشف والذي له أضلاع غير متحرَّى عنها بعد (غير مسبورة) (ويسمى هذا الطريق استرجاع AY‏ أيضًا) 
(back tracking).‏ وبالمقارنة بخوارزمية 8.3.2. المتعلقة بطريقة البحث الأفقي EE‏ 
(Breadth — First search) (BFS)‏ : حيث يبدأ فيها التحري من الرأس الأقدم. لذاء فإن pall‏ بين DFS‏ 
BFS,‏ يتلخص -2 Ll‏ نحافظ 2 الأولى على قائمة من الرؤوس التي تبحث على أساس أن العنصر الذي يدخل 
أخيرًا يخرج أولاً بدلا من وضعها 2 طابور أو صف. 
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4 . خ*مثال: (DFS)‏ 2 البيان أدناه عند تطبيق ال (DFS)‏ مرة واحدة بدءًا من UM‏ نجد أن الرؤوس 

مرتبة على الصورة Mabie de fig.‏ ولكل من ال BFS‏ وال DFS‏ يعتمد ترتيب اكتشاف العناصر على 

ترتيب التحري من خلال الأضلاع بدءًا من رأس معين. n‏ 
f e d‏ 8 


لاحظ أن كلا من طريقتي البحث الأفقية أولاء أو العمودية أولا بدءًا من (M‏ تولد شجرة جذرها (قاعدتها) عند 
“. فكلما بدأنا البحث عند رأس تن W981 aed‏ وعليه نضمن الضلع le XV‏ وهذا ينمو إلى شجرة تولد 
مركبة للبيان تحوي U‏ وتعتمد تطبيقات البحث العمودي أولا على خاصية أساسية للشجرة المولدة الناتجة. 
4 . تمهيدية*. إذا كانت 7 شجرة مولدة لبيان مترابط G‏ نامية من DFS‏ بدءًا من U‏ فإن كل ضلع 2 
G-T‏ يتكون من رأسين هما: WV‏ بحيث يقع V‏ على المسار من /1 إلى TEW‏ 
الإثبات: افترض أن VW‏ ضلع G2‏ حيث نصادف V‏ قبل W‏ خلال استخدام طريقة ابت يمدق 9 Lis‏ 
أن VW‏ ضلع -2 G‏ فلا نستطيع إنهاء V‏ قبل إضافة W‏ إلى T‏ لذاء فإن W‏ يظهر 2 مكان ما 2 الشجرة الجزئية 
المشكلة قبل إنهاء V‏ وكذلك؛ فإن المسار من ۷ إلى U‏ يحوي V‏ . 
4 . *خوارزمية. (حساب القوالب لبيان) 


المدخلات (input)‏ بيان مترابط G‏ (إن قوالب البيان هي قوالب مركبات يمكن إيجادها من خلال آلية البحث 
(DFS)‏ لذاء نفترض أن «(dal zis G‏ 1 
الفكرة (الخطة) . استخدم ال DFS‏ لإيجاد الشجرة T‏ للبيان (G‏ وبحذف بعض الأجزاء من T‏ عند تحديد 
القوالب» حافظ على رأس واحد (Active). Dies‏ 
البداية : إختر جذرًا Ansa Janl VCH), 2 X‏ .وضع T= {x}‏ 
التكرار: افترض V‏ الرأسٌ النشط الحالي. 
1) إذا وقع على V‏ ضلع غير مسبور (غير متحرى (die‏ مثل VW‏ فإنه: 
(1A‏ إذا كان YW‏ ينتمي إلى V(T)‏ ؛ فأضف ۷۷ إلى VW gle « T‏ على أنه تم التحرّي die‏ ثم 
اجعل ۷ نشطًا. 
(1B‏ إذا كان w‏ ينتمي إلى W ola » VD)‏ يكون v 3 (ancestor) GL.‏ . ضع علامة تشير إلى أنه 
تم التحرّي عن WW‏ 
2( إذا كانت الأضلاع التي تقع قع على V‏ مسبورة (تم التحري job. (Leie‏ 
(2A‏ إذا كان V Slaw ola V Z X‏ اجعل ۷ نشطا. إذا لم يوجد Gi‏ رأس 2 الشجرة الجزئية الحالية 
T"‏ التي جذرها V‏ بحيث يكون لهذا الرأس ضلع تم التحري عنه سابقًا 2 سلف فوق W‏ فإن 
(T^) U {w}‏ تمثل مجموعة رؤوس لقالب» سجّل هذه المعلومات واحذف VT)‏ من T‏ 
(2B‏ إذا كانت × = aaa.‏ انتهى الحل. = 
4 مثال: (إيجاد العوائب). 2 الباق أدتاف 131 كان العيور الرؤوس البيان من < عموديًا مرة 
واحدة يمر بالرؤوس الأخرى بحسب الترتيب: Abedefghij‏ نجد القوالب بحسب الترتيب: 
{a,b,c,d}, (e gh), (a, 1}, {rae}, {xj}‏ وبعد إيجاد هذه القوالب» نحذف الرؤوس المختلفة عن 
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الرأس الأعلى. ( التمرين 36 يتطلب إثبات صحة العملية السابقة) . Li‏ 
de. h‏ 
Qu‏ 
4 )-( أثبت أو انقض كلا من العبارات الآتية 


.2 فإن هذا البيان يكون مترابطًا من الدرجة‎ A إذا كان مقياس ترابط بيان معين يساوي‎ (a 

.3 إذا كان البيان مترابطا من الدرجة 3« فإن مقياس ترابطه يساوي‎ (b 

K فإن درجة ترابطه الضلعية تساوي‎ ik إذا كانت درجة ترابط بيان تساوي‎ (c 

Kis. all عن‎ Mal 2a تكون‎ dla من الدرجة )ء‎ ali إذا كان البيان مترابطا‎ (d 
ols أعط مثالا ناقضًا للعبارة الآتيةء وأضف فرضيات لتصحيحهاء » ثم أثبت صحة العبارة المصححة: : إذا‎ 2.1.4 
.6 فاصلا ل‎ LOL أحد طرفيه على الأقل يكون‎ gla GJ (cut edge) فاصلًا‎ Us © 
أثبت أنه إذا لم يكن‎ s La ليس‎ G أكثر من ۸ من الرؤوس: وبحيث إن‎ a بیان‎ G افترض أن‎ )- ) 3.1.4 
هناك مجموعة فاصلة حجمها ۸-1 لهذا البيان.‎ ola k مترابطا من الدرجة‎ G 
مترابطا‎ (6.3.3 cas pall) G V K, أثبت أن البيان 6 مترابط من الدرجة ۸ إذا وفقط إذا كان‎ )-( 4.1.4 
./ + rs yall من‎ 
عندما‎ Xy بإضافة الضلع‎ G من‎ G' بيان مترابط له ثلاثة رؤوس على الأقلء كوّن‎ G افترض أن‎ (-) 4 
.2 مترابط من الدرجة‎ G' أثبت أن‎ edol, y) > 2 
G - 2+ 1 XE, 10)8,( أثبت أنه يوجد للبيان‎ By, بیان مترابط له قوالب,,...‎ G افترض أن‎ )-( 4 
- (XE4n(B) ( - ۸ + 1 يساوي‎ G بالضبط. أو (أثبت أن عدد رؤوس‎ Ll; 
جد صيغة تعطى عدد الأشجار المولدة لبيان مترابط بدلالة الأشجار المولدة لقوالبه.‎ )-( 4 

© . e © 

8.1.4 جد K(G), K'(G), 6(G)‏ لكل من البيانين المرسومين أدناه (مساعدة: للبيان الموجود على اليسارء 
استخدم القضية 12.1.4 لتحديد مقدار ترابطه الضلعي). 


E 4 


4G trus Ú ابن‎ O<k<l<m حيث‎ d Lim خيارات الأعداد الصحيحة‎ de .9.1.4 
.(chartrand — Harary [1968]) 6(G)=m, K'(G)=1, k(G) =k 

(Y) 10.1.4‏ جد أصغر بيان بسيط منتظم من الدرجة الثالثة بحيث يكون مقدار ترابطه يساوي D‏ وأثبت ذلك. 
cut 11.1.4‏ أن K(G) = K(G)‏ عندما يكون Ulo G‏ بسیطا له 3 A(G)S‏ 

4ه افترض أن ۸.7 أعداد صحيحة موجبة» بحيث N‏ عدد زوجي» و k‏ عدد فردي» و1 <۸ < 7 . افترض 
أن G‏ هو البيان البسيط المنتظم من الدرجة ۸ المشكل بوضع 7 من الرؤوس على دائرة؛ وبجعل كل رأس يجاور 
(يرتبط بضلع) الرأس المضاد له على الدائرة بالإضافة إلى مجاورته لأقرب 1(/2 — (k‏ رأسًا -2 كلا الاتجاهين 





' (Exercises) تمارين‎ 
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على الدائرة» أثبت أن -(Harary [1962a]) K(G) = k‏ 
13.1.4.-2 البيان ».۸ء اجعل S‏ تتكون من Lal d‏ من إحدى مجموعتي الرؤوس, و LOL) D‏ من المجموعة الثانية: 

.a,b,m,n بدلالة‎ I[S.S]| احسب‎ 6 

(b‏ استخدم فرع © لإثبات أن: K(K mn) = min(m,n)‏ حسابيًا. 

(C‏ أثبت أن كل مجموعة تحوي سبعة أضلاع من Ks.‏ تكون مجموعة Alola‏ ولكن لا توجد قاطعة ضلعية 
(edge cut)‏ مؤلفة من سبعة أضلاع. 

14.1.4 )1( لیکن G‏ بيانا مترابطاء بحيث توجد لكل ضلع © حلقتان هما Ci:‏ و Cr‏ تحتويان على e‏ وبحيث إن 
© الضلع الوحيد المشترك بينهما. أثبت أن G‏ مترابط ضلميًا من الدرجة 3 استخدم هذه النتيجة لإثبات أن بيان 
بيترسون مترابط ضلعيا من الدرجة الثالثة. 

15.1.4 )1( استخدم القضية 12.1.4 والنظرية 11.1.4 لإثبات أن بيان بيترسون مترابط من الدرجة 3. 
16.1.4 استخدم القضية 12.1.4 LY‏ وجود قاطعة ضلعية لبيان بيترسون حجمها M‏ إذا وفقط إذا كان 
1<|S| <5) SS papal sacle) .3 > m € 12‏ 

4 . أثبت أن حذف قاطعة ضلعية حجمها 3 من بيان بيترسون يعزل رأسًا. 

18.1.4 افترض Gol‏ بيان بسيط خال من المثلثات. حيث تساوي درجته الصغرى ( أصغر درجة رأس من رؤوس (G‏ 
3 على الأقل. أثبت أنه إذا كانت 11 (GYL‏ فإن G‏ مترابط ضلعيًا من الدرجة 3. وأثبت كذلك oa ol‏ المتباينة 
(sharp) dole‏ بإيجاد بيان GALS‏ الفرع منتظم من الدرجة الثالثة له 12 LOL,‏ بحيث لا يكون مترابطا ضلعيًا من 
الدرجة 3 V (Galvin).‏ 

4. أثبت أنه 13 كان G‏ بيانًا بسيطا بحيث 6(G) ot 6(G) > n(G)-2‏ = (۸)6. أثبت أن هذا أفضل ما 
يمكن لكل 4 < وذلك ببناء بیان بسيط على 17 من الرؤوس» حيث درجته الصغرى 7-3 ومقدار ترابطه أقل من 1-3 
20.1.4 )1( افترض أن G‏ بیان بسيط له N‏ من الرؤوس» بحيث إن 77-2 > av2-1 > (G)‏ أثبت أن G‏ مترابط 
من الدرجة ۸ لكل k > 26(G)--2-n eus. k‏ أثبت أن هذا أفضل ما يمكن لكل 71”2-1< 6 وذلك من خلال بناء 
بيان بسيط على 71 من الرؤوس» درجته الصغرى6 بحيث لا يكون مترابطا من الدرجة/عندما k —26--3-n‏ (تعليق: 
القضية 15.3.1 حالة خاصة من هذا التمرين عندما (n-1y2‏ =(6)6. 

4 )+( افترض Gof‏ بیان بسيط له N‏ من الرؤوس, حيث 1 + ۸ AS ano‏ < (0)ث . أثبت أنه 
إذا |S] < kola AS po] egy G-S OLS‏ أثبت Oei‏ لجو أفضل La‏ يمكن Wg n> ktl lasie‏ 
بإيجاد بيان مناسب على M‏ من الرؤوس درجته الصغرى |2| .. (تعليق: هذا تعميم لتمرين 20.1.4). 
22.1.4 )3( الشروط الكافية لضمان بيان مترابط من الدرجة 1 + :(Bondy [1969]).k‏ 

(a‏ افترض أن 6 بیان بسيط على 77 من الرُؤوس» بحيث إن درجات رؤوسه هي ds‏ ك ...ك 4. أثبت أنه إذا 
كانت d; > jth‏ عندما يرك G ole of € n-1-‏ مترابط من الدرجة KHL‏ (تعليق: تمرين 64.3.1 هو الحالة 
الخاصة عندما 0-/). 

(b‏ افترض أن > ۸ + > 0 .جد Ely‏ 6 له Oo‏ الرؤوس» بحيث إن / € K(O)‏ وبحيث يكون ل Gj‏ رأسًا 
درجة كل منها 1 tk‏ و Lil‏ درجة كلّمنها n-j-1‏ و GL. n- lg JSàs s Ll)‏ جانب يمكن افتراض 
هذا LA‏ على أن النتيجة ‏ فرع © هي أفضل ما يمكن؟ 

)١( 4‏ افترض أن G‏ بيان زوجي الرتبة مترابط من الدرجة 7 Sha Kirti leua:‏ جزئي من G‏ أثبت أن 
Gs‏ معامل 1 (Summer [1974b] ) ( 1-facter).‏ 
24.1.4 )1( ( شروط الدرجات لتكون 0 = '×). 
افترض أن 6 بيان بسيط على 77 من الرؤوس» استخدم النتيجة 13.1.4 أثبت العبارات الآتية: 
(a‏ إذا كانت x(G) = 6G) ols 6G) < [m2]‏ أثبت أن هذا أفضل ما يمكن بإيجاد بيان بسيط 
(لكل 3 < 7) على 7# من الرؤوس يحقق أن 1-[ه/2] -(©) 6 و (G) > 6(G)‏ 6 . 
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(b‏ 131 كان 77-1 < A(x) + Ay)‏ عندما a (G)-6(G) ola x + y‏ أثبت أن هذا أفضل ما 
يمكن بإيجاد بیان n < 4 JS) G‏ ولكل (6(G)-m > m2-1‏ على 7 من الرؤوس بحيث إن 
k'(G) > 6 (G)=m‏ وبحيث إن d(x)+d(y) < n-2‏ عندما XPV‏ 

K' (G) = 6 )6(( (1) -25.1.4‏ عندما يساوي القطر 2). 
افترض أن G‏ بيان بسيط قطره 2 وأن [5,,5]؛ أصغر قاطعة ضلعية بحيث إن |5| ك |ك|: 

..3 جوارًا ہے‎ S2 أثبت أن لكل رأس‎ (a 

(Plesnik [1975]) x’ (G)=6(G). والنتيجة 13.1.4 لإثبات أن‎ (A) استخدم فرع‎ (b 
الأضلاع 2 بيان . أثبت أن”/قاطعة ضلعية إذاوفقط إذا كانت تحوي‎ ods افترض أن مجموعة جز‎ (1). 26.1.4 
»فإن كل مجموعة زوجية من الأضلاع تشكل‎ G = عندما,,)‎ (JU سبيل‎ ed. G2 من أضلاع كل حلقة‎ en lae 
قاطعةضلعية. ولاتوجد أي مجموعة فردية تمثلقاطعة ضلعية (مساعدة :لإثبات الشرط الكل ؛علينا أن نثبت أنه يمكن‎ 
. نقطة طرفية كل من المجموعتين)‎ P2 وضع م ركبا ت 3 مجموعتين؛ بحيث إن لكل ضلع‎ 
duai على وجود مجموعة روابط منفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًا‎ ci: Abo افترض أن [5,,؟:]؛ قاطعة‎ )!( 27.1.4 
نفسها رابطة.‎ » [SS] أنهذا بديهي عندما تكون‎ das Y) [S,S] إن اتحادها (بوصفها مجموعة أضلاع) يساوي‎ 
أثبت أن الفرق التماثلي لقاطعتين ضلعيتين يعطي قاطعة ضلعية. (مساعدة: ارسم صورة توضح‎ (1) 28.1.4 
. لإثبات)‎ alas قاطعتين ضلعيتين واستخدمها‎ 
dai إذا‎ G يمثل شجرة مولدة للبيان‎ H أن‎ adla. G لبيان مترابط‎ da جرئيًا‎ UL H كان‎ 131 (Y) .29.1.4 
يحوي رابطة‎ G يُحدث بيانا جزئيًا من‎ H وإضافة أي ضلع د‎ G يحوي أي رابطة من‎ Y H* = G - ECH) إذا كان‎ 
.© من‎ 
عامل‎ J gf بيان بسيط. رؤوسه؛ }11 ,...,1,2{ حيث ر ج 7 إذا وفقط إذا كان ل‎ G افترض أن‎ (-) 30.1.4 
T ere loa مشترك أكبر‎ 
على أنه بيان مترابط» كل قالب فيه هو ضلع أو حلقة (موضح‎ (cactus) نعرف الصّبار أو الصّبيرة‎ ..4 
[3(n - 1(/2([ أدناه). أثبت أن أكبر عدد ممكن من الأضلاع لصبّار على 77 من الرؤوس هو‎ 
Cx] Ly] S (مساعدة:[ن1+]‎ 


DOL 


4م esl‏ أن درجة JS‏ رأس من رؤوس بيان تكون زوجية إذا وققظ إذا كان كل قآلب فيه Vyd‏ 
33.1.4 افترض أن G‏ بيان مترابط» أثبت أنه مترابط ضلعيًا من الدرجة ۸ إذا وفقط إذا كان كل قالب فيه 
مترابطا صدييًا من hae gall‏ 
34.1.4 )1( بيان قالب النقطة الفاصلة (انظر التعريف 20.1.4 ). افترض أن H‏ بيان قالب النقطة الفاصلة 
لبيان G‏ الذي له رأس فاصل (([1966] :Harary — prins‏ 

(a‏ أثبت أن غابة. 

(b‏ أكبت أتديويس olla G3‏ على JS JBM‏ مدهما يعو اسا aly Sol‏ قف 

(c‏ أثبت أنه إذا كان للبيان/ Gola as 2G‏ يحوي (1-(60).,., 31 + (cus k‏ عدد القوالب التي تحوي۷. 

pax أثبت أن عدد الرؤوس القاطعة لبيان معين أقل من عدد القوالب لهذا البيان.‎ (d 
بحيث إنهما كبيران مترابطان من الدرجة ۸. أثبت‎ G جزئيان من البيان‎ oble A's افترض أن‎ 35.1.4 
(Harary - Kodama . [1964]) على الأكثر.‎ LEI, /-1 2 أنهما يشتركان‎ 
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36.1.4 أثبت أن الخوارزمية 23.1.4 تحسب بدقة عدد قوالب أي بيان. 
4- طورٌ خوازمية لحساب المركبات القوية لبيان موجه» وأثبت أن خوارزميتك تعمل. (مساعدة: اعمل 
Edged‏ لهذه الخوارزمية معتمدًا على الخوارزمية .23.1.4). 


4.. البيانات المترابطة من الدرجة k-connected Graphs ( k‏ ( 

تعد شبكة الاتصالات قادرةٌ على تحمل الأغطال إذا as‏ لها مسارات بديلة بين الرؤوؤس: وكلما زاد عدد 
المسارات المنفصلةء كانت الشبكة أفضل. و2 هذا الجزء من الفصلء سنثبت أن هذا القياس البديل للترابط هو 
مفهوم الترابط من الدرجة ۸ نفسه. 

عندما 1 = ola k‏ التعريف يقول: إن البيان G C‏ مترابط من الدرجة 1 إذا وفقط إذا كان كل زوج من 
الرؤوس يرتبط من خلال مسار. وكلما زادت قيمة k‏ كان هذا التكافؤ Leno‏ أكثر. 


البيانات المترابطة من الدرجة 2 ) (2-connected Graphs‏ 

ستبدأ يتوصيت' البيانات المترابطة من الدرجة 2. 
1.2.4 . تعريف: JS‏ مسارين Co‏ إلى V‏ منفصلان داخليًا إذا لم يوجد رأس داخلي مث مشترك بينهما. 
2.2.4 نظرية : .) (Whitney [1932a]‏ 


افترض أن G‏ بيان له ثلاثة رؤوس على الأقل. أثبت أن G‏ مترابط من الدرجة 2 131 وفقط إذا جد لكل رأسين 
Vid‏ من رؤوسه مسارات داخلية منفصلة تربط بين هذين aad jM‏ 
الاثبات: الكفاية: افترض وجود مسارات منفصلة داخليًا تربط بين أي رأسين VU‏ من رؤوس البيان 6. لذاء 
فإن حذف أي uly‏ لا يفصل U‏ عن V‏ وبما أن هذا الشرط متحقق لكل رأسين من رؤوس G‏ فإن حذف رأس من 
رؤوس G‏ لا يؤثر -2 وصولنا من أي رأس إلى أي رأس آخرء لذا نستنتج أن G‏ مترابط من الدرجة 2. 
الضرورة: افترض أن G‏ مترابط من الدرجة 2( سنثبت بالاستقراء على d(u,v)‏ بأن G‏ تحوي مسارات 
ilo Alle‏ من LV GSU‏ 
الخطوة LE‏ (4)4,۷(=1).عندما olad(u,v)=1‏ , البيان60-1۷مترابط .وبماأن 
K(G) < 2‏ < (6)'×. فإن مسارًا من G- UV AV MU‏ کون تقكلا داخليًا عن المسار من إلى ۷ المشكل 
من الضلع UV‏ نفسه. 
خطوة الاستقراء: (1 < (av)‏ افترض أن k = div)‏ وافترض كذلك أن W‏ الرأسٌ الذي يأتي قبل V‏ مباشرة ب 
أقصر مسار من إلى . لذاء dU, W) = k- Lola‏ وباستخدام فرضيات الاستقراء» يوجد مساران و Q‏ منفصلان 
داخليا من # إلى aw‏ إذا كان Lats v © VP) U VQ)‏ نجد المسار المطلوب 2 الحلقة 0 U‏ . لذاء افترض 
أن(6)/آنا .v € V(P)‏ ہما أن درجة ترابط G‏ تساوي 2 فإن GW‏ مترابط؛ ويحوي مسارًا R‏ من إلى . 13L‏ كان 
Lila. RQ =Ø RUP-‏ نحصل على المطلوب. ولكن يمكن للمسار R‏ أن يشترك برؤوس داخلية مع كل من 
gP‏ 0. افترض أن 2 هو آخر رأس 2 R‏ قبل ۷ بحيث إن zePUQ‏ . ومن التماثل؛ يمكننا أن نفترض أن Z € P‏ 
اربط المسار الجزئي UZ‏ من P‏ مع المسار الجزئي 2.۷ من R‏ لتحصل على مسار من U‏ إلى V‏ منفصل داخليًا عن 
LI .QUwv‏ 
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3.2.4 تمهيدية . (تمهيدية توسيع (تمدّد) ). 

131 كان Ue G‏ مترابطا من الدرجة#: ig‏ الحضول على G'‏ من 6 يإضنافة Gal‏ جديد BY‏ على k BW‏ 
Go Gale‏ يكون Uil ys‏ من ede yall‏ 
الإثبات: سنثبت أنه إذا كانت S‏ مجموعة فاصلة G'I‏ » فإن حجم S‏ يساوي ۸ على الأقل. وإذا كانت S‏ € بل 
S - {y} ole‏ تفصل 6. لذاء فإن 1 + ۸ < .|S|‏ إذا É Sols‏ نل وكان 5 > NO)‏ فإن ۸ < |5|. وبعكس 3« 
فإن كلا من نزو NO) S‏ تقع ‏ مركبة واحدة ل5 - “© . لذاء Sola‏ يجب أن تفصل 6. وأن/ < BS]‏ 


C 


4.2.4 نظرية: إذا كان G‏ بيانا له BIS‏ رؤوس على الأقل: قإن الشروط الآتية متكافثة: (وتعطى وصمًا 
تمييزيًا للبيانات المترابطة من الدرجة 2) j‏ 

G (A‏ مترابط ولا يحوي LEI,‏ قاطعًا. 

X مسارات منفصلة داخلية تربط بين‎ as X y € V(G) لكل‎ (B 

J/ توجد حلقة تمر ب ×و‎ X y © V(G) لكل‎ (C 

(D‏ 1 < (6)0. وكل زوج من أضلاع 6 يقع 2 حلقة واحدة. 

الاثبات: تعطي النظرية 4.2.2 التكافؤ ‏ ج Bo C.A‏ لاحظ أن الحلقات التي تحوي 3X‏ نل 
ترتبط بأزواج منفصلة داخليًا من المسارات بين YX‏ 

D :غير معزولين. وبهذاء نطبق الجزء الأخير من‎ 9X يضمن أن الرأسين‎ 6 (G) < 1 الشرط‎ D C 
فسنستخدمه بالإضافة إلى‎ op gill من هذا‎ daz salg إذا جد ضلع‎ Y 9X على الأضلاع التي تقع على الرأسين‎ 
أي ضلع آخر يرتبط برأس ثالث.‎ 
مترابط؛ فإن‎ G أن‎ Legg D ثم نحصل على‎ C يحقق الشرطين المتكافئين 4 و‎ G لإتمام الإثبات؛ نفترض أن‎ 
جوار‎ {KY} sw جوارل‎ {U,V} الرأسين ۷و 2حيث‎ G أضف إلى‎ XY (6)6.الآن. خذ 2 الحسبان الضلعين 11۷و‎ < 1 
©“ مترابط من الدرجة 2( فإن تمهيدية التوسيع )3.2.4( تضمن أن البيان الناتج عن الإضافة‎ G ل 2. وبما أن‎ 
Lus 6 2 C يقعان 2 حلقة‎ W فإن 2 و‎ due مترابط من الدرجة 2. لذاء فإن الشرط € يتحقق 2 “6 وبناءً‎ 
استبدل‎ XY أو‎ UV ولا يحوي الضلعين‎ ×2 UWV تحوي المسارات‎ C تساوي 12 فإن‎ W أن درجة كل من 2 و‎ 
m .6 للحصول على الحلقة المطلوبة التي تمر ب 1/7 و2300‎ XY الضلعين 1/۷و‎ C 2- X, ZY بالمسارات 11,۷,۷و‎ 

5 u x 


4 y 
1,۷,۷ تسمى المسار‎ UV فإن عملية استبدال الضلع‎ G oly 2 ضلعًا‎ UV تعريف: )13 كان‎ 5.2.4 
-UV رأس جديد ) بقسمة (تقسيم ) الضلع‎ W) 


COD > 0» 
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6.2.4 النتيجة : إذا كان G‏ مترابطًا من الدرجة 2 ola‏ البيان 6 الناتج عن قسمة أحد أضلاع © يكون 
مترابطا من الدرجة 2. 

الإثبات: افترض Lil‏ حصلنا على © من © بإضافة الرأس W‏ لقسمة الضلع -UV‏ لإثبات أن G'‏ مترابط من 

الدرجة 2؛ يكفي أن نجد حلقة تمر بضلعين اختياريين -ef‏ من G'‏ (النظرية 41(.2.4). 

Ly‏ أن G‏ مترابط من الدرجة 2 ola‏ أي ضلعين من © يقعان 2 حلقة مث مشتركة (النظرية (4D.2.4‏ . عندما 

بقع ef obli‏ من أضلاع GG"‏ فإن الحلقة التي يقعان فيها تكون حلقة 2 '6 اک إلا إذا كان ا 

T 2 lt ep nhl ممل‎ rt Chl تمل‎ Be ضلعًا .2 هذه الحلقة اک هاه‎ UV 

من خلال w‏ عندما E(G)‏ € © و f E {uw,wv}‏ فإننا نعدل الحلقة التي تمر خلال © و11۷ -2 (G‏ وعندما 

n ayga تمر‎ als Qaa ali {e f}={uwwv} 
اواك‎ Valen cya cilia هذاه‎ cya d تتمتع البيانات المترابطة من الدرجة 2 بصفة مميزة تعبّر عن بنا‎ 


4. تعريف: نعرّف si) os‏ مقبض) (ear)‏ البيان G‏ على أنه مسار 2 6 محتوى 2 Aala‏ بحيث يكون 
أكبر ما يمكن من حيث عدد الرؤوس الداخلية التي درجتها 22 6. ونقصد بالتفكيك ا 
على أنه تفكيك على الشكل Po... Pr‏ حيث Pig aata Po‏ (1 < ) مقبض أو 303 PU. UE;‏ . 


P: 


WW 


(Whitney [1932a]) نظرية‎ 8.2.4 

يكون البيان مترابطًا من الدرجة 2 إذا وفقط إذا AS‏ له تفكيك مقبضي. بالإضافة إلى ذلك Js ola‏ حلقة 
-2 بيان مترابط من الدرجة 2 تمثل أول حلقة (حلقة البدء ) لتحليل (تفكيك) مقبضي. 

الاثبات: الكفاية: GI Ši Le‏ حلقة هي بيان مترابط من الدرجة 2. فيكفي أثبت أن إضافة مقبض 
تحافظ على الترابط من الدرجة 2. افترض أن n‏ النقطتان الطرفيتان للمقبض P‏ الذي سيضاف إلى بيان 
G‏ مترابط من الدرجة 2. لاحظ أن إضافة ضلع dd dal ill lade yeaa BY‏ فان GU‏ بيقى Una yia‏ 
من الدرجة 2. إن إجراء عمليات قسمة ضلع G + UV gry‏ إلى البيان GUP‏ حيث P‏ مقبض (أذن). لذاء 
وباستخدام النتيجة 6.2.4 ٠‏ فإن كل قسمة ضلع تحافظ على الترابط من الدرجة 2. 

الضرورة: إذا أعطينا بيان G‏ مترابطا من الدرجة 2 فإننا نبني (نجد) له تحليلاً مقبضيًا من حلقة 
GG‏ افترض أن Jel Go= C‏ :© يمثل البيان الجزئي الذي تحصل عليه بإضافة ة من المقابض بالتتابع. 
إذا كان GiG‏ فنختار ضلع uv © G-E(G))‏ وضلع E(Gi) 2 Xy‏ وبما أن G‏ مترابط من الدرجة 2 إذن 
توجد حلقة C'‏ تحوي ÑS‏ من XY UV‏ 

افترض P i‏ المسارٌ 4 C‏ الذي يحوي UV‏ ويحوي رأسين فقط من sols! ‘Gi‏ عند كل طرف من ).2 P‏ 
(UI‏ نستطيع إضافة P‏ إلى Gi‏ للحصول على Oly‏ جزئي Gia xS‏ والذي يمثل P‏ فيه مقبضًاء وتنتهي هذه 
العملية فقط عندما نحصل على G‏ كله. n‏ 
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نعلم أن كل بيان مترابط من الدرجة 2 يكون مترابطا Čaka‏ من الدرجة 2, ونعلم كذلك أن عكس هذه 
العدازة غير طحي تذكر أن شكل الفراشة (فراشي الشكل) (bowtie)‏ هو البيان الذي يتألف من مثلثين 

مشتركين 2 رأس واحد daza‏ إن هذا البيان مترابط ضلعيًا من الدرجة 2 ولكنه غير مترابط من الدرجة 2. 
وبما أن الكثير من البيانات تكون مترابطة akis‏ من الدرجة 2 فإن Jalas‏ هذا النوع من البيانات يحتاج إلى 
عملية sel‏ من السابق. إن إثبات هذا يشبه إثبات النظرية 8.2.4 


4 . تعريف: رف المقبض (الأذن المغلقة) المغلق 2 بيان G‏ على أنه حلقة «C‏ بحيث إن الرؤوس .2 C‏ 
جميعها مادا واحذا تكون ALES‏ الدرجة. ويعرّف Jules‏ المقابضن lal‏ لبان G‏ على أنه تحليل على 
الشكل Po... Py‏ حيث Ll ) > 1( Pig dale Po‏ مقبض (مفتوح ) أو مقبض مغلق & PU ... UP;‏ 


4 . نظرية: يكون البيان مترابطا Gak‏ من الدرجة 2 إذا وفقط إذا a‏ له تحليل مقبضي مغلق. وكل 
Lao desl oll a dale‏ من الدرجة 2:تكون Jol‏ خلقة (حلقة البداية) تتحليل من هذا النوع. 


الإثبات: الكفاية: تذكر (النظرية 1.2.14( à‏ الأضلاعٌ الفاصلة أضلاعٌ غير موجودة 2 حلقات. لذاء فإن 
البيان المترابط يكون مترابطًا ضلعيًا من الدرجة 2 إذا وفقط إذا كان كل ضلع من أضلاعه يقع -2 حلقة oly.‏ 
خاد اة abs one‏ صل امن الدريعة 2 lands‏ نيف (aia‏ فإن أضلاعه تشكل حلقة. وعندما 
glad P lige Lae ciun‏ مترابط G‏ فإن مسارًا ب G‏ يربط بين أطراف P‏ يكمل (يتم) حلقة تحوي 
أضلاع P‏ كلها 2g.‏ الحالات جميعها فإن البيان الناتج يكون مترابطا. لذاء ola‏ إضافة مقبض مفتوح أو مغلق 
تحافظ على الترابط الضلعي من الدرجة 2. 

الضرورة: ذا أعطيفا سان 6 Late‏ خا P, Pi Jas M iG 2. dale Pool gaai ENE‏ 
تحليلا مقبضيًا lia‏ لبيان جزئي Gi‏ من G‏ إذا كانت Gi E G‏ فباستطاعتنا إضافة مقبض ل Gi‏ وبما أن 
G‏ مترابط !93 يوجد ضلع uv € E(G) — E(G;)‏ حيث u € V(Gi)‏ . وبما أن G‏ مترابط ضلعيًا من الدرجة 
UV ola 2‏ بقع 2 حلقة -C‏ تتبع C‏ حتى تعود إلى V(Gi)‏ . وبهذا نكون قد شكلنا لغاية الآن Lal‏ مسارًا أو حلقة 
P‏ وبإضافة P‏ إلى «Gi‏ فإننا نحصل على بيان جزئي Gist‏ أكبر من Gi‏ يقكل فيه P‏ مفیضا V gia‏ أو Utes‏ 
ولا Oy‏ لهذه العملية أن تنتهي بحصولنا على G‏ كله. . 
ترابط البيانات الموجهة (Connectivity of Digraphs)‏ 

تنطبق النتائج التي حصلنا عليها والمتعلقة بالبيانات المترابطة والمترابطة Kalis‏ من الدرجة/ على البيانات 
الموجهة المترابطة والمترابطة Kali‏ من الدرجة /؛ حيث نستخدم مصطلحات مشابهة أو مماثلة للتي استخدمت 
-2 حال البيانات. 


4 . تعريف: تعرّف المجموعة الفاصلة أو قاطعة الرؤوس لبيان موجه D‏ على أنها مجموعة جزئية 5 من 
VD)‏ بحيث إن D-S‏ غير مترابط بقوة. ويعرّف مقدار الترابط K(D)‏ على أنه أصغر حجم لمجموعة 
رؤوس S‏ بحيث إن D-S‏ غير قوي أو له رأس واحد فقط. ونقول: إن البيان الموجه D‏ مترابط من الدرجة 
۸ إذا كان مقدار ترابطه يساوي ۸ على الأقل. 
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إذا كانت كل من T gS‏ مجموعتي رؤوس 2 بيان موجه D‏ فاجعل [S, T]‏ تمثل مجموعة الأضلاع التي ذيل 
«S 2. gia JS‏ وای كل nz: T 2. Leia‏ بالعاطعة الصطلفية المجموعة cum [S.S]‏ 2 قرو S C V(D)‏ 
ونقول: ced uror Mer Mehl i‏ رو وسو 
ous‏ أقل حجم لقاطعة ضلعية مقدارٌ الترابط الضلعي ويّرمز إليه بالرمز K'(D)‏ 


4. ملاحظة : بما أن |[5,5]|؛ Se‏ الأضلاع الخارجة (المغادرة) من Ul S‏ نستطيع إعادة تعريف 
الترابط الضلعي على الصورة الآتية: 

نقول: إن البيان أو البيان الموجه G‏ مترابط ضلعيًا من الدرجة ۸ إذا وفقط إذا تحقق ما يأتي: لكل مجموعة 

جزئية فعلاً S‏ من VG)‏ يوجد على الأقل k‏ من أضلاع G‏ المغادرة ل 5 (الخارجة من (S‏ 


لاحظ أن [S T]‏ هي مجموعة الأضلاع من S‏ إلى T‏ يعتمد معنى هذا الرمز على © من حيث | بيان أو 
بيان موجّه؛ ففي حالة البيانء يكون الحديث عن الأضلاع التي نقاطها الطرفية 2 كلتا المجموعتين. Li‏ -2 حال 
البيان الموجه فيكون الحديث عن الأضلاع التي رؤوسها 2 3 وذيولها LI T2‏ 
Shall us sag‏ الموجهة القوية البيانات المترابطة dm yall Cys alo‏ 2: 


4. قضية : إن إضافة مقبض (موجه) إلى بيان موجّه قوي (مترابط 3525( تعطي Lo‏ موجها أكبر. 
الإثبات: نعلم من الملاحظة 4 .2 أن البيان ad gl‏ يكون قويًا إذا وفقط إذا تحقق ما يأتي: يوجد ضلع مغادر 
لكل مجموعة جزئية فعلا من الرؤوس. إذا أضفنا مقبضًا مفتوحًا P (Lilia)‏ إلى بیان موجّه قوي D‏ فإنه يوجد 
لكل مجموعة S‏ حيث Ø C S CVD)‏ ضلعًا من S‏ إلى V(D)-S‏ لذاء يجب علينا فقط معالجة المجموعات التي 
لا تتقاطع مع V(D)‏ والمجموعات التي تحوي VD)‏ كلهاء ولكنها لا تحوي V(P)‏ كلها. يوجد ضلع لكل مجموعة 
من هذه المجموعات يغادرها من خلال P‏ " 

السؤال المطروح الآن: متى نستطيع عمل شبكةٍ من الطرق بحيث تكون جميعها 2 اتجاه واحد » وبحيث يمكن 
الوصول من أي مكان إلى أي مكان آخر؟ وبكلمات أخرى: متى يكون للبيان اموجه due gs‏ قويٌ؟ لاحظ أنه لا يوجد 
توجيه قوي للبيان أدناه. ولاحظ أيضًا أن الشروط الضرورية هي نفسها كافية للإجابة عن سؤالنا. 


(Robbins [1939]). : نظرية‎ . 4 

يوجد للبيان توجيه قوي إذا وفقط إذا كان مترايطا ne‏ من الدرجة 2. 
الإثبات: الضرورة: إذا كان البيان G‏ غير مترابط» فهناك بعض الرؤوس التي لا يمكن الوصول إليها من رؤوس 
أخرى مهما كان التوجيه المستخدم. 

إذا as‏ للبيان G‏ ضلع فاصل (قاطع) XY‏ موجه من × إلى Cen Y‏ توجيه D‏ فإنه لا يمكن الوصول إلى X‏ 
من لإضمن D‏ لذاء يجب أن يكون G‏ مترابطاء ولیس له ضلع قاطع. 

Ideen مغيض مطلق:لذا‎ ASV AY من اليوحة 2 فيوجد‎ alto مترابطا‎ Gaeta Latta iua 
متناسقًا لأول حلقة للحصول على بيان موجه قوي. وكلما أضفنا مقبضا جديدًاء فإننا نوجهه بتناسق. لذاء فإن‎ 
LI القضية 13.2.4 تضمن استمرارية حصولنا على بيان موجه قوي.‎ 
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يمكن تعميم نظرية روبن Robbin‏ لأي -k‏ عندما يكون J‏ 6:توجيه متزايظ als‏ من الدرجة bb he‏ 
الملاحظة 12.2.4 تضمن أن G‏ يكون مترابطا as‏ من الدرجة 2۸. لقد أثبت العالمان ناش ووليامز 2 العام 
0 أن الشرط الضروري كاف أيضًا . يكون للبيان توجيه مترابط cya Dalia‏ الدرجة ۸ إذا وفقط إذا كان 
البيآن ya‏ اطا als‏ مرخ Leads Sigua Ma Saag - Qk de yall‏ يكون G‏ نينا أويلريًا (التمرين 21( ولكن الحالة 
العامة صعبة (التمارين 38-36( توجد مناقشة شاملة لهذه المسألة بالإضافة إلى بعض مسائل التوجيهات 
الأخرى 2 .(Frank [1993]) ous‏ 


البيانات المترابطة من الدرجة k‏ والمترابطة ضلعيًا من الدرجة k‏ 
(K-connected and k-edge-Connected Graphs)‏ 

لقد قدمنا مقياسين للربط الجيد» هما: المناعة ضد baad!‏ وتكرار المسارات البديلة. وبتعميم (تمديد) 
نظرية وتني لع سنثبت أن هاتين الميزتين هما الشيء نفسه بالنسبة إلى حذف كل من الرؤوس 
والأضلاع. ويشترك ب ذلك البيانات والبيانات الموجهة أيضًا. 

gh‏ سنناقش (موضعيًا) مسألة المسارات من × إلى c5 Y‏ ثابت X‏ و VG) 2- y‏ إن هذه التعريفات 
صحيحة لكل من البيانات والبيانات الموجهة 
4 . تعريف: لتكن xy € V(G)‏ نقول: إن المجموعة S‏ المحتواة 2 V(G) - (x, y)‏ فاصل للمسار XX‏ 
أو قاطع للمسار Xi‏ إذا كان G-S‏ يخلو من المسارات من × إلى K(X,y) daal Y‏ تمثل أصغر حجم لقواطع 
المسار ×. واجعل AG)‏ تمثل أكبر حجم لمجموعة منفصلة داخليًا زوجًا زوجًا من المسارات من X‏ إلى Y‏ 
لتكن XY € VG).‏ نقصد بالمسار XY‏ المسار الذي رأسه الأول 2 X‏ . ورأسه الأخير 2 (Y‏ وليس له G‏ 
YUX 2.555) Guy‏ 

بما أن أي قاطع للمسار X, Y‏ يحوي ists Uo‏ لكل مسار من × إلى V‏ ولا يوجد أي رأس يستطيع فصل أي 
مسارين منفصلين داخليًا من X‏ إلى Y‏ فإن KEGY) < AQ y)‏ دائمًا. 

لذاء gla‏ مسألة إيجاد أصغر قاطع. ومسألة إيجاد أكبر مجموعة مسارات هي مسائل ثنوية (ازدواجية) 
(dual problems)‏ مثل الثنوية ( الازدواجية ) بين المواءمة (matching)‏ والتغطية (Covering)‏ 2 الفصل الثالث. 
16.2.4 مثال: 2 البيان G‏ المرسوم أدناه. لاحظ أن المجموعة d]‏ ,5,07( >5 عبارة عن قاطع للمسار XY‏ 
حجمه 4. لذاء ola‏ 4 € (/6)36. وكما يظهر من الشكل على اليسار يوجد للبيان G‏ أربعة مسارات منفصلة 
داخليًًا من × إلی Y‏ لذاء فإن 4 < AGH)‏ وبما أن Ky) = Ay) = 4 ole Letts KGcy)e Oxy)‏ 





افترض الزوج WZ‏ كما يظهر عن اليمين: 3 = KwZ) = Mz)‏ لاحظ أن (,85,0) تمثل قاطعًا أصغر 
للمسار OLW. Z‏ البيان G‏ مترابط من الدرجة 3. لذاء فلكل زوج U,V © V(G)‏ ؛ نستطيع إيجاد ثلاثة مسارات 
منفصلة داخليًا من U‏ إلى -V‏ 

ومن المساواة للمسارات المنفصلة داخليًاء نستطيع الحصول على مساواة للمسارات المنفصلة ضلعيًا. لاحظ 
أنه على الرغم من أن ۷,2(=3)× أعلاهء إلا أنه يلزمنا أربعة أضلاع لفصل المسارات من W‏ جميعها إلى 2: 
وكذلك يوجد 4 مسارات من MW‏ 2 منفصلة abo‏ زوجًا زوجًا. . 
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تفيد نظرية منجر (Menger's Theorem)‏ أن المساواة A(x,y)‏ = (/,)5 تتحقق موضعيًا دائمًا. إن 
المسألة الكلية المتعلقة بمقدار الترابط والنتائج المماثلة المتعلقة بمقدار الترابط الضلعي والمتعلقة بالبيانات 
الموجهة قد نوقشت من قبل آخرين؛ ولكن هذه النقاشات والنظريات جميعها كانت دائمًا صورة من صور 
نظرية منجر؛ حيث ظهر أكثر من خمسة عشر إثباتا لهذه النظرية؛ بعضها أعطى نتائج اقوى. -2 حين كان بعضها 
الآخر غير صحيح. (لقد gle‏ (كونج) König‏ الفجوة الموجودة 2 النظرية الأصلية لمنجر) . 
4 . نظرية منجر. )]1927[ (Menger‏ إذا كان × Y,‏ رأسين من رؤوس البيان G‏ بحيث إن 
Xy É EG)‏ فإن أصغر حجم لقاطع من قواطع المسار X, Y‏ يساوي أكبر عدد من المسارات من × إلى /بحيث 
تكون هذه المسارات منفصلة داخليًا زوجًا زوجًا. 

الاثبات: يجب أن يحوي أي قاطع للمسارات LLL ×, Y‏ داخليًا من كل مسار من مجموعة المسارات X, Y‏ 
Asl Lasst gy Ut e$ Ciis sab asd‏ الرؤوس مختلفة. لذاء KXLY) > AY) ots‏ 

لإثبات المساواة؛ نستخدم الاستقراء على A(G)‏ الخطوة الأساس: xy € E(G)Ua n(G)-2‏ تعطي 
0-(ن[ن) 1 (ن[ن0). 


خطوة الاستقراء: 2 > mG)‏ افترض أن k = Ko (x,y)‏ سنبني ۸ مسارًا من Y MX‏ بحيث تكون هذه 
cal Jal‏ متفتضطة sls‏ زوجًا زوجًا. وبما أن N(x)‏ و (y)‏ تمثل قواطع للمسارات X‏ فلا يوجد قاطع "o‏ 
يحوي MO), NO)‏ بوصفها مجموعات جزئية فعلية. 


الحالة الأولى: يوجد للمسارات G L Xy‏ قاطع امقر 5 مختلت عن ND)‏ و NO)‏ وللحصول على / مسارًا 
المطلوبة؛ نض نضم المسارات S‏ إلى المسارات Sy‏ التي نحصل عليهما من فرضية الاستقراء (الخطوط المتصلة 2 
الشكل Vi di ge al. (ati‏ الرؤوسٌ الموجودة على المسارات XS‏ و Vo‏ هي الرؤوس الموجودة على المسارات SY‏ 
«x‏ ندعي أن S= N Vr‏ وبما آن S‏ قاطع أصغر للمسارات MY‏ فإن كل رأس eSB‏ على مسار من :< إلى 
m‏ لذا aS GF V; oa.‏ !13 كانت ù vE(V; ) 0 V2) - S‏ فتتبع الجزء ye XV‏ أحد المسارين XS‏ ومن ثم 
تتبع الجزء VV‏ لأحد المسارين S)‏ لتحصل على مسار من Xi‏ لا يتقاطع مع القاطع S‏ للمسارين XY‏ إن هذا 
مستحيل. لذاء فإن 1/0117 S7‏ وبطريقة التعليل نفسهاء نجد أن 7تحذف N(V)-S‏ أما 72 فتحذف -N(x)-S‏ 
Hh oss‏ بإضافة رأس G[VA] OLY‏ وأضلاعًا تنطلق من oS‏ ثم 55€ Ae‏ بإضافة رأس'× للبيان G [V]‏ 
وأضلاعًا تنطلق SX" ye‏ لاحظ أن كل مسار G2 XY‏ يبدأ بمسار XS‏ (محتوى 2 (Hi‏ . لذاء op‏ کل قاطع 
Hi ×‏ يكون قاطمًا ل × 6. ولذلك؛ نجد أن Ki, GY’)‏ . وبالمثل نجد أن Kip (X,Y)‏ 
M(y)-S caes Vi ol Lass‏ و ol N(x)-S a‏ كلا من peel Ha 5 Hi‏ من dagar: G‏ قان 
فرضية الاستقراء تعطي أن An, Gy) -k An (XY)‏ وبما أن =2 7,07 ola.‏ حذف 'نزمن/ مسارًا بذ Hy‏ 
و X‏ من ال / مسارًا 2 Ha‏ يعطي المسارات S‏ :او G 2. SY‏ اللازمين لتشكيل K‏ من المسارات المنفصلة Alo‏ 





GY 9X والتي تربط بين‎ 
A 
AIEN 
V 
la. Hi Ha 2% 


الحالة الثانية: كل قاطع أصغر للمسارات x y‏ إما أن يكون NE)‏ أو NO)‏ ثانية سنقوم ببناء k‏ مسارًا 
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المطلوبة. هذه الحالة؛ كل رأس خارج Y (x UN (x) UN (y) Uy]‏ يقع 2 قاطع أصغر للمسارات XY‏ 
إذا ass‏ ل G‏ رأس V‏ مثل هذا الرأس» فإن Kos y)‏ وبتطبيق فرضية الاستقراء على G-V‏ نحصل على 
المسار xy‏ المطلوب G2‏ وكذلك !13 وجد NONNO) LU‏ فإن U‏ يظهر 2 كل قاطع للمسارات XX‏ ويكون 
koX, y)-k-1‏ .الآنء وبعد تطبيق فرضية ile c diia ap^‏ سنحصل على 1 -/مسارًا نضمها للمسارات 
many‏ لذاء يمكن افتراض أنَّ كلا من N(X)‏ و {X,Y Jaeger 25523 NO)‏ -(7)6. افترض SLIG" i‏ 
الثنائيٌ الفرع الذي مجموعتا رؤوسه NO) s NQ‏ ومجموعة أضلاعه [NO N()‏ لاحظ أن كل مسار 3 
G‏ يستخدم ضلعًا من NO) ANO)‏ لذاء فإن قواطع المسارات G 2- X,‏ هي رؤوس تغطية '6 « 531 B(G^)-k‏ 
. وباستخدام نظرية Koning - Egervary‏ فإنه يوجد للبيان') مواءمة (matching)‏ حجمها -k‏ إن هذه اد ۸ 
ضلعًا تعطي ۸ من المسارات X:‏ المنفصلة داخليًا زوجًا زوجًا طول كل منهما يساوي 3. n‏ 
boy‏ أننا نحتاج إلى الحالة الثانية 2 الإثبات؛ لأنه ‏ الحالة التي يكون فيها S-N(x)‏ لا نستطيع 
استخدام فرضية الاستقراء للحصول على المسارات EY‏ مح حا عدوي يبقى صحيحًا للبيانات 
الموجهة؛ والإثبات نفسه يعطي النتيجة نفسها بعد أن تحل N O)‏ و N O)‏ محل M(x)‏ و NO)‏ أينما 
وجدتا. 
سنطوّر فيما يأتي نظرية ables‏ للنظرية 17.2.4 لتطبيقها على المسارات المنفصلة ضلميًا Y)‏ يوجد 
بينها أضلاع مشتركة) والتي سنثبتها باستخدام النظرية 17.2.4 مطبقة على بيان محول لبيان آخر 
(transformed graph)‏ من خلال عملية تحويل Lale dines‏ بأننا سنستخدم هذه العملية مرة ثانية 2 الفصل السابع. 


4 . تعريف: نعرف البيان الخطاني للبيان (line graph) L(G).G‏ على أنه البيان الذي رؤوسه هي 
أضلاع ‘G‏ حيث uv Lase ef € E(L(G))‏ = © و LAM eap © zf = vw‏ موجة بدلا مق پیا 
+ العارة العم ay‏ فإننا نحصل على تعريف البيان اموجه الخطاني. By‏ حالة البيانات» لاحظ أن © و ر 


يشتركان  o4)‏ وك البيانات الموجهة, يكون رأس © ذيلا د 


iel L(H) 

عند فصل X‏ عن /[بحذف الأضلاع, نستخدم رموًا مشابهة للرموز E NI‏ 
(GY) jell. m‏ ۸ يشير إلى حجم أكبر مجموعة من المسارات Xy‏ المنفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًا. رط حين 
يشير الرمز KY)‏ إلى أقل عدد من الأضلاع يلزم حذفه بحيث لا يمكن الوصول إلى y‏ من X‏ -2 العام 
Js «3i 1956‏ من Ford — Fulkerson sElias-Feinstein-shanon.‏ أن Lists Aœ y)=x'Œœ,y)‏ 
(باستخدام طرق موجودة .2 الجزء 3.4). 

تنويه: لاحظ هنا Lil‏ نسمح بوجود الأضلاع المكررة» كما نسمح بأن يكون XVEE(G)‏ . 





4 . نظرية : إذا كان كل من 9X‏ /رأسين مختلفين لبيان أو لبيان موجه G‏ فإن أصغر حجم لمجموعة 
أضلاع تفصل X‏ عن يساوي أكبر عدد من المسارات من × إلى y‏ المنفصلة ضلعيًا زوجًا زوجا. 
G Jae OLAYI‏ إلى G'‏ بإضافة رأسين جديدين: هما: Sif‏ وضلعين جديدين SNE Laa‏ إن هذا 
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لا يغير Ky)‏ ولا يغير Lad A Oy)‏ وكذلك يمكننا أن نفكر أن كل مسار يبدأ من الضلع SX‏ وينتهي بالضلع 
V‏ إن مجموعة من الأضلاع -2 6 تفصل a Y‏ × إذا وفقط إذا كانت مجموعة الرؤوس 2 L(G")‏ المرتبطة بهذه 
الأضلاع تشكل قاطعة «illos -SX y‏ فإن المسارات XY‏ المنفصلة ضلعيًا .2 G‏ تصبح مسارات SX, VI‏ منفصلة 
داخليًا -2 Sally L(G)‏ صحيح. وبما أن XEY‏ فلا يوجد ضلع من SX‏ إلى L(G). 2 D‏ وبتطبيق النظرية 
4 على L(G!)‏ يكون: 


9 -K'o(x,y) = KuorKsx,yt) = Aue Sx, yt) = A'a( y). 


a d 1 





لوحظت النسخة الشاملة للبيانات المترابطة من الدرجة۸ من قبّل whitney‏ عام ]21932[ والتي من الشائع تسميتها 
نظرية منجر. أما النسخة الشاملة للأضلاع والبيانات الموجهة فقد ظهرت 2 العام 461956 مقالة Ford-Fullkerson‏ 


4 . تمهيدية. إن حذف ضلع من بيان معين ينقص مقدار الترابط بمقدار واحد على الأكثر. 
الإثبات: سنتبت هذه التمهيدية -2 حال البيانات تاركين حالة البيانات الموجهة إلى التمرين 7. Les‏ أن كل 
مجموعة فاصلة ل G‏ هي مجموعة فاصلة د K(G-xY) > K(G) ols .G-Xy‏ لاحظ أن المساواة تتحقق إلا إذا 
وجد G-XY J‏ مجموعة فاصلة حجمها Jal‏ من K(G)‏ وعليه لا تكون مجموعة فاصلة ل -G‏ وبما أن slash pia G-S‏ 
فإن هناك مركبتين للبيان G-xy-5‏ هما: GLX]‏ و GLY]‏ حیث × € G-S 2y © Y 9x‏ لاحظ أن الضلع 
الفريد الذي يربط Y 9X‏ هو XY‏ 
إذا كان 2 < (X JU S ola |X]‏ مجموعة فاصلة ل G‏ وأن 1 + (G) > K(G - xy)‏ وإذا كان 
2 > |7 |ء فإن المتباينة تكون متحققة. أما 2 الحالة المتبقية 2 - |S] = A(G)‏ وبما أننا افترضنا أن(6)× > |S|‏ 
و 2- |S] > n(G)‏ . سنجد أن 1- K(G) > n(G)‏ والتي تتحقق فقط للبيانات التامة. 


. وهو المطلوب.‎ (G - xy) = A(G) - 2 = k(G) - 1 93 


21.2.4 نظرية + إن مقدار ترابط G‏ يساوي أكبر عدد k‏ حيث Y) k‏ ۸ لكل.(1)0 € Xy‏ .2 حين 
يساوي مقدإرٌ الترابط الضلعي للبيان G‏ أكبرٌ عدد k‏ حيث Gy) < k‏ '1 لكل xy © V(G)‏ لاحظ أن النتائج 
صحيحة لكل من البيانات والبيانات الموجهة. 


الإثبات: بما أن ae (G) -minsy ene k' (GY)‏ فإن النظرية 19.2.4 تعطي النتيجة 2 حالة الترابط 
الضلعي. لحالة الترابط؛ نعلم أن ky) A05.)‏ حيث xy É ECG)‏ ونعلم أيضا أن K(G)‏ هي أصغر قيمة 
من هذه القيم. لذاء نحتاج فقط إلى إثبات أن YAY)‏ يمكن أن تكون أقل من K(G)‏ عندما Xy € E(G)‏ 
وبالتأكيد. إن حذف Xy‏ ينقص Ay)‏ بمقدار 1. وبما أن XY‏ نفسه يمثل مسارًا من × إلى Y‏ ولا يمكن أن يقع -3 
أي مسار آخر من × إلى Y‏ وباستخدام النظرية 17.2.4 والتمهيدية 20.2.4 فإن: 

n Aay) = 1 + Acay) = 1 + Kex (5 y) > 1+ K(G - xy) > « (G) 
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تطبيقات على نظرية منجر (Applications of Menger's Theorem)‏ 
لقد Dirac eae‏ نظرية منجر لمائلات أخرى من المسارات. 


4 . تعريف: ليكن × Lil‏ و U‏ مجموعة من الرؤوسء نعرف المروحة 17 X,‏ على أنها مجموعة المسارات 
من × إلى حيث يشترك أي مسارين من هذه المسارات 4 الرأس فقط. 


.(Fan lemma, Dirac [1960]) : نظرية‎ . 4 

au» U 4X 3 had ولكل‎ LiL) + 1 مترابطا من الدرجة 13# وففظ :]ذا كان أنه‎ glad! cassa 
Kem من‎ ×, U يوجد للبيان مروحة‎ | U | < ۸ 
يجاور كل رأس‎ Y بإضافة رأس جديد‎ G من‎ G' بيانًا مترابطا من الدرجة )ء جد‎ G الإثبات: الضرورة: ليكن‎ 
sk أيضًا مترابط من الدرجة‎ G' وباستخدام تمهيدية التمديد أو التوسيع (التمهيدية 3.2.4) نجد أن‎ U 2 
بحيث تكون هذه المسارات منفصلة‎ )7' 2×, y الآن؛ وبتطبيق نظرية منجرء يمكن الحصول على ۸ من المسارات‎ 
GK gama X, Us s ya تحصيل حلى‎ cit bull o3 gpa) cala (alla 

الكفاية: افترض أن G‏ يحقق شرط às yl‏ لكل .v © V(G)‏ ولكل U = VG) — (vI]‏ توجد مروحة 
v, U‏ حجمها k‏ لذاء o3 A(G) < kola‏ افترض أن w, 2 € VG)‏ وأن U = NE)‏ بما أن < U|‏ | 
فسيصبح لدينا مروحة W, U‏ حجمها k‏ وسّع (مدّد) JS‏ مسار بإضافة ضلع إلى Z‏ ؛ وبهذا نحصل على k‏ من 
المسارات 2 W,‏ المنفصلة داخليًا زوجًا زوجًا. لذاء فإن ۸ < ACW, Z)‏ وهذا يتحقق لكل was w, 2 © V(G)‏ 
G ole‏ مترابط من الدرجة ). " 


۵ 


eni‏ ی 


يمكن تعميم تمهيدية المراوح كالآتي: عندما تكون/ و Y‏ مجموعتين منفصلتين من رؤوس بيان G‏ حيث 
إن هذا البيان مترابط من الدرجة ik‏ وعندما نحدّد أعدادًا صحيحة عند الرؤوس # كل من X‏ و Y‏ بحيث يكون 
مجموع هذه الأعداد مساويًا ۸ لكل مجموعة؛ فإن هناك ۸ من المسارات X, Y‏ المنفصلة داخليًا زوجًا زوجًا. حيث 
ينتهي العدد المحدد عند كل نقطة ( التمرين 28( AIS‏ فإن تمهيدية المروحة تعطي النتيجة الآتية: 


4. نظرية* ([1960] (Dirac‏ . إذا كان Éko G‏ مترابطا من الدرجة (k < 2)k‏ وكانت S‏ مجموعة 
تحوي ۸ Lal‏ من رؤوس G‏ فإن هذا Sags‏ حلقة G2‏ تحوي S‏ ضمن مجموعة رؤوسها. 
الاثبات: بالاستقراء على ۸. الخطوة الأساس )2 = ۸): تضمن النظرية 2.2.4 ( أو النظرية 21.2.4( أن كل 
رأسين يرتبطان بمسارين منفصلين داخليًا. وهذا يضمن وجود حلقة تحويها. 
خطوة الاستقراء )2 Le x € S jas (k>‏ أن 6 مترابظ أيضا من الدرجة 1 k-‏ فإن فرضية الاستقراء 
تضمن أن S - (X)‏ جميعها تقع على C aala‏ افترض أن 1 - (C) = k‏ بما أن G‏ مترابط من الدرجة 1 ik-‏ 
فلدينا مروحة ( X, V(C‏ حجمها 1 — k‏ ومسارات المروحة إلى رأسين متتابعين  C‏ يوسّع الحلقة لتشمل X‏ لذاء 
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نستطيع افتراض أن / < Los (C)‏ أن G‏ مترابط من الدرجة sk‏ فيوجد -2 G‏ مروحة X, V(C)‏ حجمها -k‏ 
الآن ندعي ثانية وجود مسارين ‏ المروحة يشكلان التفافا (انعطافًا) عن C‏ يشمل X‏ 2 حين يبقى S- {x}‏ 
افترض أن Vi, s Via‏ هي ترتيب الرؤوس S - (X)‏ على C‏ واجعل Vi‏ تمثل الجزء من V(C)‏ من Vi‏ إلى Via‏ 
ولكن لا تشمل (Vx = Vi Ua) Viri‏ 

تعمل المجموعات Vi... Vier‏ تجزئة ل V(C)‏ إلى 1 - ۸ مجموعة منفصلة. وبما أن المروحة V(C)‏ ,×تحوي 
k‏ مسارًاء فإن مسارين من هذه المسارات يدّخلان V(C)‏ 2 واحدة من هذه المجموعات باستخدام مبدأ صناديق 
الحمام. افترض أن 7 و M‏ الرأسان اللذان تصل عندهما هذه المسارات إلى C‏ استبدل بالجزء '1 ,1 من C‏ 
مسار U‏ ,×ومسار U’‏ ,×2 المروحة لتحصل على حلقة جديدة تحوي ×و S - {X}‏ كلها. 9 


vı 
C 


> 
Ll 
A 


ys v2 

يعتمد العديد من تطبيقات نظرية منجر على إيجاد نموذج للمسألة بحيث ترتبط الأشياء المراد إيجادها 
بالمسبارات 2 بيان أو بيان موجه؛ وغالبًا ما نستند إلى تعليل يعتمد على تحويل لبيان معين. فعلى سبيل JEN‏ 
إذا أعطينا المجموعات SAn... Am‏ 4 التي اتحادها ‏ فإن مجموعة العناصر المختلفة Xi... Xm‏ حيث 
A;‏ € لاتسمى نظام تمثيل بواسطة العناصر المختلفة (System of distinct representatives)‏ 
ويرمز إليه بالرمز (SDR)‏ إن الشروط الضرورية واللازمة لوجود SDR‏ هو أن | < ie A]‏ | لكل I [m]‏ 
ولإثبات ذلك؛ نستخدم نظرية هال (Hall)‏ بإيجاد نموذج يمثل A‏ بوصفه بيانا ثنائي الفرع (التمرين 19.1.3( ج 
الحقيقة, أثبتت نظرية هال (Hall)‏ باستخدام لغة 510185 وهي Gals‏ نظرية منجر (التمرين 23( 
لقد قام (s‏ من Ford‏ و Fulkerson‏ بحل مسألة أصعب. خذ عائلتين An Am‏ = ل B = By. By‏ من 

المجموعات. والسؤال: هل يوجد لهاتين العائلتين نظام تمثيل مشترك بواسطة العناصر المختلفة s(CSDR)‏ 

ونعنى بذلك: هل يوجد M‏ من العناصر تشكل SDR‏ للعائلة A‏ و SDR‏ للعائلة SB‏ لقد وجدا الشروط 

الضرورية والكافية لذلك. 


(Ford — Fulkerson [1958]) نظرية*‎ . 4 


يوجد للعائلتين (Ans An)‏ = 4 و B = {Bi,...,Bm}‏ نظام تمثيل مشترك بواسطة العناصر المختلفة 
(CSDR)‏ إذا وفقط إذا تحقق أن - (U«) (Us) < Il Ul‏ لكل زوج .LJ > [m]‏ 





2. بالإضافة إلى رأس لكل عنصر‎ By, ...,0« و‎ An ...,4« رؤوسه هي:‎ G سنجد بيانًا موجهًا‎ OLAYI 
المجموعات» ورأسين خاصين هما: /,5. إن الأضلاع هي:‎ 
{sai Aie A} {ax: x € Ai} 
{b,t:B; € B} (xb; x € Bj) 
مجموعة مؤلفة‎ ces وفقط إذا‎ 131 CSDR ويوجد‎ Bj مع‎ Ai عنصرًا من تقاطع‎ S, f مسار‎ js يختار‎ 


172 الفصل 4 الترابط والمسارات 


من M‏ من المسارات Sif‏ المنفصلة ists‏ . وباستخدام نظرية منجرء > يكفي إثبات أن هذا الشرط GALS‏ وجود 
قاطع للمسارات Sif‏ حجمه أقل من 77. إذا أعطيت المجموعة R‏ بحيث إن oz is. R CV(G) — (s, t)‏ أن 
boy J-(b)— R: big R Ija} — R: aig R‏ أن R‏ قاطع DI S, f‏ وفقط إذا كان 
s, eh sels SERA Ue ADM (Uj, B) ER‏ 
نجد أن: ( || — IR] > KU 4) 0 (U B) + (n — |7| ) + (n‏ 

إن هذا الحد الأدنى يساوي 7# على الأقل لكل قاطع للمسارات S, t‏ إذا dades‏ إذا تحقق الشرط المنصوص 
عليه. (يشمل هذا التكافؤ ملاحظة وجود قاطع د ل و T‏ جميعهما؛ حيث يتكون من خلف (توابع) S‏ التي دليلها ليس 
ol‏ ومن سلف (سوابق) 1 التي دليلها ليس J‏ وعناصر 2 المجموعة (Uiar Ai) N (Uja Bj)‏ 2 الوسط. " 





4. مثال : بیان موجه د -CSDR‏ 

2 المثال أعلاه. العناصر هي: }1.2.3.4{ .}12.23.31{ A=‏ 

و }14.24.1334{ B=‏ افترض أن RNA {a} = (ai a2}‏ وأن RO {b} = (bi b2}‏ ع التعليل» 
اجعل (a5)‏ = 1و }3{ = ل ولاحظ أن R‏ يمثل قاطع 1 ,5 131 وفقط ]15 احتوى على )1.3( التي تساوي 


(U, ®)‏ "لملا 


(Exercises) تمارين‎ 


1.2.4 (-): جد k(u, v)‏ و v)‏ ,)£ للبيان الموجود 2 الشكل أدناه (مساعدة: استخدم المسائل الثنوية أو 
الازدواجية (dual problems)‏ لإعطاء براهين قصيرة للأمثلية ) . 


2.2.4 (-): أفبت أنه إذاعان G‏ معرابظا Laks‏ هن الدرجة 2 131 حصلنا على © هن 6:يقسمة أحد 
أضلاع G ola G‏ مترابط ضلعيًا من الدرجة 2 . استخدم هذا لإثبات أنه إذا كان للبيان تحليل مقبضي Gls‏ 
فإن البيان يكون مترابطا ضلعيًا من الدرجة 2 (تعليق: هذا إثبات بديل للكفاية 2 النظرية 10.2.4 ). 

3.2.4 (-) افترض أن G‏ بيان موجه حيث ]12[ تمثل مجموعة رؤوسه» وحيث إن j‏ 7 إذا وفقط إذا كانت 
eani‏ ز. جد )1512( ۸و (1.12) '۸۔ 

4.. )-( أثبت العبارة الآتية أو انقضها: إذا كان P‏ مسارًا من V MU‏ 2 بيان G‏ مترابط من الدرجة 2. 
فإنه يوجد مسار 0 من إلى V‏ بحيث إن Q‏ منفصل داخليًا عن P‏ 

4 (-) افترض أن G‏ بیان بسيط» واجعل H(G)‏ تمثل البيان الذي رؤوسه V(G)‏ بحيث إن uv € EH)‏ 
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إذا وفقط إذا ظهر كل من gU‏ 2۷ الحلقة نفسها التي 2 G‏ أعط Únos‏ للبيانات G‏ بحيث يكون H‏ بيانًا Éb‏ 
6.2.4 (-) استخدم النتائج الموجودة ب هذا الدرس لإثبات أن البيان البسيط G‏ يكون مترابطا من الدرجة 2 
إذا وفقط إذا أمكن الحصول على G‏ من C3‏ بعمل مجموعة من عمليات إضافة الأضلاع وقسمتهما. 
131.7.2.4 كان xy‏ ضلعًا ‏ البيان الموجه G‏ فأثبت أن 1 - .K(G - xy) < K(G)‏ 
4 أثبت أن البيان البسيط G‏ يكون مترابطا من الدرجة 2 إذا وفقط إذا تحقق ما يأتي: لكل ثلاثية مرتبة 
(X, Y) Z)‏ من الرؤوس المختلفة؛ يوجد مسار من MX‏ 2 يمر من خلال -(chein [1968]) y‏ 
9.2.4 افترض أن G‏ بيان له أربعة رؤوس على الأقل. أثبت أن G‏ يكون مترابطا من الدرجة 2 إذا وفقط إذا 
تحقق ما يأتي: لكل زوج × و Y‏ حيث × و Y‏ مجموعتان جزئيتان من رؤوس G‏ وبحيث إن 2 < |2011| ؛ يوجد 
مساران منفصلان GLS‏ هما: Pi‏ و P‏ .2 6 بحيث يوجد لكل منهما نقطة طرفية 2 X‏ ونقطة طرفية أخرى 
YS‏ دون وجود رؤوس داخلية GY‏ منهما لا Y 2-35 X‏ 
10.2.4 )+( نعرّف التحليل المقبضي الجشع لبيان مترابط من الدرجة 2 على أنه تحليل مقبضي يبدأ بأطول 
dale‏ ثم يكرر إضافة أطول مقبض ممكن. استخدم تحليلاً مقبضيًا جشمًا لإثبات أن كل بيان G‏ مترابط 
من الدرجة 2 خال من المخالب يحوي [MGB]‏ نسخة من Ps‏ بحيث إن هذه النسخ منفصلة زوجًا زوجًا. 
kaneko -kelmans-Nishímura [2000])‏ ) . 
4 افترض أن G‏ بيان مترابط له ثلاثة رؤوس على الأقل. أثبت أن العبارات الآتية متكافئة (يمكن 
استخدام نظرية منجر): 

Jaja راتفا اا‎ 6 (a 

(b‏ ضلع 2 6 يظهر 2 حلقة. 

(C‏ يوجد 2 G‏ مسرب مغلق لا يكرر أضلاعا «(Closed trail)‏ ويحوي أي ضلعين محددين. 

(d‏ يوجد 2 6 مسرب مغلق لا يكرر أضلاعاء ويحوي أي رأسين محددين. 
12.2.4 )1( استخدم نظرية منجر لإثبات أنه إذا كان G‏ بيانًا منتظمًا من الدرجة 3 K(G) = K(G) ola.‏ 
(النظرية 11.1.4). 
4 مه افترض أن G‏ بيان مترابط ضلعيًا من الدرجة 12 عرف علاقة R‏ على E(G)‏ على الصورة الآنية: 
)e, JER‏ إذا کان e= f‏ أو إذا كان G — e- f‏ غير مترابط Lovasz [1979, p277])‏ ): 

gant إلى الحلقة‎ f 9 © وققط إذا انتمى كل من‎ 131 (e, /( € أنبت أن‎ (a 

E(G) على‎ gals أثبت أن ۸ علاقة‎ (b 

(c‏ لکل صف تكافؤ”// أثبت Fol‏ محتوى 2 حلقة. 

.6 - F ثبت عدم وجود قاطعة ضلعية د‎ gl لكل صف‎ (d 
بحيث‎ V € Cru € Ci حيث‎ Ci... Cr eie على أنها مجموعة‎ V نعرف القلادة من إلى‎ (1) 14.2.4 
تشترك الحلقات المتتابعة 4 رأس واحد فقط» ب حين تكون الحلقاتٌ غير المتتابعة منفصلةً. استخدم الاستقراء‎ 
لكل‎ G 2-u, V قلادة‎ cn 5 يكون مترابطا ضلعيًا من الدرجة 2 إذا وفقط إذا‎ G لإثبات أن البيان‎ 4), v) على‎ 


VG) زوج ۷ ,14 من‎ 
ug X > 


4 (+) افترض أن ۷ رأس 2 بيان G‏ المترابط من الدرجة 2 أثبت أنه يوجد US‏ جوار V‏ بحيث إن ۷ - G-U‏ 
مترابط chartrand —Lesniak [1986,p51])‏ (. 

4( +) افترض Gol‏ بيان مترابط من الدرجة 2 . أثبت أنه إذا انت كلمن :1 Tay‏ شجرتين مولدتين للبيان G‏ فيمكن 
تحويل Ti‏ إلى Tr‏ بإجراء عدة عمليات يتم من خلالها إزالة ورقة (leaf)‏ وإعادة تثبيتها باستخدام ضلع آخر للبيان ©. 
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4. جد أصغر Gly‏ مقدار ترابطه 3( بحيث يكون له رأسان غير متجاورين ومنفصلان معًا بواسطة أربعة 
مشار ت متفتصلة Dass‏ زوك دوي 
18.2.4 افترض عدم وجود رؤوس معزولة للبيان G‏ . أثبت أنه إذا خلا هذا البيان من الحلقات الزوجيةء فإن 
كل قالب فيه يكون | اما ضلعًا أو حلقة فردية. 
19.2.4 )1( العضوية 2 الحلقات المشتركة: 
(a‏ أثبت أن ضلعين مختلفين ينتميان إلى القالب نفسه 2 بيان G‏ إذا وفقط إذا LLS‏ ينتميان إلى الحلقة نفسها. 
(b‏ افترض أن f, g € EG)‏ ,6: وافترض أيضًا وجود حلقة ب G‏ تمر خلال g ge‏ وحلقة أخرى تمر 
خلال أ و . أثبت أنه توجد حلقة © G‏ تمر 2 3€ . (تعليق: لاحظ أن هذه المسألة تضمن أن علاقة المساواة 
أو الانتماء إلى الحلقة“ نفسها هي علاقة تكافؤ على أضلاع البيانات التي ليس لها أضلاع فاصلة أو قاطعة؛ وأن 
صفوف التكافؤ لهذه العلاقة هي مجموعات أضلاع قوالب البيان) . 
4. أثبت أن المكعب الزائدي مترابط من الدرجة Op‏ بإيجاد / من المسارات/[ x,‏ المنفصلة داخليًا زوجًا 
زوجًا وذلك لكل زوج رؤوس X, y € V(Q)‏ 
21.2.4 )1( افترض أن © بيان مترابط ضلعيًا من الدرجة /2 بحيث إن له على الأكثر رأسين درجتهما 
iaa js‏ أثبت أنه يوجد لهذا البيان توجيه مترابط ضلعيًا من الدرجة /. )]1960[ .(Nash - Williams‏ 
22.2.4 )1( افترض أن ۸ = (6)». وأن (قطر diam G = d(G‏ أثبت أن 2 + )1 - ۸)4 < olgm(G)‏ 
d 2[‏ + 1)] > (©)4. لكل 1 < ۸ولكل 2 < -d‏ جد Ule‏ مقدار ترابطه k‏ وقطره d‏ بحيث Gant‏ هذا 
البيان المساواة 2 الحدين أعلاه. 
4. )1( إذا كان © Éko‏ ثنائي الفرع» فاستخدم نظرية منجر (K(X, y) = A, y))‏ عندما xy É E(G)‏ 
لإثبات نظرية -(@(G) = B(G) Konig —Egerváry‏ 
24.2.4 )1( افترض أن G‏ بيان مترابط من الدرجة k‏ وافترض أيضًا أن S‏ و T‏ مجموعتان جزئيتان غير 
متقاطعتين من V(G)‏ حجم كل منهما يساوي ۸ على الأقل» أثبت أنه يوجد للبيان k‏ .© من المسارات T | S‏ 
المنفصلة (غير المتقاطعة) زوجًا زوجًا. 
4م أثبت أن النظرية 24.2.4 هي أفضل ما يمكن» وذلك بإيجاد بيان مترابط من الدرجة k‏ لكل k‏ 
بحيث يوجد لهذا البيان 1 + LOL k‏ غير واقعة على حلقة. 
4 إذا كانت 2 > k‏ فأثبت أن البيان 6 الذي له 1 + Liy k‏ على الأقل يكون مترابطا من الدرجة / إذا 
وفقط إذا تحقق ما يلي: عندما ٠ |7[ =25|S| =kKew TC S € V(G)‏ فإنه توجد حلقة 2 G‏ تحوي T‏ 
ولا تحوي cya Ul‏ عناصر ]1973[ S- T (Lick‏ . 
4 .,. يعرف شطر الرأس من الدرجة (/ ( vertex k-split‏ لبيان 6 على أنه بيان H‏ نحصل عليه من G‏ بأن يحل 
محل راس laly X € W(G)‏ متجاوران X2 9X1‏ حيث Na (x) U Ni(X2)= No (x) U {21,X2}:9 du (xi) > k‏ 
ol) plat JS yl eal (a‏ عن Kae pall‏ يان تر بط من Ae pal‏ نون Wash ye‏ سن الدرجة He‏ 
(b‏ استنتج أن أي G oly‏ يمكن الحصول عليه من العجلة W,— Ki V Cra‏ (التعريف 6.3.3( بإجراء 
عدة عمليات من إضافة الأضلاع وعمليات شطر الرؤوس من الدرجة 3 على الرؤوس التي درجتها 4 على الأقل 
يكون مترابطا من الدرجة 3. (تعليق: لقد أثبت ]1961[ Tutte‏ أن كل بيان مترابط من الدرجة 3 يظهر بهذه 
الطريقة. إن هذا التوصيف المميز لا ead‏ على الحالة3 < //) . 


28.2.4 )1( افترض أن X‏ و Y‏ مجموعتان منفصلتان (غير متقاطعتين) من الرؤوس لبيان iG‏ حيث © 


مترابط من الدرجة k‏ افترض أن X) u(x)‏ € *) و (y € Y) w(y)‏ عبارة عن أعداد صحيحة غير سالبة بحيث إن 
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D 60 = 2, 0 =۴‏ أثبت أنه يوجد Gh‏ من المسارات/[ ,× المنفصلة داخليًا زوجًا go‏ بحيث إن (1/06 
ا cp‏ علمًا بان × € ×و ¥ € a‏ 
4 _. افترض أن ole G‏ إجعل D‏ هي البيان الموجه الذي نحصل عليه من G‏ باستبدال كل ضلع 2 
G‏ بضلعين متضادين 2 الاتجاه يبدآن بالنقاط الطرفية نفسها وينتهيان بها (لذا D ole‏ هي البيان الموجه 
المتماثل الذي بيانه E (G‏ 
افترض K'o, y) = 1.006, y) ol‏ وأن y)‏ ,)د۸ = os y)‏ لکل ob Latex, y © VD)‏ الشرط الثاني 
يتحقق فقط عندما X +< y‏ استخدم الافتراض SLAY‏ أن K'a, y) = ۸'6), y)‏ وأن Kex, y) = Ao(x, y)‏ 
علمًا بأن الثانية تخص y‏ جه XX‏ 
30.2.4 )1( أثبت بتطبيق عملية التمديد الموجود 2 JM‏ 1.3.26 على أن البيان المترابط من الدرجة 3 يعطينا 
Lily‏ مترابطا من:الدرجة 3: . ثم احصل على بيان بيترسون بإجراء تمديد (توسيع) على Ka‏ (تعليق: لقد أثبت 
Tutte [1966]‏ أن البيان المنتظم من الدرجة 3 يكور مكر yall cys Leash‏ 335 إذا وفقط إذا أمكن الحصول عليه من 
Ka‏ بإجراء عدد من عمليات التوسع (التمدد) ). 
31.2.4 افترض أن G‏ بيان بسيط مترابط من الدرجة IK‏ 
(a‏ افترض أن ) و D‏ حلقتان G2‏ طولهما أكبر ما يمكن: إذا كانت 2 = ۸ أو 3 = ek‏ أن © و D‏ 
تشترکان 2 ۸ من الرؤوس على الأقل؛ (مساعدة: إذا لم تشتركا فاحصل على حلقة أطول) . 
(b‏ لكل 2 <۴ جد تاا lars‏ من Kan all‏ ته حلقات dates‏ طولها أكبر عا يكن ud is‏ ذا من 
الرؤوس فقط (مساعدة: اعتبر hog‏ عندما 2 = /). 
32.2.4 وصل البيانات (Graph Splices)‏ 
افترض أن Gi‏ و Gr‏ بيانان منفصلان ومترابطان من الدرجة k‏ حيث 2 < k‏ . إختر ۷١ © W(Gi)‏ و 
EV(Gx)‏ 2 . افترض أن 2هوالبيان الثنائي الفرع الذي مجموعتا رؤوسه هما: Nox(v2) s Nai(vi)‏ حيث لا يوجد 
د 8 رأس معزولء وله مواءمة حجمها ۸ على الأقل. أثبت أن (Gi — vi) U(G2 -v;) UB‏ مترابط من Ks yall‏ 
33.2.4 )«( أثبت نظرية Hall‏ بالاعتماد على النظرية 25.2.4. 
4 م افترض أن © بيان مترابط من الدرجة k‏ نقول: إن G‏ مترابط من الدرجة k‏ بحده الأدنى 
(minimally - k- connected)‏ إذا كان © - G‏ غير مترابط من الدرجة k‏ لكل .e © E(G)‏ لقد أثبت 
Hallin‏ 2 العام 9 Lexie 6 (@ = kit‏ يكون G‏ بيانًا مترابطا بحده الأدنى. استخدم التحليل المقبضي 
لإثبات هذه النتيجة عندما 2 = /. استنتج أنه إذا كان Lily G‏ مترابطا من الدرجة 2 بحده الأدنى» وكان له أربعة 
رؤوس على الأقل؛ فإن له 4 - 2n(G)‏ ضلعًا على (ASSI‏ وأن المساواة تتحقق فقط للبيان 2 (Dirac [1967]) K»‏ 
35.2.4 أثبت أنه إذا كان G‏ مترابطا من الدرجة 2 فإن Xy‏ - 6 يكون مترابطا من الدرجة 2 إذا وفقط إذا 
وقع كل من y 9X‏ على حلقة 2 .G- XY‏ ثم استنتج أن desl ill Leal‏ سن A adl‏ 2 كين مخرايطا من الدرجة 
2 بحده الأدنى إذا وفقط إذا كانت كل حلقة بیانا جزئيًًا مستحدثا (induced subgraph)‏ 
E . (Dirac [1967], Plummer [1968])‏ 
36.2.4 )1( لتكن S EVG)‏ إجعل |[5 (S) =|[S,‏ افترض Y 9X yi‏ مجموعتان جزئيتان فعلا وغير خاليتين 
من رؤوس G‏ أثبت أن d (X Y) + d (XU Y) SAX) dY)‏ (مساعدة: ارسم رسمة:؛ 33.9 2 الحسبان 
المساهمات من أنواع الأضلاع جميعها) . 
37.2.4 )+( افترض أن G‏ بيان مترابط ضلعيًًا من الدرجة -k‏ نقول: إن G‏ مترابط ضلعيًا من الدرجة / 
بحده الأدنى إذا كان البيان © - © غير مترابط Gals‏ من الدرجة ۸ لكل .e © E(G)‏ أثبت أن (G) =k‏ 6 
عندما يكون 6 مترابطا مامكا من الدرجة yo see‏ '(مساضة خا ك العسان مجموعة صقر 
S‏ بحيث إن ۸ = |[5,5]|ء إذا كانت1 ۶ |S]‏ ؛ فاستخدم © - G‏ لبعض € الموجود -2 EGIS)‏ وذلك للحصول 
على مجموعة كانية 7 Gand‏ أن > |]]7 7[ aol‏ إن 7 :5 تمارضن التمرين 36.2.4 
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(انظر: ]1971[ Mader‏ و .([1979,p285] Lovász‏ 
38.2.4 لقد أثبت Mader‏ ]1978[ ما يأتي: 
«إذا كان LULZ‏ لبيان G‏ بحيث إن (4)2(6610,1,3 » وكان Z‏ غير واقع على ضلع olè  (cut- edge) abla‏ له 
جارين هما: ×و ل بحيث إن Ka- yz + xy (UV) = Ko (U, V)‏ لكل U,V‏ الموجودة بذ }2{ -  V(G)‏ استخدم 
نظرية Mader‏ والتمرين 37.2.4 لإثبات نظرية التوجيه ل Nash — Williams‏ التي تنص على وجود توجيه 
مترابط ضلعيًا من الدرجة ۸ لكل بيان مترابط ضلعيًا من الدرجة 2h‏ (تعليق: توجد صيغة (نسخة) أضعف 
من نظرية Mader‏ 2 مقالة sz áLov‏ العام [1979؛ ص 286 - 288[. والتي تعطي بدورها أيضًا وبالطريقة 
نفسها نظرية -(Nash-Williams‏ 
4 مسائل تدفق الشبكات (Network Flow Problems)‏ 

افترض أن لدينا شبكة من الأنابيب حيث ces‏ الصمامات بالجريان 2 إتجاه واحد فقط. وافترض 
أن لكل أنبوب سعة لكل وحدة زمن. نعمل نموذجًا بيانيًا لذلك من خلال تمثيل كل نقطة اتصال (مربط) 
براس» وکل أنبوب بضلع (موجة) موزون بالسعة. وكذلك نفترض أن التدفق لا يتراكم عند مربط. (QE‏ 
نطرح السؤال الآتي: إذا أعطينا الموقعين S‏ و ASLAN 2 f‏ فما مقدار أكبر تدفق JSI)‏ وحدة زمن) من 
ك إلى St‏ 

لاحظ أن هذا السؤال يظهر من خلال عدة سياقات. فمثلاً. يمكن أن تمثّل الشبكة شبكة alo‏ وكذلك 
مدى قدرتها على استيعاب حركة السير. أو يمكن أن تمثل شبكة حواسيب قادرة على بث المعلومات أو نقلهاء أو 
شبكة كهرباء وقدرتها على تحمل تمرير التيار الكهربائي. هناك الكثير من التطبيقات 2 2y delal‏ حل 
مسائل القيم القصوى (الصغرى والعظمى). وهنا لا L‏ لنا من الإشارة إلى كتاب أساسي 2 الموضوع وهو كتاب 
Ford — Fulkerson‏ الذي ظهر 2 العام 1962 هذا بالإضافة إلى كتاب أحدث ظهر 2 العام 1993 وهو الكتاب 
الذي ألفه كل من Ahuja - Management — Orlin‏ حيث يغطي هذا الكتاب بصورة شاملة مسائل التدفق عبر 
الشبكات. 


4.. تعريف: نعرّف الشبكة على أنها بيان موجه بحيث توجد لكل ضلع © هذا البيان سعة معينة هي (©)0: 
حيث إن 0 < ele)‏ وله oo‏ مصدر (source S vertex) (quis)‏ ورأس مصب «(sink vertex) f‏ 
وكذلك تسمى الرؤوس نقاط التقاء (Nodes)‏ . إن التدفق (الجريان) f‏ يحدد قيمة f(e)‏ لكل ضلع -e‏ 
وسنستخدم الرمز(۷)* f.‏ للتدليل على التدفق الكلي على الأضلاع المغادرة إلى الرأس f - (v) sv‏ للإشارة 
إلى التدفق الكلي على الأضلاع الداخلة إلى الرأس V‏ (الموجه 2 اتجاه (V‏ . ونقول إن التدفق عملي أو 
(ملائم) إذا حقق القيود على السعة وهي: (©)© < f(e)‏ < 0 وذلك لكل ضلع € وكذلك إذا حقق قيود 
المحافظة على التدفق وهي: f^ (v) = f (v)‏ لكل نقطة التقاء wv‏ حيث )£ (s,‏ € ۷. 

(Maximum Network flow) تدفق للشبكة‎ Si 
أولاً؛ سنتأخذ ذا لحسبان مسألة إيجاد أكبر قيمة للتدفق إلى مصب.‎ 

4.. تعريف: تعرّف القيمة val(f)‏ للتدفق على أنها محصلة التدفق من خلال Gall‏ التي 
تساوي (4)* (Df‏ /. ونعرّف أكبر تدفق على أنه تدفق ملائم (عملي) له أكبر قيمة. 

EXE 3.3.4‏ الصفري (zero flow)‏ يجدد G25‏ صفر لكل cho‏ وهو تدفق ملائم. 2.9 

الشبكة wbai‏ نوضح تدفقا ملائمًا غير صفري» KK A‏ السعة بالخط الغامق» وتظهر قيم التدفق بين 


u (D1 v u (DÀ v 


e. bis v, LOS 
d ium x P ds 
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الأقواس لاحظ أن التدفق f‏ الموجود لدينا يعيّن القيم: 0 = f(x) = f(vt)‏ و 1 = f(e)‏ لكل ضلع © من 
الأضلاع المتبقيةء وهذا تدفق ملائم قيمته تساوي 1. 

إن المسار من المنبع إلى Laali‏ الذي له سعة زائدة يسمح لنا بزيادة التدفق. 2 هذا JÜN‏ لا يوجد 
مسار تبقى له سعة زائدة» ولكن التدفق f'‏ حيث 0 = f'(vx)‏ و1 = f'(e)‏ لكل gw‏ » له قيمة 2ء 
لاحظ أن التدفق f‏ له قيمة عظمى حيث لا يوجد تدفق آخر ملائم من خلال زيادة gaal‏ على بعض 
الأضلاع» ولكن f‏ لا يمثل أكبر تدفق. لذاء نحتاج إلى طريقة أعمّ لزيادة التدفق؛ حيث سنسير رجوعًا إلى 
الخلف (بعكس الأسهم ) على الأضلاع التي يكون التدفق عليها Gbaa‏ عن الضفن» هذا بالإضنافة إلى انير 
نحو الأمام على الأضلاع التي تتمتع بسعة زائدة. ففي مثالنا هذاء نستطيع السير من 5 إلى AX‏ ۷ إلى 1. 

إن زيادة التدفق بمقدار1 على JS‏ من SX‏ و 4 ۷ وإنقاصه بمقدار 1 على ×۷ يحول PMS‏ . 


4. تعريف: افترض أن f‏ تدفق ملائم Nast 2 (caua)‏ إن المسار (المزيد) الموسّع الخاص fa‏ هو 

مسار من المنبع إلى Call‏ 2 البيان G‏ المتضمن بالشبكة؛ بحيث إنه لكل E(P)‏ © © يتحقق ما يأتي: 

. f (€) > ele) مع الضلع © 2 اتجاه الأمام. فإن‎ p lull إذا سار‎ (a 

f(e) < 0 مع الضلع © 2 عكس اتجاه السهم )2 اتجاه الخلف)ء فإن‎ P slut! إذا سار‎ (b 

افترض أن (e) = ©)©( - f(e)‏ € عندما يسير 7 إلى الأمام على «e‏ وافترض أن (e) = f(e)‏ € عندما 
يسير 2 إلى الخلف على € نعرّف مقدار تحمل (tolerance of P) P‏ على أنه )€( € -Mincexy)‏ 

كما 2 المثال 3.3.4: يؤدي المسار الموسع ل f‏ إلى تدفق قيمته أكبر. ويضمن لنا الموسع الخاص ب f‏ أن مقدار 
التحمل يكون موجبًاء وهذه الكمية تساوي الزيادة .2 قيمة التدفق. 


4 تمهيدية. افترض أن P‏ مسار موسع خاص ب f‏ له تحمل يساوي Z‏ إن تفيير Z‏ ب 2+ على الأضلاع التي 
يسير عليها 7 إلى الأمام وب 2 - على الأضلاع التي يسير عليها 7 إلى الخلف يُنْتجّ تدفقًا ملائمًا f‏ يحقق 
أن val (f') = val(f) +z‏ . 
الإثبات: إن تعريف مقدار التحمل يضمن لنا أن (e) > c(e)‏ '/ > 0 وذلك لكل ضلع € لذاء فإن القيد على 
السعة يتحقق. أما بالنسبة إلى قيود المحافظة (الإبقاء) على التدفق؛ فإننا نحتاج إلى اختبار رؤوس OVP‏ 
التدفق لا يتغير 2 الأماكن الأخرى. 
إن أضلاع P‏ التي تقع على رأس داخلي V‏ للمسار as P‏ 2 إحدى الحالات الأربع الموضحة 2 الشكل 
أدناه. و كل حالةء فإن التغير 2 التدفق الخارج من V‏ يساوي التغير ‏ التدفق الداخل إلى ۷. لذاء فإن محصلة 
التدفق الخارج من V‏ تبقى صفرًا 2 ' /. وأخيرًاء لاحظ أن محصلة التدفق عبر المصب / تزداد بمقدار m  .2‏ 
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إن التدفق من خلال الأضلاع التي يتم السير عليها 2 اتجاه الخلف لا يختفيء وإنما أي توجيهه. وأن 
التوسعة 2 المثال 3.3.4 تقطع مسار التدفق» وتمدد كل جزء ليصبح مسار تدفق جديدًا. وسنقوم 
بعد قليل بعرض خوارزمية لإيجاد المسارات الموسعة. 

.4 هذه الأثناء. نرغب أن نجد طريقًا سريعة لمعرفة ما إذا كان التدفق الموجود لدينا أكبر ما يمكن. 2.5 
المثال 3.3.4: ظهر لنا أن الأضلاع المركزية (central edges)‏ تمثل gic‏ الزجاجة “bottlenecks‏ حيث Lil‏ 
حصلنا على سعة 2 فقط عندما سرنا من نصف الشبكة عن اليسار إلى نصفها عن اليمين. وستعطينا هذه 
الملاحظة إثبانًا على أن قيمة التدفق لا يمكن أن تكون أكبر. 

6.3.4 تعريف: نعرف القاطع للمنبع/ Call‏ على أنه المجموعة [S, T]‏ التي تتألف من الأضلاع الصادرة 
من مجموعة S quill‏ إلى مجموعة Tease‏ حيث تقوم كل من T 9S‏ على تجزئة مجموعة نقاط الاتصال 
(الرؤوس) حیث ca Pas. 1 € 1 515 € S‏ سعة القاطع [S, T]‏ على Lil‏ المجموع الكلي للسعات على أضلاع 
[S, T]‏ ويرمز إليها بالرمز Cap (S, T)‏ . 


S t 


تذكر أن T]‏ ,5] 2 البيان الموجه تمثل مجموعة الأضلاع التي رؤوسها S  اهلويذو T3.‏ لذاء Ql‏ 

Cap [S, T]‏ لا تتأثر إطلاقا بالأضلاع من T‏ إلى 
إذا plana GLU 5 T] ols‏ فإن JS‏ مسار من S‏ إلى 1 يستخدم ضلعًا من [S, T]‏ على الأقل. لذاء فإن 

الحدس يقتضي أن يكون التدفق محصورًا ب Cap (S, T)‏ ولجعل هذا الكلام دقيقاء فإننا نعمّم (نمدّد أو 

نوسّع) مفهوم alama‏ التدفق (net flow)‏ لمجموعات من نقاط الاتصال (الرؤوس). اجعل f QU)‏ ترمز إلى 
التدفق الكلي على الأضلاع المغادرة إلى U‏ ب2 حين ترمز f (U)‏ إلى التدفق الكلي على الأضلاع التي تدخل 

-f * QU) - f - (U) هي:‎ U واستنادًا إلى ذلك» فإن محصلة التدفق الخارج من‎ U 

7.3.4 . تمهيدية. إذا كانت ل مجموعة نقاط اتصال 2 شبكة؛ فإن محصلة التدفق الخارج منها تساوي مجموع 
محصلة التدفق الخارج من الرؤوس الموجودة فيهاء وعلى وجه الخصوص 131 كان f‏ تدفقا ملائمًا؛ وكان[7 [S,‏ 
قاطع منبع / مصبّء فإن محصلة التدفق الخارج من LS‏ ومحصلة التدفق الداخل إلى T‏ تساوي Val (f)‏ . 

الإثبات: لاحظ Lil‏ نريد Lal‏ أن: 

f*(U) - f (U) = Xvevlf * w) - f ()]‏ 
خذ بالحسبان مساهمة التدفق f(x y)‏ على الضلع XY‏ -2 كل طرف من طرخ المعادلة )1( أعلاه. إذا 
كان کل من نر U 2-x,‏ فإن fY)‏ لا تسهم ch‏ شيء بك الطرف الأيسر ولكنها تسهم بمقدار موجب (بواسطة 

(f* (3)‏ وبمقدار سالب (بواسطة (f (Y)‏ على الطرف الأيمن. إذا كان ل € x.y‏ فإن f(E Y)‏ لا تسهم بأي 

من الطرفين؛ Lal‏ إذا كان y © [U, U]‏ ×فإنھا تسهم بمقدار موجب لكل مجموع. ولكن إذا كان xy © [UU]‏ 

فإنها تسهم بمقدار سالب لكل مجموع. وبالجمع على الاضلاع جميعها نحصل على المساواة. 
لاحظ أنه عندما يكون [S, T]‏ قاطع منبع/ Ciscoe‏ و Linus f‏ ملائمًاء فإن محصلة التدفق من الرؤوس 

F O- FU) المجموع‎ T2 حين تعطي محصلة التدفق من الرؤوس‎ 2 f *)5( — f (5) تعطي المجموع‎ SZ 

التي تساوي . —val (f)‏ لذاء فإن محصلة التدفق عبر أي قاطع منيع/ مصبٌ تساوي كلا من محصلة التدفقين 

الخارج من S‏ والداخل إلى /. . 

4 النتيجة : (ازدواجية ضعيفة): (weak duality)‏ 
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val (f) < Cap (S, T) ols sa / قاطع منبع‎ [S, T] تدفقًا ملائمًاء وكان‎ f إذا كان‎ 

الإثبات: من التمهيديةء نعلم أن قيمة f‏ تساوي محصلة التدفق الخارج من S‏ لذا فإن: 

F) > PG)‏ - (ى)”/ o Eval (f)=‏ التدفق إلى ك لا يقل عن صفر. وبما أن قيد السعة يتطلب أن 
Vati « f *)5( «cap (S, T) os‏ نحصل على -val (f) > cap (S, T)‏ 

إن قاطعًا من ب بين القواطع منبع/ مصبّ ذا سعة صغرى يعطي أفضل J>‏ على قيمة التدفق . وهذا يعرف 
مسألة أصغر قاطع ( القاطع الذي يعطي قيمة صغرى للتدفق) . . وتعدٌ المسائل المتعلقة بأكبر تدفق وأقل قاطع 2 
شبكة معينة مسائل أفضلية (أمثلية) ازدواجية (ثنوية). 

boy‏ أنه إذا كان لدينا تدفق قيمته A‏ وقاطع قيمته A‏ فإن متباينة الازدواجية 2 النتيجة 3.4 .8 تثبت 
أن القاطع هو قاطع أصغرء وأن التدفق هو تدفق أكبر. 

إذا وجد حلول لكل مرحلة من المراحل لها القيم نفسها لكل من مسائل القيم العظمى والقيم الصفرى 
(ازدواجية قوية) فيوجد Leila‏ إثبات قصير لمسائل الأمثليةء gl ale‏ هذا لا ينطبق على المسائل ذات الصبغة 
الازدواجية جميعها (تذكر مسائل المواءمة والتغطية للبيانات)ء إلا أنها تتحقق للمسائل المتعلقة بأكبر تدفق وأصغر 
قا 

لع عرد — Ford‏ تبحث عن مسار موسع من أجل زيادة قيمة التدفق» وإذا لم تجد مثل 

هذا المسارء فإنها تجد قاطعًا له القيمة نفسها (السعة) كهذا التدفق. ومن النتيجة 8.3.4 نعلم أن كلا Lagia‏ هو 
الأمثل. إذا لم توجد متتالية توسيعات ممكنة؛ فإن إعادة العمليات وتكرارها تحقق المساواة بين قيمة أكبر تدفق وسعة أصغر قاطع. 
9.3.4. خوارزمية (Ford — Fulkerson)‏ لوضع العلامات (التسميات). المدخلات (input)‏ : تدفق ملائم 2 شبكة. 

المخرجات (النتائج) (output)‏ : مسار موسع ل gli f‏ قاطع سعته Val (f)‏ 

الفكرة (idea):‏ أوجد نقاط الاتصال (الرؤوس أو العقد) التي يمكن الوصول إليها من S‏ بمسارات لها 
قدرة احتمال (استيعاب) موجبة. إن الوصول إلى يكمل المسار الموسع ل f‏ . خلال البحث؛ اجعل R‏ تمثل مجموعة 
الرؤوس التي أعطيت علامة الوصول (Reached)‏ أو وصلت» 2 حين تمثل S‏ مجموعة جزئية من R‏ أعطيت 
علامة (searched)‏ بحثت. البداية : S =Ø , R ={s} Gnitiliazation)‏ 

R- $2. v اختر‎ : (interaction) خطوات العمل‎ 

لكل ضلع VW‏ حيث إن w € Rol s. (f(vw) > c(vw)‏ أضف ۷ إلى ۸ لکل ضلع داخل UV‏ حيث 
ac éR o f(uv) < 0‏ أضف 7 إلى R‏ أعط العلامة وصل (reached)‏ لكل رأس أضيف RM‏ وسجُل V‏ على 
أنه الرأس الذي تم الوصول من خلاله؛ وبعد اختبار الأضلاع جميعها عند LV‏ أضف «SMV‏ 

شك هذه المرحلةء إذا تم الوصول إلى المصبّ 4 (ضعها (RE‏ يع obo N‏ هذا 
يعطي المسار الموسع $4.2 . وقف عند هذا الحد. إذا كانت Saa R= S‏ إلى القاطع [S.S]‏ ثم wag‏ 
وبعكس ذلك» أعد الخطوات السابقة نفسها. 
10.3.4. مثال: 2 الشكل أدناه عن اليسارء تجد الشبكة الموجودة 2 المثال 3.3.4 التي تدفقها f‏ استعن 
بالخوارزمية السابقة )9.3.4( Vol‏ نبحث من ك حيث نجد سعة زائدة لكل من gU‏ ×. لذاء سنعطيهما العلامة 
وصلت. الآنء لدينا × .R- S27,‏ لاحظ وجود سعة زائدة على كل من MV‏ و XY‏ لذاء فإن البحث من YU‏ يوصل 
إلى شيءء» إذن؛ فالبحث من 3X‏ يصل إلى Y‏ على أي Jla‏ يوجد تدفق غير صفري على VX‏ وهناء نضع علامة 
Xov‏ الآن؛ ۷ هو[ العنصر الفريد om ds R — SZ‏ مق dani V‏ إلى + . لاحظ Lil‏ علمنا # من 4٠‏ حين 
علمنا V‏ من X Lal X‏ فعلمناه من WS‏ لذاء فإننا وجدنا المسار SX, V, É‏ 

u (D) v u (jl v 


RC ME Ses 
02 2m a» SEG a» 
تأتي مسائل الازدواجية من البرمجة الخطية. ولأغراضناء فإن هذه المسائل تتعلق بمسائل كل من القيم العظمى والصغرى. حيث إن‎ (1) 
. 1.8 لمسائل كل من القيم العظمى والصغرى على الترتيب. ولمزيد من المعلومات؛ انظر الجزء‎ (Apulia) #عندما تكون 0و7 حلولًا ملائمة‎ 7 
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إن قدرة التحمل على هذا المسار هي 1. odl‏ فهذه التوسعة تزيد التدفق بمقدار 1. .2 التدفق 
الجديد f^‏ الموجود عن يمين الشكل» لاحظ أن كل ضلع له تدفق يساوي 1 (unit flow)‏ ما ac‏ 
(vx) = 0‏ '/ لذاء وعند استخدام خوارزمية العلامات مرة ثانيةء فإننا نحصل على سعة زائدة على كل من SU‏ و 
-SX‏ إذن؛ نستطيع تعليم (وضع علامة) «ÈU, X}‏ ولكننا لا نستطيع وضع علامات على أي رؤوس أخرى من هذه 
الرؤوس. لذلك» نقف مع R= S = (s, 1, X]‏ . إن سعة القاطع الناتج [S.S]‏ هي 2 وهي تساوي al(f’)‏ 
وتثبت f' ol‏ تدفق أكبر )93 قيمة عظمى) . n‏ 

ol od‏ الاستخدام المتكرر لخوارزمية وضع العلامات يسمح لنا بحل مسائل القيم العظمى للتدفق؛ كما 
أنها تثبت العلاقة الازدواجية القوية. 


4 . نظرية ؛ (نظرية أكبر تدفق - أصغر (Fulkerson [1956]; Ford - abla‏ 2 كل شبكة؛ إن أكبر 
قيمة لتدفق ملائم تساوي أصغر سعة لقاطع منبع/ مصبّ. 

الإثبات: ‏ مسألة القيم العظمى للتدفق؛ يكون التدفق الصفري ( 0 = (e)‏ لكل Linus (e‏ ملائمًا دائمّاء 
ويعطينا مكانا نبدأ منه. إذا كان لدينا تدفق s‏ فإننا نطبق خوارزمية وضع العلامات التي تقوم بإضافة 
رؤوس إلى JS) S‏ رأس مرة واحدة على الأكثر) وتقف عند R‏ © / (يعدّ هذا تقدمًا) .“breakthrough”‏ 
أو تقف عندما R‏ = 5 .2 حالة إحراز التقدم» نحصل على مسار موسع ل (f‏ وزيادة ب2 قيمة التدفق. بعد 
ذلك» نعيد خوارزمية وضع العلامات. عندما تكون السعات أعدادًا نسبية؛ نجد أن كل توسعة تزيد التدفق بمقدار 
من مضاعفات 1/6 حيث A‏ هي المضاعف المشترك الأصغر للمقامات. لذاء وبعد إجراء عدد محدود من عمليات 
التوسعة؛ فإنه يتم الوصول إلى سعة أحد القواطع. وعندها تقف خوارزمية وضع العلامات» وتكون R‏ = 9 . 


عندما تنتهي الخوارزمية بهذه الطريقة؛ ندعي أن [S, T]‏ هو قاطع منبع / مصبّ سعته Wal(f)‏ 
gea f 9. T= Seu‏ الحالي. وهو ay‏ قاطمًا؛ لأن ES‏ 5 وك = ۸ ¢ / . 

بما أن تطبيق خوارزمية وضع العلامات على التدفق f‏ لا يدخل Ul‏ من نقاط الاتصال الموجودة 2 7 إلى 
R‏ فهذا يعني عدم وجود أي ضلع من TES‏ له سعة ail‏ ولا يوجد أي ضلع من T‏ إلى S‏ تدفقه غير صفري. 
لذاء f * (S) = cap (S, T) ots‏ و 0 = (5) - Las. f‏ أن محصلة التدفق الخارج من أي مجموعة تحوي المنبع 
ولا تحوي Ca‏ تساوي val(f)‏ فإننا نكون قد Lasi‏ أن: 


5 valh) =f * (S)—f (5) = £^ (S) = capt, T) 


يتطلب هذا الإثبات للنظرية 11.3.4 أن تكون السمات أعدادًا نسبيةء وبعكس ذلك» ola‏ الخوارزمية 
3.4 .9 تعطي عدذا لا نهائي من المسارات الموسعة ! لقد أعطى Js‏ من Ford‏ و Fulkerson‏ مثالا على هذه الحالة 
على عشرة رؤوس فقط. (انظر ]128 — (Papadimitriou — Steigletz, [1982, P126‏ 


-2 حين عدّل JS‏ من Edmonds‏ و Karp‏ .2 العام ]1972[ خوارزمية وضع العلامات لاستعمال 
4 - 7) توسعة على الأكثرء وذلك لشبكة لها 7 من الرؤوس بحيث تعمل هذه الخوارزمية للسعات الحقيقية 
جميعها (السعة عدد حقيقي). كما 2 مسألة المواءمة 2 البيانات الثنائية الفرع (النظرية 3. 2. 22) ala‏ يمكن 
دائمًا عمل هذا من خلال البحث عن أقصر المسارات الموسعة. الآنء توجد خوارزميات أسرع. ومن أجل الاطلاع 
على معالجة هذا الموضوع بصورة أشمل يمكن الرجوع إلى )]1993[ (Ahuja — Mananti — orlin‏ . 
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التدفقات الصحيحة (المتتامة) (Integral flows)‏ 

نقصد بالتدفقات الصحيحة (المتتامة) التدفقات التي يكون فيها التدفق على كل ضلع عددًا صحيحًا. 2 
التطبيقات التوافقية (التركيبية) (combinatorial)‏ تكون السعات أعدادًا صحيحة Bale‏ ونرغب 4 إيجاد 
Jo‏ يكون فيه التدفق على كل ضلع عددًا صحيحًا. 


4ه النتيجة : (نظرية التتام) (Integrality Theorem)‏ - 

cls 131‏ الماك 2 ganar Aaa olas dines AS uS‏ » فإن تدفقًا ذا قيمة عظمى ssaka (Sl)‏ 
صحيحًا (متتامًا) لكل ضلع. وبالإضافة إلى ذلك يوجد تدفق أعظم (أكبر) يمكن تجزئته إلى تدفقات قيمة كل 
منها واحد على مسارات من المنبع إلى المصبّ. 
الإثبات: 2 خوارزمية وضع العلامات لكل من Fulkerson, Ford‏ إن التفير .2 قيمة التدفق - عندما نجد 
مسارًا موسّعًا — يكون مساويًا لقيمة التدفق دائمّاء أو مساويًا للفرق بين قيمة التدفق والسعة؛ وعندما تكون هذه 
القيم أعدادًا صحيحة:؛ فإن RU Sal‏ . وبالبدء من تدفق صفري» نلاحظ عدم وجود عو ةاون 
لظهور تدفق غير صحيح . لذاء فإن الخوارزمية تنتج ج تدفقًا s‏ (ذا قيمة عظمى) له تدفق صحيح على كل ضلع. 
وعند كل رأس داخلي» نعمل مواءمة بين وحدات التدفق الداخل من جهة مع وحدات التدفق الخارج من جهة 
أخرى» حيث يشكل هذا مسارات من 5 إلى of‏ وربّما يشكل حلقات. إذا ظهرت aal‏ فإننا ننقص التدفق على 
أضلاعها بمقدار 1. وبهذا نحذفها دون أن تؤثر ب2 قيمة التدفق. وهذا يُبقي Val (f)‏ من المسارات من LMS‏ 
كل منها يرتبط بوحدة من التدفق. i‏ 


3K‏ يد 


إن نظرية التتام تعطي مسارات تدفقها فقط. وعند التطبيق؛ نبني شبكات بحيث يكون هناك معنى لوحدات التدفق هذه. 

إن الملاحظتين التاليتين تظهران أن نظرية أكبر تدفق وأصغر قاطع للشبكات ذات السعات الصحيحة 
(سعتها sue‏ صحيح) هي تقرييًا نظرية منجر نفسها المتعلقة بالمسارات المنفصلة ضلعيًا 2 البيانات الموجهة. 
4. ملاحظة: نظرية منجر من أكبر تدفق وأصغر قاطع. 

افترض أن y 9X‏ رأسان 2 بيان موجّه D‏ اعتبر أن D‏ شبكة منبعها X‏ ومصبها ل وبسعة 1 لكل ضلع؛ 
لاحظ أن السعة 1 تؤكد أن وحدات التدفق من X‏ إلى V‏ ترتبط بمسارات من × إلى D 2. y‏ منفصلة ضلعيًا 
زوجًا زوجًا. لذاء فإن التدفق الذي قيمته / يعطي مجموعة مؤلفة من / من هذه المسارات. 

وبالمثل» ole‏ كل تجزئة S. T‏ لمنبع / مصب تعطي مجموعة من الأضلاع» بحيث إن حذف هذه الأضلاع 
يجعل jai y‏ قابل للوصول من X‏ . هذه المجموعة هي [S, T]‏ . وبما أن كل سعة تساوي l‏ فإن حجم هذه المجموعة 
يساوي cap (S, T)‏ 

من المحتمل ألا تكون المسارات والقاطعة الضلعية التي حصلنا عليها هي الأمثلء إلا أن نظرية أكبر تدفق 
وأصغر قاطع تعطينا: 

Ap (x, y) > max val (f) = min cap (S,T ) =k'p (x, y) 
" المساواة تتحقق‎ ola Leila K(x, y) < A (x , y) أن‎ Lay 
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4. ملاحظة: أكبر تدفق وأصغر قاطع من نظرية منجر. لتبيان أن نظرية منجر تعطينا نظرية أكبر 
تدفق وأصغر قاطع حيث تكون السعات أعدادًا نسبية؛ خذ أي شبكة وحولها إلى بيان موجه من أجل تطبيق نظرية 
منجر. لاحظ أننا نستطيع افتراض أن السعات أعداد صحيحة من خلال ضرب مقامات السعات 2 المضاعف 
المشترك الأصغر لهذه المقامات. 

افترض أن N‏ شبكة بسعات صحيحةء شكل البيان الموجه D‏ من خلال شطر الضلع الذي سعته إلى j‏ من 
الأضلاع لكل منها النقاط الطرفية نفسهاء لاحظ أن مبدأ الازدواجية (للشبكة (N‏ يعطي: max val(f) > min‏ 
ily cap(S, T)‏ نستخدم نظرية منجر على D‏ للحصول على معكوس المتباينة. لذاء وبالمقارنة بالملاحظة 
4 فإن ما نرغب 4 الوصول إليه هو: 

max val(f) >N p (s, t) = k'p (s, t) z min cap (S , T) 

إنمجموعة À (S, f)‏ من المسارات من5 إلى المنفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًا والموجودة 2 D‏ تنهار uM‏ تدفق قيمته 
Lag N 2 X (s, f)‏ أن عدد النسخ من كل ضلع 2 D‏ يساوي سعة كل ضلع 2 ال max val(f) ZN (s, t) os‏ 

الآنء اجعل F‏ مجموعة فيها KS, D)‏ ضلعًا تفصل ٤‏ عن 2.5 . إذا کان ۴ € e‏ فإن F páa‏ 
(mimimality of F)‏ يعطينا وجود مسار P‏ من 58 إلى 1 (© — D-(F‏ وذلك من خلال © وإذاؤجدت نسخة 
ثانية '© من الضلع uv‏ = © بحيث إن e' É F‏ » فيمكن إعادة السير على P‏ من خلال ' © للحصول على مساز 
من D - 1" 21 AMS‏ لذاء Fola‏ تحوي النسخ جميعهاء ؛ أو أنها لاتحوي Ui‏ من النسخ لأي ضلع مكرر بذ : 
dale thing‏ فإن (1 K CS,‏ تساوي مجموع السعات على مجموعة من الأضلاع تفصل / عن NBS‏ وبافتراض أن 
S‏ مجموعة الرؤوس التي يمكن الوصول إليها من 28 ۴ — D‏ فإننا نحصل -cap (S, T) = k(s, f) se‏ 

إن أصغر قاطع له هذه السعة على الأكثر. 531« min cap (S, T) > k'(s, f)‏ وبذلك نكون قد أثبتنا 
المتباينات المطلوبة أعلاه جميعها. " 

لاحظ أنه 2 حالة التطبيقات التركيبية (الحسابية) (Combinatorial)‏ نجد أن نظرية منجر تعطي 
براهين أبسط من نظرية أكبر تدفق وأصغر قاطع (مثال ذلك النظرية 25.2.4( . وعلى الرغم من ذلك؛ ole.‏ 
الإقبات الذي قدمتاه 4 الجزء 2.4 da Bud‏ منجر Mus.‏ غير ملاكم (Gilad)‏ لتنفيده halaa‏ لذاء من الأنسب 
استخدام تدفق الشبكات وخوارزمية وضع العلامات ل ford‏ و Fulkerson‏ عند إجراء الحسابات الكبيرة 
والكثيرة. و2 الحقيقة: إن معظم الخوارزميات التي تحسب مقدار الترابط 2 البيانات والبيانات الموجهة 
تستخدم طرق تدفق الشبكات. إن )]1994[ (stoer - wager‏ يعالج المسألة بشكل مختلف. 

سنعرض نماذج أخرى من الشبكات لحل المسائل التركيبية. فعلى سبيل (UAM‏ يمكن الحصول على النسخ 
الموضعية الأخرى لنظرية منجر مباشرة. 
4. ملا حظة : تحويلات أخرى. 

لكل نسخة من نظرية منجر» Jos‏ مسألة المسار من خلال استعمال تدفق الشبكات التي سعة أضلاعها 
أعداد صحيحة؛ للحصول على نموذج شبكي لمسألة المساراث المنفصلة Éh‏ 2 بيان موجه D‏ ويجب 
أن نمنع وحدتين من التدفق من خلال أحد الرؤوس. يمكن عمل ذلك من خلال استبدال كل رأس V‏ برأسين 

pet‏ - ۷ يرثان من ۷ الأضلاع الداخلة إلى V‏ والخارجة منها . وبإضافة ضلع سعته وحدة من ۷ إلى ۷ نستطيع 

حصر التدفق من خلال V‏ بوحدة واحدة . لاحظ أنه وضع سعات كبيرة (جوهريًا ما لا نهاية) على الأضلاع التي 
كانت 2 D‏ نستطيع التأكيد على أن أصغر قاطع PP‏ الأضّلاع من الشكل + ١-10‏ فقط. 

وللحصول على نموذج شبكي لمسألة المسارات المنفصلة Laks‏ 2 بيان G‏ يجب أن نسمح للتدفق بالمرور 
بأي من الطريقين على كل ضلع؛ ويمكن ذلك من خلال استبدال كل ضلع UV‏ بضلعين موجهين 11۷و -VU‏ وعندما 
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Lu‏ الشبكة وحدة ترق الات ج اهن على طتلع معين: فإن تأثير ذلك يعني عدم استخدام هذا الضلع إطلاقًا. 

4 كل la‏ يزودنا التدفق 2 الشبكة بمجموعة من المسارات» وأن أصغر قاطع يعطينا مجموعة فاصلة من 
الرؤوس أو الأضلاع. وكما 2 الملاحظة 13.3.4: فإن مبدأ الازوداجية يعطينا المساواة المنشودة 4 نظرية منجر. 
لاحظ أنه لإيجاد نموذج لمسألة المسارات المنفصلة Élah‏ 2 بيان معين؛ فإننا نحتاج إلى التحويلين. .2 التمارين 
5 - 7 نطلب تفصيلات لهذه البراهين. " 


Y oN” 1 v م‎ 0 Y u Y 
E e o زح‎ 
oo oo 


16.3.4 تطبيق: مسألة حذف فرق كرة القاعدة )]1996[ (Schwartz‏ 

Lal‏ وخلال موسم المباريات» Lay‏ نتساءل حول إمكانية أن يبقى فريق معين ‏ قادرًا على إحراز البطولة 
el‏ لا. وبكلمات أخرى» هل يمكن تحديد الرابحين للمباريات المتبقية بحيث لا يكون هناك فريق عدد مرات فوزه 
أكثر من عدد مرات فوز الفريق 8X‏ إذا كان الأمر كذلك. فإن مثل هذا التحديد يكون موجودًا بحيث يربح X‏ 
المباريات المتبقية جميعها ا خا على W‏ وق 5 

وهنا نرغب 2 معرفة ما إذا كان بإمكاننا اختيار الرابحين للمباريات الأخرى» بحيث لا يوجد Gh‏ فريق عدد 
مرات فوزه أكثر من 7. ولاختبار هذا الأمرء نجد شبكة ترتبط فيها وحدات التدفق بالمباريات المتبقية. 

افترض أن الفرق الأخرى هي: Xi... X‏ وإجعل Xi, ..., Xn‏ تمثل الرؤوس (نقاط الاتصال) التي تمثل 
الفرق. و Vij‏ تمثل (2) ذوجًا من الفرق» واجعل S‏ تمثل qual‏ و ۲ تمثل ual‏ ارسم ضلمًا من 5 إلى كل رأس 
Xi‏ يمثل فريقًاء وضلعًا من كل رأس يمثل زوجًا إلى if‏ لاحظ أنه يمكن الدخول إلى كل رأس (نقطة اتصال) Jj‏ 
بواسطة أضلاع من Xi‏ إلى Xj‏ 

إن السعات تعطي نموذجًا للقيود. افترض أن سعة الضلع Vist‏ هي Aij‏ التي تمثل عدد المباريات الحقيقية 
المتبقية بين الفريقين Xi‏ و . إذا علمت أن الفريق تل قد ربح Wi‏ مباراة لغاية الآنء فإن السعة على الضلع S Xi‏ 
هي W — wi‏ من أجل إبقاء × ضمن المنافسة. 

وكذلك» فإن السعة على الأضلاع ر XI Yi‏ ر ra X] Y;‏ 00 (لاحظ Sae Gi‏ المباريات التي يربحها Xi‏ من Xj‏ 
مقيدٌ بالسعة على الضلع / (Vig‏ 





من نظرية التتام» نجد أن التدفق الأكبر ينقسم إلى وحدات تدفق ترتبط كل وحدة فيها بمباراة واحدة 
فقط» حيث يحددٌ الضلمٌ الأول Ge pall‏ الرابح؛ Lal‏ الضلعٌ الأخير فيحددٌ زوج الفرق المتبارية. إن قيمة التدفق 
للشبكة تكون مساوية للمجموع Aij‏ < إذا وفقط إذا أمكن لعب المباريات المتبقية جميعها على ألا يتجاوز عدد 
مرات فوز أي فريق W‏ ؛ وهذا هو الشرط اللازم لإبقا aul aX.‏ 

من نظرية أكبر تدفق وأصغر قاطعء هناك تدفق قيمته :© على الأقل. افترض أن S, T‏ قاطع له سعة 
منتهية؛ وافترض أن T)‏ € :× : )= 7 . بما أن © yi)"‏ ,)© ؛ فلا يمكن أن تكون XiES‏ و1 © Yi‏ لذاء 
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o {i J} € Z عندما‎ yj € T ولتصغير السعة؛ نضع‎ . 1, j € Z lie yi; € SS ola 
cap(S,T) = 2, — wi) + ds: aij 
على الاقل يصبح ما يأتي:‎ 2٩: إن الشرط اللازم لتكون سعة كل قطع‎ 
Z € [n] لكل‎ 2"- w)z Y ay 


tyez 

لاحظ أن هذا الشرط ضروري؛ لأنه يشير إلى أننا نحتاج إلى تفاوت كاف ب4 عدد مرات الفوز الكلي بين 
الفرق التي دليلها Z‏ وذلك من أجل تجهيز (تثبيت) الفرق الفائزة 2 المباريات جميعها من بين هذه الفرق. 
وبذاء نكون قد أثبتنا n -TONCAS‏ 

إن التطبيقات التركيبية لتدفق الشبكات عادة ما ند تتضمن وجود شكل معين (ه) إذا وفقط إذا 5 Sa‏ للشبكة 
المزتبطة Gaas ullo‏ كير كاف . وكما 2 التطبيق 16.3.4: ola‏ نظرية أكبر تدفق وأصغر قاطع تعطي شروطًا 
ضرورية وكافية لوجود هذه الشبكة. وهناك أمثلة أخرى موجودة 2 التمارين 5 - 7 وتمرين 13 والنظريتين 
17.3.4 18.3.4. 
العرض والطلب (اختياري) (Supplies and Demand (Optional))‏ 

نعتمد فيما يأتي نموذجًا esi‏ للشبكات» حيث نسمح بوجود مصادر (ينابيع) متعددة وكذلك وجود مَصابٌ 
متعددة» وسنربط Sa‏ منبع Xi‏ عرض (Xi)‏ وبكل Yj cauaa‏ دالة طلب AY)‏ بالإضافة إلى قيود السعة على 
الأضلاع وقيود المحافظة على الرؤوس (نقاط الالتقاء ) الداخلية نضيف قيود الانتقال إلى المنابع والمصاب. 

f'()-f (x) < 60(‏ — لكل منبع :6د 


, Paed f-o- f'o 200) 

إن الشكل الناتج هو شبكة تنقل. لاحظ أنه إذا كانت 3 دالة الطلب موجبة فإن Gal‏ الصفري غير 
ملائم. نحن نبحث عن تدفق ملائم يحقق هذه القيود الإضافية؛ وهذا ما نجده ‏ مصطلح العرض والطلب 
الذي يقترح هذه القيود. حيث يجب أن نحقق الطلبات عند bhall‏ دون أن نتخطى العرض المتوافر عند أي منبع. 

ويناسب هذا النموذج الشركات التي لها مراكز توزيع متعددة (glia)‏ ومخارج جزئية (Slaa)‏ 
افترض أن و Y‏ ترمزان إلى مجموعتي المنابع Glial‏ على الترتيب. وافترض أن (A) = Loca G(v)‏ 
و O(B) = Eves 0(v)‏ ترمزان إلى المعروض الكلي أو الطلب الكلي على مجموعة A C X‏ أو مجموعة 
C Y‏ 8. إذا كانت F‏ مجموعة من الأضلاع: فاجعل CCF) = Zeer C(e)‏ . إذا أعطينا مجموعة T‏ من 


الرؤوس» فإن محصلة الطلب N T) - 0) ١١ T)‏ 0)۲ يجب أن تتحقق من التدفق من الرؤوس المتبقية. لذاء 
يجب أن تكون [TT]‏ © على الأقل بهذا المقدارء وتحقيق ذلك لكل مجموعة T‏ يكون Kals‏ للحصول على تدفق 
ملائم (TONCAS)‏ . 


.(Gale [1957]) : نظرية‎ . 4 

إذا كانت N‏ شبكة Jas‏ منابعها X‏ ومّصابّها ola (Y‏ تدفقا ملائمًا يتم إذا وفقط إذا تحقق أن 
AYN T) - 621 T)‏ < ([7 ,5.])ت لكل تجزئة لرؤوس/ إلى المجموعتين 5و T‏ 

الإثبات: لقد سبق لنا أن لاحظنا ضرورة الشرط الموجودء ولإثبات كفاية هذا الشرط؛ سنبني شبكة 
جديدة ”77 بإضافة منبع كبير Cuang (SUPCF SOUTCE)S‏ كبير sf‏ وبسعة fran)‏ ضلع من 5 إلى كل XR Xi‏ 
وبسعة )007 من كل ضلع y; € Y‏ إلى 4. 4 هذه الحالةء يكون لشبكة النقل N‏ تدفق ملائم إذا وفقط mE‏ 
ل ' N‏ 58.5 يشبع كل ضلع إلى f‏ (تدفق قيمته (Y)‏ 8(« 
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ومن نظرية فورد و فولكرسون نعلم أن ل ' 27 تدفمًا يساوي (Y)‏ إذا وفقط 131 كان t(SusTUr) < (Y)‏ 
CAP‏ لكل تجزئة T 9S‏ لرؤوس N (VQ)‏ إن القطع A‏ لا 7 ,5 N'2 [SU‏ يتألف من [S, T]‏ من N‏ إضافة 
إلى الأضلاع من S‏ إلى 7ء ومن S‏ إلى 2 ' IN‏ لذاء فإن: 
.cap(S ns, TU t) =c(S,T) + o(T) X) + (SN Y)‏ 
cling‏ عليه ISIcap(S Us, TU £) < (Y) olo‏ وفقط 131 كان 
AS, T) + o(X T) > XY) -AYN S) = (YN T)‏ 
وهذا هو الشرط المفروض. n‏ 
للأمثلة والشواهد المحددة, يعدّ IN ZUs‏ < النقطة المفتاحية (الأساسية)؛ لأنه يمكن إنتاج تدفق ملائم .2 N‏ 
(عندما يكون موجودًا) من خلال تطبيق خوارزمية فورد وفولكرسون على الشبكة ' /2. 
عندما نربط التكلفة JSS)‏ وحدة تدفق) بالأضلاع» نحصل على مسألة تدفق لأقل تكلفة؛ والتي تعمم مسألة 
النقل 2 التطبيق 3. 2 .14. لقد ظهرت الخوارزميات التى تعطى حلولا لمسائل التدفق لأقل تكلفة 4 المرجعين 
.Ford Fulkerson [1962]‏ و ]1993[ Ahuja- Managent- Orlin‏ . 
وسنناقش عدة تطبيقات لشرط -Gale‏ لتكن (Di, ps)‏ = 7و (Qs Qn)‏ = قائمتين من الأعداد 
الصحيحة: ويكون الزوجٌ (D, q)‏ بيانا ثنائيًا (التمرين 1. 4. 31 ) إذا Sly as‏ ثنائي بسيط X, Y‏ بحيث إن 
درجات رؤوس X‏ هي: Py ... Pm‏ ودرجات رؤوس Y‏ هي: ,4 ,... sq,‏ الواضح Egoi‏ = 27 شرط 
ضروري» ولكنه غير كاف. )Las Y‏ ما إذا كان الزوج (D, q)‏ يمثل بيانا S USUS‏ جد شبكة ترتبط فيها وحدات 
التدفق بأضلاع البيان المنشود» حيث يكون الناتج نظيرًا للبيان ثنائي الفرع الذي نحصل عليه من خلال شرط 
إيردوز وجالاي (Erdos - Gallai)‏ المتعلق بمتتالية البيان (التمرين 28. 3. 3). 


4 . نظرية : ([1957] (Gale [1957], Ryser‏ إذا كانت JS‏ من درو q‏ قائمتين من الأعداد الصحيحة 
غير السالبةء ولنقل إن: 
q = (Gry .... Gn) 3P = (Pi Pm)‏ حيث > .2 n gp‏ ...< :4 وإذا تحقق أن ,2,4 = pi‏ 
olo‏ الزوج USUS Ule JES (D, q)‏ إذا وفقط إذا تحقق أن رو “!5 < (, Yinin{p,‏ ؛ حيث 7 > ۸ > 1. 


OLANI‏ الضرورة: افترض أن G‏ بيان بسيط (IUS‏ رأساه Y gX‏ يحقق الزوج (P, q)‏ . خذ ‏ الحسبان 
الأضلاعٌ الواقعة على / من الرؤوس الموجودة 2 . بما أن G‏ بيان بسيط» فإن Xi ex‏ جميعها تقع على k‏ من 
هذه الأضلاع على الأكثر. وكذلك. فإن Xi‏ يقع على Di‏ من هذه الأضلاع على الأكثر. لذاء فإن min{p k}‏ > 
يمثل حدا أعلى على الأضلاع الواقعة على أي ۸ من رؤوس Y‏ وذلك مثل الرؤوس التي درجاتها Qi, ... sqr‏ 
الكفاية: لديك الزوج (D, q)‏ جد الشبكة N‏ حيث أن سعة كل ضلع من Xi‏ إلى رن[ تساوي 1 لكل wh, j‏ 
وافترض أن (x) = pi‏ 6 وإن 9و = (Vi)‏ 0. تمنح وحدة السعة الاضلاع المتعددة » ويصبح الزوج (D, q)‏ إذا 
وفقط إذا كان تدفق N‏ ممكنا. 
الآنء يكفي أن نثبت أن الشرط المنصوص عليه -2 J 9D‏ يتضمن الشرط الموجود .2 النظرية 17.3.4. إذا 
كانت J(S)={j:y, eS} 41) 7 (i 2x, ES} Jat. S CV (N)‏ 
oS‏ لكل تجزئة '1 S.‏ للمجموعة VIN)‏ نعلم أن XN T) = Fern pi‏ 6و (YN T = Yen‏ 
لذاء نحصل على أن: (S, 7[( = |105(| ٠ D)‏ وبجعل |(7)1]| = K‏ فإن الكمية الأخيرة تصبح 


156 الفصل 4 الترابط والمسارات 


«ds, TD = k= Y wok? > MELOS 


k) ans,‏ ۳ ۳ن2 Dran PZ‏ و Dye Dyes!‏ وبربط هذه المتباينات: فإن الشرط يعطي 
أن aY AT) - o(X n T)‏ < ([7,ئ])ء Leg‏ أن هذا يتحقق لكل تجزئة 5 و T‏ إذن: يوجد تدفق ملائم للشبكة 
يعطي بدوره SLB Lel‏ الفرع المنشود. n‏ 

يمكن تعميم مسألة أكبر تدفق بافتراض حد أدنى غير سالب للتدفق المسموح ‏ كل ضلع. إن قيود السعة 
تبقى حذا أعلى. لذاء نطلب أن يحقق التدفق f(e)‏ المتباينة: LESS (e)su(e)‏ . علمًا بأننا ما زلنا 
نفترض شروط المحافظة على الرؤوس (نقاط الالتقاء) الداخلية. إذا m‏ لدينا تدفق ملائم؛ فإن تعديلاً 
بسيطًا لخوارزمية Fulkerson Ford‏ الخاصة بوضع العلامات يسمح لنا بإيجاد أكبر gl)‏ أصفر) تدفق ملائم 
(تمرين 4). إن الصعوبة تكمن 2 إيجاد تدفق ابتدائي ملائم. وسنعرض التطبيق الآتي: 
4 . تطبيق: تدوير المصفوفات (Bacharach[1996])‏ 


2 بعض ous ME‏ نرغب ب تدوير مدخلات مصفوفة معينة لأقرب عدد صحيح أكبر من المدخلة أو أصغر منها. 
LUIS,‏ نرغب 2 أن يكون مجموع عناصر Al‏ أو العمود Pik‏ ف إن مجموع كل صف أو عمود مدور 
يجب أن يكون تدويرًا لحاصل الجمع الأصلي لمدخلات هذا الف أو العمود. . وتسمى مصفوفة & الأعداد الصحيحة 
الناتجة (إن وجدت) تدويرًا منسجمًا. 

يمكن تمثيل مسألة التدوير المنسجم بوصفها مسألة تدفق ملائم. اجعل الرؤوس «×, fai Xi, ٠.‏ الصو 
2 حين تمثل Jt, ... Vn ugh gil‏ أعمدة المصفوفة؛ أضف منبعًا S‏ ومصبًا t‏ أضف الأضلاع :×5 و :60و Vil‏ لقيم 
gf‏ أرجميعها. إذا كانت dij‏ هي مدخلات المصفوفة؛ و م7 , ... Ti,‏ هي حاصل جمع مدخلات الصفوف. و Sn‏ ... ,ا8 تمثل 
حاصل جمع مدخلات الأعمدة؛ اجعل: 


l(sx ,)=[7, |,1(x).9;) -|a., |.1( (x)= le; ] 
u(sx,)=[7 puly )=[a; |u(v,) - [e, ] 


نجري اختبار التدفق الملائم من خلال تحويل المسألة إلى مسألة عادية عن أكبر تدفق . ومن خلال هذا التحويلء 
يمكننا استخدام شبكة تدفق لاختبار وجود تدوير منسجم. " 


63 76 46 
6 2.3 28 ) 
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4 م. الحل. الدوران والتدفق اللذان لهما حدود دنيا (سفلى) . 

2 مسألة أكبر تدفق ذات الحدود العليا والحدود الدنيا على السعة على الأضلاع: يكون التدفق الصفري غير 
ملائم. لذاء olè‏ خوارزمية فورد وفولكرسون لوضع العلامات لا تجد مكانًا للبدء. حيث يجب الحصول على 
تدفق ملائم أولا. وبعد ذلك» نستطيع تطبيق خوارزمية وضع العلامات من خلال إجراء تعديل بسيط على هذه 
الخوارزمية (التمرين 4). 

2 الخطوة الأولى. نضيف ضلعًا (سعته ما لانهاية) من cual‏ إلى المنبع. يكون للشبكة الناتجة Gass‏ ملائم 
le‏ بالمحافظة عند كل ali)‏ التقاء) رأس (loss aus)‏ 131 و كان للشبكة الأصلية Gos‏ ملائم. 
2 مسألة الدوران» لا يوجد متب ولا مضب بعد ذلك» نحول مسألة الدوران الملائم € إلى مسألة أكبر تدفقًا N‏ 
من خلال استحداث عروض وطلبات عند الرؤوس (نقاط الالتقاء) ومن خلال إضافة منبع ومصبّ من أجل 
تحقيق فرضيات مسألة العرض والطلب. تحت قيد التدفق: Ke) < f(e) € u(e)‏ افترض أن c(e) = ule) - Ke)‏ 
لكل ضلع Yo oise‏ = 10:1 = +[ و Yos Jbl) 217 () -1* w)‏ 


ee[v.V (C) v] e€[V(C)—v,vy 


بما أن (uv)‏ تسهم -2 (U)‏ وذ HV)‏ فإن 70 )2200 لاحظ أن الدوران الملائم f‏ يجب أن يحقق قيود 
التدفق على كل ضلع؛ وكذلك يحقق أن: 0 = f (v) - f (v)‏ عند كل رأس (نقطة التقاء ) . وبجعل )€( f‏ 
asi. = f(e) - Ke)‏ أن f‏ تمثل دورانا ملائمًا C‏ إذا وفقط کانت' f‏ تحقق f'(e) Xc(e)‏ > 0 على كل ghia‏ 
وأن (5)0 = f" (v) - f' (v)‏ عند كل رأس 

لاحظ أن هذا ينقل مسألة الدوران الملائم إلى مسألة تدفق بعروض وطلبات. إذا كانت 0 < DV)‏ فإن 
V‏ يزود الشبكة بتدفق مقداره D(V)]‏ |« وبغير AS‏ فإن V‏ يطلب تدفقا بمقدار .|D(V)|‏ لتجديد قيود المحافظة: 
نضيف منبعًا 5 تكون فيه سعة الضلع مساوية D(V)‏ لكل رأس V‏ حيث D(V)>O‏ وكذلك نضيف مصبًا / تكون فيها 
سعة الضلع مساوية D(Y)‏ - من كل رأس V‏ حيث 0 > DV)‏ وهذا يكمل بناء الشبكة -N‏ 

افترض أن © تمثل السعة الكلية على الأضلاع المغادرة للمنبع S‏ بما أن 0=( )35 ola‏ السعة الكلية 
للأضلاع الداخلة إلى Call‏ تساوي ». O‏ يوجد ل C‏ دوران ملائم f‏ إذا وفقط إذا كان ل N‏ تدفقٌ قيمته 0 
(مشبع بالأضلاع جميعها الخارجة من 5 أو الداخلة إلى/) . = 


١.4‏ النتيجة : افترض أن D‏ شبكة لها قيود محافظة عند كل رأس (نقطة التقاء ). يكون لهذه الشبكة 

دوران ملائم إذا وفقط إذا تحقق أن: Vie@<Y uo‏ نكل S CV(D)‏ 

الإثبات: يمكننا الوقوف قبل الخطوة الأخيرة  GELE‏ للحل 20.3.4. وتوضيح مسألتنا بوصفها مسألة 
عرض وطلب 4 نموذج النظرية 17.3.4. بما أن 0= ( 2,06 ola‏ الطريقة الفريدة لتلبية الطلبات جميعها هي 
استخدام المعروض كله. . لذاء يوجد دوران إذا وفقط إذا وجد لمسألة العرض والطلب التي عروضها DW)‏ -)( 
»نكل ]20 (v EV (D):b(v)‏ وطلباتها (v)‏ = ( 000 نكل }0< .{v eV (D):b6)‏ 

لاحظ أن النظرية 17.3.4 تعطي توصيفًا للحالة التي يوجد فيها حل لهذه المسألة. وبإرجاع المسألة إلى الحدود 
العليا والدنيا على التدفق 2 المسألة الأصلية (التمرين 22( فإن المعيار الموجود 2 النظرية 17.3.4 يصبح : 

. SCV(D) کل‎ È Ios ue) 


ee[s.s] eS] 
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تمارين (Exercises)‏ 
1.3.4 )-( 2 الشبكة المبينة أدناه. جد قائمة بالتدفقات الملائمة التي قيمها أعداد صحيحة؛ واختر تدفقا 
ذا قيمة قصوى (عظمى). (يوضح هذا فائدة مبدأ الثنوية على البحث الشامل). أثبت أن هذا التدفق هو أكبر 
تدفق عن طريق إيجاد قطع له القيمة نفسها. حدد عدد القواط من all‏ إلى الضب (تعليق: يوجد تدفق غير 
صفري قيمته صفر) . 





1 
4 (-) 2 الشبكة الموضحة أدناه؛ أوجد أكبر تدفق من 8 إلى . أثبت أن جوابك هو الأمثل عن طريق استخدام 
المسألة المرافقة a See a ate‏ وو UM‏ وضع او SRL‏ 


Ní 


3.3.4 )-( افترض أن مجلى مطبخ يسحب الماء من خزانين بحسب شبكة الأنابيب ذات السعات 
JSI)‏ وحدة زمن) الموضحة 2 الرسم أدناه. جد أكبر تدفق. cud‏ أن جوابك هو الأمثل عن طريق استخدام 
المسألة المرافقة التي تحصل عليها من مبدأ الثنوية (الازدواجية)ء ووضّح (SLL‏ يعطينا هذا إثباتًا للأمظية.؟ 





4ه افترض أن N‏ شبكة لأضلاعها سعات معينةء ولنقاط الاتصال قيود محافظة بالإضافة إلى حدود دنيا 
L(e)‏ على التدفق عبر الأضلاع» بمعنى أننا نشترط أن f(e) < L(e)‏ . إذا كان التدفق الملائم الابتدائي معطى» 
فبين كيف يمكن تعديل خوارزمية فورد وفولكرسون لوضع العلامات من أجل البحث عن أكبر تدفق ملائم عبر 
هذه الشبكة. 

5.3.4 )1( استخدم تدفق الشبكات لإثبات نظرية منجر المتعلقة بالمسارات المنفصلة داخليًا للبيانات الموجهة: 
K(X, V)=A(x,Y)‏ عندما لايكون/اضلعًا. (مساعدة: استخدم التحويل الأول المقترح ‏ الملاحظة 15.3.4 ). 
4 استخدم تدفق الشبكات لإثبات نظرية منجر المتعلقة بالمسارات المنفصلة Gale‏ للبيانات: 
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.)15.3.4 (مساعدة: استخدم التحويل الثاني المقترح 2 الملاحظة‎ ۸ (xy) = Ax, y) 
استخدم تدفق الشبكات لإثبات نظرية منجر المتعلقة بالرؤوس غير المتجاورة 2 البيانات:‎ (1) 4 
.)15.3.4 (مساعدة: استخدم التحويلين المقترحين 2 الملاحظة‎ k(x, y)=A(x,y) 
وافترض أيضًا أن السعات قد حُدّدَتَ على الرؤوس‎ . x,y EV (G) بیان موجّه فيه‎ G افترض أن‎ 8.3.4 
ثابت للتدفق الكلي عبر كل رأس» ولا يوجد‎ Jo من تحديدها على الأضلاع » وافترض وجود‎ asy 9X المختلفة عن‎ 
أي حصر على التدفق عبر الأضلاع وصح كيف يمكن استخدام نظرية تدفق الشبكات العادية لتحديد أكبر قيمة‎ 
سعات رؤوسه.‎ S532 الذي‎ G البيان‎ BY لتدفق ملائم من × إلى‎ 
V(G) 3 يكون مترابطا إذا وفقط إذا 22.5 لكل تجزئة‎ G استخدم تدفق الشبكات لإثبات أن البيان‎ 9.3.4 
(تعليق: يوجد إثبات مباشر لهذه المسألة‎ TA وأخرى‎ S  ةيفرط ضلحٌ له نقطة‎ T لمجموعتين غير خاليتين 5 و‎ 
. الفصل الأول. لذاء فهذا مثال على استخدام مطرقة ضخمة لقتل بعوضة أو ذبابة)‎ 2 
(Kónig-Egervary) نظرية كونج وإيجرفاري‎ olay الشبكات‎ Gas استخدم‎ (1) .10.3.4 
إذا كان البيان 6 ثنائي الفرع).‎ @"(G) = BG)) 
أثبت أن خوارزمية المسار الموسّع للبيانات الثنائية الفرع (الخوارزمية 1.2.3( تمثل حالة خاصة من‎ .4 
خوارزمية فورد وفولكرسون لوضع العلامات.‎ 
SN شبكة‎ 2 uall قطعان من المنبع إلى‎ [T, T], [S, S] افترض أن‎ 12.3.4 

cap(S UT,SUT) + cap(S م‎ T, Sn T) > cap[S, S] + cap[T, T] أثبت أن‎ (a 
. (مساعدة: ارسم رسمة؛ وخذ 2 الحسبان المساهمات من مختلف أنواع الأضلاع)‎ 

[SO 1 $0 T] [SU T, SOT] قطعان أصغران: استنتج من فرع 4 أن‎ [S, و[7‎ ]5, S] افترض أن‎ (b 
له سعة موجبة.‎ T — S و‎ 5 - T هما أيضًا قطعان أصغران» واستنتج كذلك عدم وجود ضلع بين‎ 
IM, افترض أن عدة شركات أرسلت ممثلين عنها إلى أحد المؤتمرات؛ حيث تقوم الشركة 7 بإرسال‎ (2). 13. 3.4 
ممثلاً لها . يعقد منظمو المؤتمر عدة ورش عمل 2 الوقت نفسه عن طريق تقسيم المشاركين إلى عدة مجموعات»‎ 
مشاركًا. وافترض أن منظمي المؤتمر يرغبون ب4 توزيع المشاركين‎ Ny تستطيع أن تستوعب‎ j فالمجموعة رقم‎ 
جميعهم على مجموعات العمل بحيث لا تضم المجموعة أكثر من ممثل واحد لكل شركة مشاركة؛ وافترض كذلك‎ 
أن اكتمال المجموعات ليس ضروريا:‎ 

(a‏ وصح كيف يمكن استخدام تدفق الشبكات لاختبار ما إذا أمكن تحقيق الشروط المفروضة أعلاه أم لا. 

(b‏ إذا كان عدد الشركات يساوي D‏ وعدد مجموعات العمل يساوي q‏ وافترض أنه وضع دليل على هذه 
المجموعات بحيث يحقق: 

NS Snag Mı <١ >Mp‏ أثبت أنه يمكن توزيع المشاركين على مجموعات العمل على أن ت تتحقق الشروط 
المفروضة جميعها إذا وفقط إذا تحقق أن Te s0<k <p Joker, n= B» m,‏ 
4 .اافترض أنه يوجد k‏ من الأقسام الأكاديمية 2 إحدى الجامعات الكبيرة . وافترض ca 33 Ul Ll‏ 
2 تعيين لجنة مهمة تختار أستادًا من كل (qa‏ « علمًا بأن بعض الأساتذة معينين Úna‏ مشتركا بين قسمين أو 
«oisi‏ وافترض كذلك أنه لا يمكن تعيين أي شخص ليكون ممثلاً لأكثر من قسم» #وأقترض Lad‏ أن عدد الأساتذة 
المساعدين يساوي عدد الأساتذة المشاركين ويساوي عدد الأساتذة 2 هذه اللجنة (افرض أن / تقبل القسمة على 
o .)3‏ كيف يمكن إيجاد مثل هذه اللجنة. (مساعدة: جد شبكة بحيث ترتبط وحدات التدفق بالأساتذة الذين 
تم اختيارهم لهذه اللجنة؛ وأن السعات تمثل القيود المختلفة: ثم وضح كيفية استخدام هذه الشبكة لاختبار ما إذا 
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وٌجدت مثل هذه اللجنةء وأوجدها إن وٌجدت) . )]1956[ (Hall‏ - 
4ه افترض Gol‏ بيان موزون. وافترض أيضًا أن قيمة الشجرة المولودة هي أصغر وزن على أضلاعهاء وأن 
cap‏ (السعة) من قطع أضلاع S]‏ ,5] هي أكبر وزن على أضلاع هذا القطع. أثبت أن أكبر قيمة لشجرة مولدة 
للبيان G‏ تساوي أصغر cap‏ (سعة) لقطع أضلاع -2 .(Ahuja - Magnanti- orlin [1993,p538]) .G‏ 
16.3.4. )9( افترض OA X Gl‏ درجته الخارجية أكبر ما يمكن 2 Tos‏ . أثبت أنه يوجد TS‏ شجرة مولدة موجهة جذرها 
X‏ بحيث يكون بعد كل رأس عن × يساوي 2 على الأكثرء وبحيث تساوي الدرجة الخارجة لأي رأس مختلف عن 2 على الأكثر. 
(مساعدة: جد شبكة بوصفها نموذجًا للمسارات المنشودة للرؤوس التي لا تكون le.‏ د «x‏ وأثبت أن لكل قطع 
سعة كافية. تعليق: هذا يقوي القضية 30.4.1 عن الملوك 2 دوريات الألعاب: لا يوجد أي رأس بحاجة إلى أن 
يكون LOL,‏ متوسطا لأكثر من رأسين آخرين ]1996[ «(Lu‏ 


4 (+ -) استخدم نظرية Gale‏ و Ryser‏ (نظرية 18.3.4( لتحديد ما إذا وَجِدَ Ole‏ بسيط ثنائي 
الفرع تكون درجات رؤوس إحدى مجموعتي رؤوسه هي: (5.4.4.2.1) وكذلك درجات رووس المجموعة الثانية 
من رؤوسه هي: (5.4.4.2.1) أيضا. 
18.3.4 )« -( افترض أن (ry ..., Tn)‏ و Sn)‏ .. ,زى)>ى . جد الشروط الضرورية والكافية للحصول 
على بیان موجه D‏ رؤوسه ,لا ... Vi,‏ بحيث يظهر JS‏ زوج مرتب مرة واحدة على الأكثر بوصفه ضلمًاء وبحيث إن 
(V) -‏ * 4 ورى = (v)‏ - 4 لكل Ahti‏ 
3.4 .49 ( *- ) جد تدويرًا منسجمًا للمعطيات الموجودة 4 المصفوفة أدناه . هل هذا التدوير فريد؟ (يجب أن 
تكون کل مدخلة صفرًا أو واحدًا). 5-6 
(s 65 7)‏ 
7 65 6 

4 (+) أثبت أن كل مصفوفة حجمها 2 × 2 يمكن تدويرها تدويرًا منسجمًا. i‏ 
21.3.4 . )* *) افترض أن كل مدخلة من مدخلات المصفوفة التي حجمها N X N‏ تقع بين دو ( ).م .صف 
التدويرات المنسجمة لهذا المصفوفة جميعها. 
4 (*) أكمل تفاصيل إثبات النتيجة 21.3.4: وذلك بإثبات الشروط الضرورية والكافية لوجود دوران 
4 شبكة لها حدود دنيا وعليا. 
23.3.4 ) *1( يقال للبيان المنتظم من الدرجة/ + ۸ بأنه قابل للتوجيه T)‏ ,۸) إذا أمكن توجيهه بحيث تكون 
الدرجة الداخلة لكل رأس إما k‏ أو/ : 

(a‏ أثبت أن البيان 6 قابل للتوجيه (k, T)‏ إذا وفقط إذا وجدت تجزئة ۲ V(G) 458 X,‏ بحيث يتحقق 
لكل S EV (G)‏ ما يلي: (e - NXN S| - IY O SDSISSTI‏ (مساعدة: استخدم النظرية 17.3.4). 

Suts LAU يكون‎ G obs kh > 1 وكاتت‎ (KT) am كابلا‎ G إذا كان‎ gei استنتج‎ (b 
-Bondy — Murty [1976, p.210- 211] ( (&-1, de. 1) للتوجيه‎ 


الفصل الخامس 
تلوين البيانات (Coloring of Graphs)‏ 


(Vertex Coloring and Upper Bounds) تلوين الرؤوس والحدود العليا‎ . 5 

استخدمنا تلوين البيانات 2 مثال تحديد مواعيد اجتماعات اللجان (المثال 11.1.1( من أجل إيجاد 
نموذج لهذه الاجتماعات. بحيث لا يكون CY‏ عضو لجنة اجتماعان 2 الوقت نفسه. و2 الجامعة مثلاء 
فإننا نرغب بتحديد مواعيد الاختبارات النهائية بحيث لا يجتمع اختباران ‏ الوقت نفسه لأي طالب. إن 
عدد المواعيد اللازمة هو العدد اللوني للبيان الذي يتجاور فيه مقرران إذا is‏ طالب قد سجّل .2 هذين 
المقررين معا. 

إن تلوين مناطق خريطة معينة بحيث تكون ألوان المناطق المتجاورة مختلفة يعد مثالاً آخر. وسنعود إلى 
هذا المثال.# الفصل 6. يوجد للخريطة التي عن يسار الشكل أدناه Gund‏ مناطق. ويكفي أربعة ألوان لتلوينها. 
يعطي البيانان الموجودان عن يمين الشكل أدناه نموذجًا لعلاقة ”الحدود المشتركة“ والألوان المرتبطة بذلك. 
an,‏ تسمية ( أو وضع علامات دالة على) الرؤوس مرجمًا لمسائل التلوين. 


3 
CE yy) 5>‏ 
CD — E‏ 
تعريفات وأمثلة (Definitions and Examples)‏ 
إن اسم تلوين البيانات مأخوذ من تطبيق تلوين الخرائط, ونحدّد عادة بتحديد علامات دالة (تسميات) 
للرؤوس. وك الحالة التي لا تكون فيها أهمية للقيمة العددية للعلامة الدالة. فإننا نسمي هذه العلامات 
«ألوانا»؛ حتى نبين أن هذه العلامات يمكن أن تكون عناصر لأي مجموعة. 
5 .. تعريف: إن التلوين من الدرجة k‏ لبيان © هو تسمية 8ج(0): f‏ حيث |S| = k‏ 
(غالبًا نستخدم[۸] = 5). العلامات الدالة (التسميات) هي الألوانء ونطلق اسم صف اللون (لوني) على 
مجموعة الرؤوس التي لها اللون نفسه. ونقول: التلوين من الدرجة k‏ تلوين مناسب (فعلي) إذا وجدت ألوان 
مختلفة للرؤوس المتجاورة. ونقول: البيان قابل للتلوين من الدرجة / إذا وجد له تلوين فعلي (مناسب) من 
الدرجة /؛ أي إذا أمكن تلوينه فعليًا ب / من الألوان. 
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B53‏ العدد اللوني Y(G)‏ على أنه أصغر عدد k‏ بحيث يكون البيان © قابلاً للتلوين ب k‏ من الألوان. 
5 .. ملحوظة : التلوين الفعلي لبيان RÀ SG‏ مجموعة الرؤوس إلى صفوف لونية. وكل صف لون 
يكون مجموعة مستقلة. لذاء يكون البيان قابلا للتلوين ب ۸ من الألوان إذا وفقط إذا كانت (G)‏ 7 اتحادًا 
د ۸ من المجموعات المستقلة. لهذاء فمصطاح Jol‏ للتلوين ب ۸ من الألوان ومصطلح مجزأ إلى K‏ من الأجزاء 
(أومجزأ من الدرجة/) كذلك Leg‏ المعنى نفسه. (المصطلحان يختلفان 2 الاستعمال؛ فغالبًاء نستخدم مجزأ 
إلى شن gin Ls nadie sal jo ME‏ > أما Jala‏ للتلوين من الدرجة/ فهونتيجة لحل مسألة أمثلية معينة). 
إن البيانات ذات النشط غير قابلة للتلوين؛ لأنه لا يمكن إعطاء الرأس لونين مختلفين. لذاء فإننا سنتعامل 2 
هذا الفصل مع البيانات الخالية النشط فقط. وكذلك» فإن الأضلاع المكررة غير ذات صلة بهذا الموضوع؛ OW‏ 
النسخ الإضافية من الأضلاع لا تؤثر ل التلوين. AAS‏ سيكون 4 ذهننا البيانات البسيطة فقط عند الحديث 
عن التلوينء وسنقوم بتسمية الأضلاع بدلالة نقاطها الطرفية. إن معظم العبارات التي تكتب دون شرط وجود 
بیان بسيط 3 تبقى صحيحة 2 حالة السماح بوجود أضلاع مكررة. a‏ 
3.1.5 مثال: بما أن أي بیان يكون قابلا $ للتلوين بلونين إذا وفقط إذا كان بيانًا ثنائي الفرع» فإن العدد اللوني 
لكل من البيان Cs‏ بيان بيترسون يساوي 3 على الأقل. وبما أنه يمكن تلوين كل منهما بثلاثة ألوان؛ فإن 
العدد اللوني لكل منهما يساوي 3 بالضبط (انظر الشكل أدناه) . 2 





a 
ونْعرّف التلوين الأمثل‎ (G)= poses (k- elutes hot Gad تعريف: نقول:‎ .. 5 
لكل بیان‎ XH) < X(G) = k من الألوان. إذا كان‎ K لبيان لوني من الدرجة ۸ على أنه تلوين فعلي للبيان ب‎ 
فنقول: إن البيان7) حرج (حاسم) لونيًاء أو حرج من الدرجة/.‎ G جزئي فعلي من البيان‎ 
مثال: البيانات الحرجة من الدرجة ۸ لقيم ۸ الصغيرة. إن التلوين الفعلي للبيان يحتاج إلى لونين على‎ .5 
Ky هي البيان الفريد الحرج من الدرجة 2 (وبالمثلء فإن‎ Ko الأقل إذا وفقط إذاوجد للبيان ضلع. ولهذاء فإن‎ 
هو نفسه ثنائي الفرع,‎ (2-Colorable) هي البيان الفريد الحرج من الدرجة1 ). وبما أن البيان ثنائي اللون‎ 
فإن التوصيف المميز للبيانات الثنائية الفرع يبين لنا أن البيانات الحرجة من الدرجة 3 هي الحلقات الفردية.‎ 
كل مركبة).‎ 2-) X معين‎ uly نستطيع اختبار ثنائية اللون لبيان 6 عن طريق إيجاد بعد رؤوس البيان عن‎ 
إن‎ .[ = {u e v (O: e os وعددًا‎ X = {u € V (G): d (u, x)} = زوجيًا‎ Se} اجعل‎ 
بمعنى؛ إذا‎ . -G و ۲ تجزئة ثنائية لرؤوس‎ X البيان © يكون بيانًا ثنائي الفرع إذا وفقط إذا كانت كل من‎ 
a M جوم‎ e sue كانتا مجموعتين مستقلتين. لا يوجد توصيف جيد للبيانات‎ 
اختبار معروف لاختبار البيانات القابلة للتلوين من الدرجة 3. ملحق 8 يناقش بعض التشعبات الحسابية‎ 
n (computational ramifications) 


6.1.5 تعريف : نعرف عدد العصبة (clique number)‏ لبيان G‏ الذي نرمز إليه بالرمز O(G)‏ على أنه 
أكبر حجم لمجموعة من الرؤوس المتجاور زوجًا زوجًا (عصبة) G2‏ 
استخدمنا a(G)‏ لترمز إلى عدد استقلال Goll‏ واستعمال O(G)‏ مماثل لذلك» حيث يمثل الحرغان :0 و w‏ 
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أول حرف من الحروف الهجائية اليونانية وآخر حرف منهاء واستخدام هذين الحرفين منسجم مع رؤية ^9 
المجموعات المستقلة والعصب تمثل بداية تطور البيان ونهايته (انظر الدرس 5.8). 
7.1.5 فرضية : لكل بیان G‏ يتحقق أن AG) < sip )0(, AG) < . eG)‏ 
الإثبات: الحد الأول يتحقق؛ OY‏ رؤوس أي عصبة تتطلب ألوانًا ul fies‏ الحد الثاني فيتحقق؛ لأن كل 
صف لوني هو مجموعة مستقلة. لذاء فإن هذا الصف يحوي LAN, a(G)‏ على الأكثر. 
ol‏ الحدين 2 ua pall‏ 7.1.5 مسكماق Lie‏ يكون (As Gls G‏ 
8.15 مثال: من الممكن أن يكون y (G) < @(G)‏ إذا كانت 2 < r‏ فاجعل G-C»« VK;‏ 
(ربط أوضم Cor‏ مع Ks‏ - انظر التعريف 6.3.3). Ley‏ أنه لا توجد مثلثات 2 Coa‏ فإن 2 + (G) = s‏ 0 
التلوين الفعلي للحلقة المستحدثة ثة يتطلب ثلاثة ألوان على الأقل. فضلا عن أن العصبة التي عدد عناصرها «S‏ 
تحتاج إلى 5 من الألوانء وبما أن كل رأس ‏ الحلقة يجاور كل رأس .2 العصبة, فإن ال 5 gh‏ يجب أن تكون 
مختلفة عن الألوان الثلاثة الأولى. لذاء فإن 3 + 5 < A(G)‏ ومن هذا نستنتج أن XG) < OG)‏ 20 
an‏ 
7-9 
تناقش التمارين 23 - 30 العدد اللوني لبعض العائلات = من البيانات. وكذلك نستطيع أن نسأل 
عن العدد اللوني للبيانات الناتجة عن إجراء بعض العمليات على هذه البيانات فمثلا: 
JG V H) = x(G) + x01) 5G + H) = max{x(G) xH)‏ 
ستعرض فيما يأتي» سنعرض لعملية أخرى على البيانات. 
5. تعريف: رق الضرب الكارتيزي للبيانين © و H‏ على أنه البيان الذي نرمز إليه (GOA path‏ 
والذي مجموعة رؤوسه هي: VG) XV(H)‏ ويكون فيه الرأس (U, V)‏ مجاورًا للرأس('7 Hsu,‏ وفقط 
إذا تحقق أن )1( .vv'eE(H) gu = u'‏ أو )2( v'‏ = ۷و uu' € E(G)‏ . 
5. مثال: عملية الضرب الكارتيزى ables‏ أى أن © GOA < H n‏ 2 الشكل bal‏ تجد بیان 
C30 Cy‏ إن المكعب الزائدي أيضًا هو مثال على هذا الضرب؛ لأن Qr =0, 0 Ko‏ عندما 1< k‏ بالإضافة 
إلى Gi‏ الشبكة المتسامتة ASLA)‏ أبعادها الأفقية والعمودية متساوية) من الحجم (m — by — n) 2m‏ تمثل 
الضرب الكارتيزي ,1 ل Py‏ 
وعمومّاء يتفكك O Hola‏ © إلى نسخ من H‏ لكل رأس من G‏ ونسخ من © لكل رأس من H‏ أيضًا 
(التمرين 10). ونستخدم الرمز O‏ بدلا من X‏ لتجنب الخلط مع أنواع الضرب الأخرى. إضافة إلى أثنا نحتفظ 
بالرمز X‏ لحاصل الضرب الكارتيزي بين مجموعات الرؤوس» لقدأدخل الرمز O‏ واستعمل من قبل نسترل 





LI Kon Ks =C المتطابقة‎ (evokes) الرمز يستحضر‎ nay. (Ne šetřil) 
H 
a E Ea 
x (xd) 
G pY GOH 
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-(vizing [1963]. Aberth [1964]) : فرضية‎ .11.1.5 


-x(G O H) = max ((6), x01)j 
بوصفه بيانات جزئية. لذاء فإن‎ H يحوي نسخا من © و‎ GO الإثبات: إن الضرب الكارتيزي‎ 
" .X(G OH) = max {x(G), xŒ} 
لبرهان الحد الأعلى؛ سنجد تلوينا فعليًا من الدرجة ۸ للبيان‎ . = max GG). 2/)87(( افترض أن‎ 

(G للبيان‎ YG) افترض أن م تلوين فعلي من الدرجة‎ Hy G باستخدام تلوين أمثل لكل من‎ © OH 

و أن H‏ تلوين glaa‏ من الدرجة EH)‏ للبيان H‏ عرف f agb‏ للبيان H‏ 0 6 وذلك من خلال تعريف 
f (u,v)‏ على أنها صف التكافؤ الذي يمثل باقي قسمة (۸)۷ + g(u)‏ على k‏ لذا ll sus f (u,v) ola.‏ 
للمجموعة (GOH)‏ من مجموعة ألوان عددها «k‏ 
ندعي fol‏ تلون A‏ 0 © تلوينًا فعليًا. إذا كان الرأس (GY)‏ يجاور G aH. 3. wv’) o,‏ فإن 
g(a’) + h(v') sg) + ۸ )۷(‏ يتفقان 2 أحد المجموعين. ويكون الفرق بينهما عددًا بين 1 و۸ أخيرًا. وبما أن 
الفرق بين المجموعين يقع بين 1 و ck‏ فإنهما يقعان ‏ صفوف تكافؤ مختلفة عند القسمة على /. . 

oa ae ee 





يسمح لنا الضرب الكارتيزي بحساب الأعداد ee ar‏ أعداد الاستقلال؛ oY‏ البيان © 
يكون قابلا للتلوين من الدرجة ۸ إذا وفقط إذا وجد للبيان G O k,‏ مجموعة مستقلة عدد La polic‏ يساوي 
n(G)‏ (التمرين 31). 
الحدود العليا (Upper Bounds)‏ 

معظم الحدود العليا على الأعداد اللونية تأتي من خوارزميات تستخدم 2 إيجاد تلوين لبيان معين. فعلى 
سبيل JEN‏ نجد أن X(G) S n(G)‏ من خلال تحديد ألوان رؤوس -G‏ إن هذا الحد هو أفضل ما يمكن لبعض 
البيانات مثل البيان التام Kn‏ الذي عدده اللوني يساوي n‏ لاحظ أنه باستطاعتنا تحسين أفضل حد ممكن 
عن طريق إيجاد حد مواصفاته على الأقل كمواصفات أفضل حد . فمثلاً ٠‏ الحد Y )6( < n(6)‏ يستخدم 
أي شيء يتعلق ببنية G‏ ويمكن أن نعمل أفضل من هذا بواسطة تلوين الرؤوس بترتيب معين باستخدام اللون 
"الأقل توافرًا" ودائمًا. 
5 . خوارزمية. (التلوين الجشع). نحصل على التلوين الجشع بالنسبة إلى الترتيب Vi Vn‏ لعناصر 
Ge VG)‏ طريق تلوين هذه الرؤوس بحسب الترتيب Vi, Va‏ وذلك من خلال تلوين الرأس: Vi‏ باللون الذي 
دليله أقل ما «Sas‏ والذي لم يستخدم سابقًا كلون على جيران Vi‏ ذات الدليل السفلي الأصغر. n‏ 
X(G)s ۸)6 (+1 : Aua ja . 5‏ 
الإثبات: -2 أي ترتيب للرؤوس» يوجد لكل رأس Dt A(G)‏ (سابقًا ‏ الترتيب) على الأكثر. لذاء فإن التلوين 
الجش علا يستخدم أكثر من 1+ ( A(G‏ لون .وهذا يعطي la‏ استنتاجيًا للعلاقة 1+( n AG ( > A(G‏ 

إن الحد A(G)+1‏ هو أسوأ حد أعلى ينتج عن التلوين الجشع (على الرغم من أنه أفضل ما يمكن 
للبيانات التامة وللحلقات الفردية). إن اختيار ترتيب الأضلاع بحرص يقود إلى تحسينات على الحد tote‏ 
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إذ يمكننا تجنب المشاكل الناتجة عن الرؤوس التي درجتها عالية بوضعها 2 بداية الترتيب؛ حيث لا يكون لها 
جيران كر Guat‏ الترتيب (انظر التمرين 36 من أجل ترتيب أفضل) . 


5. فرضية : )]1967[ (welsh — Powell‏ إذا كانت ,4 <... < يك <> di‏ هي متتالية درجات بيان 
.X(G) € 1 + max; min (d. i — 1} ola .G‏ 


الإثبات: طبق التلوين الجشع على رؤوس G‏ بعد ترتيبها ترتيبًا غير متزايد بحسب درجاتها. عندما نلون 
الرأس Vi‏ نلاحظ أنه يوجد على الأكثر (1 — min ) i‏ جارًا Lisl‏ 773 لذا يظهر على الأكثر هذا العدد 
من الألوان على جيران Vi‏ التي تسبقها # الترتيب. إذن؛ فإن رقم اللون الذي نعيّنه للرأس Vi‏ يساوي على 
الأكثر }1 - min )4 , i‏ + 1. 
إن هذا يتحقق :لكل رأس. لذاء.نجد القيمة العظمى غلى اللحصول على حد piss quise‏ 
من الألوان. 
إن الحد الأعلى الموجود 2 الفرضية 14.1.5 يكون esto‏ أقل من ) 1+A(G‏ أو يساويه. لذاء فإن هذا 
الحد لا يقل جودة عما هو موجود ل الفرضية 13.1.5 . حيث إنها تعطي حدا أعلى أمثل 2 المثال 8.1.5 2 
حين نستخدم التلوين الجشع استنادًا إلى ترتيب جيد نختاره. و2 الحقيقةء يوجد ترتيب لرؤوس كل بيان بحيث 
إن الخوارزمية الجشعة تستخدم Lig) Z(G)‏ فقط (التمرين 33( . ويكون من الصعب إيجاد مثل هذا الترتيب 
عادة. 
نفترض ب المثال الآتي لصف من البيانات التي يسهل فيها إيجاد مثل هذا الترتيب الذي ينتج agb‏ 
يحقق المساواة ‏ الحد (GS < w(G)‏ 
15.1.5 مثال: تحديد مواقع السجلات وبيانات الفترات. NIC‏ برنامج حاسوب قي قيم المتغيرات -2 مواقع 
تسمّى سجلات يسهل الوصول إليها. إن السجلات مكلفة وغير رخيصة. لذا aE‏ بفاعلية. 
إذا وجد متغيران لا يستخدمان 2 الوقت نفسه؛ فيمكن وضعهما ‏ السجل نفسه. لكل متغير» نرصد أول 
وآخروقت استخدم فيه المتغير. ويكون المتغير نشطا خلال الفترة بين هذين الوقتين. 


نعرف بيانا رؤوسه هذه المتغيرات: ويكون Gl‏ رأسين متجاورين إذا كانا نشطين على زمن مشترك. إن 
عدد السجلات اللازمة هي العدد اللوني لهذا البيان. وان الوقت الذي يكون فيه المتغير نشطا هو فترة. لذاء 
فإننا نحصل على نوع خاص من التمثيل للبيان. 

تمثيل البيان بواسطة الفترات يعني تحديد عائلة من الفترات لرؤوس هذا البيان» بحيث يكون أي رأسين 
متجاورين إذا كانت الفترات الممثلة لهما متقاطعة؛ ويسمى البيان الذي له مثل هذا التمثيل hay‏ فترة. 
إذا كانت © Lh, g, f, €, d, c, b,‏ لرؤوس بيان الفترة الموضع أدناه» فإن التلوين الجشع يحدد 
الألوان 1, 2 1. 3. 2. 1. 2. 3 على الترتيب. وهذا مثالي. لاحظ أن التلوين الجشع يحدد أربعة 
ألوان للترتيب hê A‏ 














-X(G) > W(G). old 358 بيان‎ G فرضية : إذا كان‎ .5 
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الاثبات: رتب رؤوس G‏ بحسب الطرف الأيسر للفترات 2 تمثيل للبيان G‏ بواسطة الفترات. عيّن تلوينًا 
جشعًا لرؤوس G‏ وافترض أن الرأس × يأخذ اللون A‏ الذي هو أكبر لون تم تحديده» Las‏ أن × لا تأخذ لوا 
أقل؛ فإن الطرف الأيسر © لفترة الرأس × ينتمي إلى الفترات التي لونت ots IG Élu‏ من 1 إلى 1 - 
تشترك هذه الفترات 2 Alea!‏ لذاء لدينا عصبة من الدرجة ۸ تتألف من VON sS X‏ 
بالألوان من 1 إلى 1 - /. لذاء فإن Lag w(G) < k < X(G).‏ أن x(G) >w (G)‏ دائمّاء فإن هذا التلوين 
هو الأمثل. وبذلك نحصل على النتيجة المطلوبة. " 
5. ملحوظة : إن عمل خوارزمية التلوين ن الجشع سريع؛ وهي دائمًا جاهزة للاستخدام؛ ب بمعنى أنها 
تعطي تلوينًا ضعلا حتى ‏ الحالة التي ترى ففيها IPTE‏ كل خطوة؛ ويجب أن يلون هذا الرأس مع 
عدم وجود خيار لتغيير الألوان السابقة CU asda!) aay‏ 
إذا رتبت الرؤوس Bilge‏ 2 بيان عشوائي (انظر الدرس 5.8( فإن التلوين الجشع يستخدم 2 Jedi]‏ 
الأحيان ضعف عدد الألوان المستخدمة 2 حدها الأدنى تقريبًاء على الرغم من أنه يستخدم العديد من 
الألوان لتلوين شجرة ب4 حال الترتيب السيي ( التمرين 34( " 
boa ,‏ بالتلوين الجشع للتأكيد على الوجه البنيوي لحدود العدد اللوني العليا. تتبع بعض الحدود 
الأخرى خواص البيانات الحرجة من الدرجة ۸ء ولكنها لا تند تنتج تلوينًا (ites‏ : فكل بيان لوني من الدرجة / 
يحوي s Úle‏ حرجا من الدرجة ۸ء ولكن لا توجد خوارزمية جيدة لإيجاد مثل هذا البيان الجزئي. 
سنشتق الحد التالي عن طريق استخدام البيانات الجزئية الحرجة i‏ ويمكن كذلك برهان هذا الحد عن 
طريق التلوين الجشع ( التمرين 36). 
18.1.5 بديهية : إذا كان Gly H‏ حرجًا من الدرجة é(H)2 k -1 ob K‏ 
OLANI‏ افترض أن ×رأس من رووس Holle A‏ حرج من Ks yall‏ فإن H — x‏ قابل للتلوين ب 1 -/ من 
col gl‏ وإذا ob diz (x)< k- 1 oils‏ ال 1 Gg K—‏ الستخدمة_فاظوين YARX‏ تظهر جميعها على N(x).‏ 
لذا نعطي ight‏ لم يستخدم على MA)‏ للحصول على تلوين من الدرجة Hola E — I‏ وهذا يعارض الفرض 
os X(H) = k‏ نستنتج أن 1 (x € v (H) JS) dix) < k-‏ . 
5 . نظرية : )]1968[ (Szekeres- Wilf‏ . إذا كان G‏ بياناء (G) > 1 + maxuce ó(H ) ola‏ "= 
الإثبات: افترض أن k = X(G)‏ و H'‏ بيان جزئي (من (G‏ حرج من الدرجة -k‏ من البديهية 18.1.5« 
نستنتج LI -X(G)-12 x(H")-1€9(H') > max,.G S (H ):o‏ 
إن الحد الذي نحصل عليه فيما يأتي يتضمن استخدام توجيه للبيان (انظر التمارين 43 -45). 
20.1.5 مثال: إذا كان Le G‏ ثنائي og pall‏ فإن توجيه G‏ الذي يوجه كل ضلع من أحد مجموعتي التجزئة 
إلى المجموعة الأخرى لا يحوي مسارًا (موجها ) طوله أكثر من 1. لذاء فإن النظرية AB‏ تضمن أن 2 > ACG)‏ 
كل توجيه لحلقة فردية يجب أن يحوي 2 مكان ما ضلعين متتابعين 2 الاتجاه نفسه. لذاء فإن كل توجيه يحوي 
مسارًا طوله 2 على الأقل. وتؤكد النظرية على أن كل حلقة فردية تكون ثلاثية اللون. n‏ 
oe‏ نظرية : نظرية جالايء 45555 (Gallai [1968].Roy [1967]. Vitaver [1962]) palias‏ إذا 
Do‏ توجيهًا للبيان G‏ بحيث يساوي طول أطول مسار فيه (G) > 1 + / (D) ois LD)‏ بالإضافة إلى 
Ad‏ فإن المساواة تتحقق قق 4 بعض توجيهات 6. 


الإثبات: افترض أن D‏ توجيه Goll‏ وافترض أن D'‏ أكبر بيان جزئي موجه من YD‏ يحوي أي حلقة 
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)2 المثال wv vost‏ الضلع الفريد الموجود 2 D‏ وغير الموجود ‏ "2 ). لاحظ أن "2 تحوي رؤوس G‏ 
جميعها. لون V(G)‏ بجعل )0( “رتساوي 1 زائد طول أطول مسار 2 D'‏ ينتهي عند D‏ 

افترض أن P‏ مسار ب2 “2 : وافترض كذلك أن U‏ أول رأس من رؤوس P‏ وبما أن D'‏ لاحلقي» فإن كل 
مسار D'‏ ينتهي عند U‏ (بما 2 ذلك أطول مسار من هذه المسارات) قابل للإطالة مع P‏ وهذا يضمن أن 
Ala f‏ متزايدة على كل مسار 2 -D'‏ 

التلوين f‏ يستخدم الألوان من 1 إلى (D)‏ 7 + 1 على V (D')‏ (وهي VG)‏ أيضًا). ندعي 
أن f‏ تلوين فعلي للبيان ds G‏ أنه qaa‏ لكل uv € EDY qus‏ مسار 2 D'‏ بين طرفيه 
UVY)‏ ضلع ب2 D'‏ »أو أن إضافته إلى gi. D'‏ حلقة( هذايضمن أن FoS (u) = f£ (v)‏ متزايدعلى 
المسارات 3 '2. 

لبرهان العبارة الثانية؛ سنجد توجيه D™‏ بحيث .إن 1 - (6)× > (D*)‏ /. افترض pas fol‏ أمثل 
د .G‏ لكل ضلع 21/7 6ء أعط توجيهًا من U‏ إلى D* ZV‏ إذا وفقط إذا تحقق أن f(U) > f(v)‏ وبما أن كر 
تلوين فعلي. فإن هذا يعرّف توجيهًا. 
ios‏ بما أن العلامات الدالة التي تضعها f‏ تتزايد عبر كل مسار ب2 * D‏ وبما أنه يوجد X(G)‏ علامة دالة 
فقط -2 f‏ إذن. (D*) > (G)-1‏ 1. ؟. 


نظرية بروكس (BROOKS' THEOREM)‏ 
إن الحد (G) > 1+ A (G)‏ يتحقق بالمساواة للبيانات التامة والحلقات ays pall‏ وباختيارنا لترتيب 
الرؤوس بحذر شديد» نستطيع إثبات أن هذه هي البيانات الفريدة التي تتحقق تتحقق فيها المساواة. وهذا يعطينا 
على سبيل المثال أن بيان بيترسون ثلاثي اللون دون أن نجد هذا التلوين صراحة. ولتجنب التعقيدات غير 
المهمة. فنصوغ النظرية للبيانات المترابطة lass‏ ويمكن تعميمها على البيانات جميعها؛ OY‏ العدد اللوني 
للبيان يساوي أكبر عدد لوني لمركباته. توجد عدة براهين معروفة لهذه النظرية؛ ولكننا سنعتمد برهان Jlag‏ 

(Lovasz [1975])‏ مع إجراء بعض التعديل. 


22.1.5 نظرية . )]1941[ (Brooks‏ إذا كان G‏ بيانًا مترابطا بحيت إنه ليس بيانًا LAS‏ وليس حلقة فردية. 
X(G) € &(G) ots‏ 


الإثبات: افترض أن 6 بيان مترابط» وافترض كذلك أن A(G)‏ = . لاحظ أننا a E‏ أن 
GY: k23‏ يكون A X1 Leste Ub Ble‏ ويكون dale‏ فردية أو Lily‏ ثنائي الفرع عندما 2 = 19k‏ 
الحد ب2 هذه الحالات جميعها. 
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هدفنا هو ترتيب الرؤوس» بحيث يوجد على الأكثر 1 - ۸ جارًا بدليل أقل (أصغر) لكل رأس من هذه 
الرؤوس؛ حيث إن التلوين الجشع لمثل هذا الترتيب يعطينا الحد المنشود. 

2 الحالة التي لا يكون فيها G‏ منتظمًا من الدرجة ۸ء فنستطيع اختيار رأس درجته أقل من k‏ ليكون Vn‏ 
Lary‏ أن © مترابط. فبإمكاننا إنبات شجرة مولدة من ,«احيث نحدد الدليل بترتيب متناقص حال وصولنا 
إلى الرؤوس. يوجد لكل رأس مختلف عن Vn‏ 2 الترتيب الناتج Vie . . .. Vn‏ جار دليله أعلى وذلك على المسار 
إلى Vs‏ .2 هذه الشجرة . لذاء يوجد لكل رأس 1 --/ جارًا على الأكثر دليلي كل منها أقل من دليل ذلك «od‏ 
والتلوين الجشع يستخدم K‏ لونا على الأكثر. 


Vi 


بك الحالة المتبقية, افترض أن G‏ منتظم من الدرجة k‏ وافترض YA altas‏ أنه يوجد ل 6 رأس قطع 
x‏ وافترض أيضًا أن G'‏ بيان جزئي من G‏ مؤلف من مركبة من مركبات × - G‏ بالإضافة إلى أضلاع هذه 
المركبة جميعها إلى . 

إن G^ 2: X days‏ قل K ye‏ 133( خان الظريق السابق Ung Lala, dal‏ قطي من الدرحة 1 GI‏ 
وبتبديل أسماء الألوان 2 البيانات الجزئية بهذه الطريقة من مركبات (G - X‏ نستطيع دائمًا أن نعطي ل X‏ 
اللون نفسه من أجل الحصول على تلوين فعلي من الدرجة ۸ للبيان ©. لذاء نستطيع افتراض أن G‏ مترابط 
من الدرجة 2 . لاحظ أنه ك أي ترتيب للرؤوس يوجد ۸ جارًا سابقًا للرأس الأخير فكرة التلوين الجشع يمكن 
أن تنجح إذا استطهنا ترتيب الأمر بحيث 3b‏ جارًا Vn‏ اللون نفسه. 

وعلى وجه الخصوص. افترض أن جاري الرأس ,ا هما: ۷2 Vi,‏ وأن ولا e‏ إلا وأن viva}‏ - € 
مترابط. 4 هذه الحالة. نضع دليلاً على رؤوس شجرة مولدة للبيان G - [Vj V]‏ مستخدمين الأعداد 
واه Je‏ بحيث تتزايد هذه العلامات الدالة عبر المسارات إلى الجذر Vn‏ كما .2 Galil‏ يوجد 
لكل رأس قبل Gb k - 1 Vn‏ على الأكثر. دليل كل منها أقل من دليل Vn‏ . ويستخدم التلوين الجشع 
Ligh / - 1‏ على الأكثر على هذه الجيران؛ Vos Vi OY‏ لهما اللون نفسه. لذاء يكفي أن نثبت وجود ثلاثية: 
٠ Vou Vn‏ لكل بيان منتظم من الدرجة ۸ ومترابط من الدرجة 2 بحيث إن 3< k‏ اختر ax LOL,‏ إذا كان 
(G—x) <2‏ #. فافترض أن Vi‏ هي X‏ وأن :لا هي رأس بعده عن × يساوي 2. إن مثل هذا الرأس Vo‏ يكون 
موجودًا ؛ لأن G‏ منتظم وليس o3 Ab Úle‏ افترض أن Vn‏ هي جار مث مشترك لكل من ۷1 و۷2. 

إذا كان 1 = c (G - x)‏ فاجعل × = Ley Vn‏ أنه لا يوجد ل 6 رأس glad‏ فإن ل جارًا .62 قالب أوراق ل - ©. 

إن جاري Vas Vi‏ الموجودين قا لبين من هذه القوالب غير متجاورين. وكذلك فإن [x v, Va}‏ - € 
مترابط؛ بسبب عدم وجود رؤوس متقاطعة للقوالب. وبما أن 3 < ola KK‏ هناك جارًا آخر KS‏ ويكون 
(o va}‏ - © مترابطا. ل 





Va=x 


5. ملحوظة*. إذا لم يوجد للبيان © عصبة كبيرة» فيمكن تحسين الحد ( A(G‏ >( 6)/(التمرين 50(« 
تضمن نظرية بروكس أن البيانات التامة والحلقات الفردية هي فقط البيانات المنتظمة من الدرجة 1 — yk‏ والحرجة 
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من الدرجة/ (التمرين 47( لقد قام جالاي بتقوية هذه النتيجة من خلال برهان ما يأتي: 2 البيان الجزئي لبيان 
حرج من الدرجة ۸ والذي تولده الرؤوس التي درجتها 1 k-‏ يكون كل قالب عبارة عن عصبة أو حلقة فردية. 

تنص نظرية بروكس على أن X(G) > AG)‏ عندما <w (G) SAG).‏ 3 

لقد قدم JS‏ من برودن (Brodin)‏ وكوستاكا (Kostochka)‏ 2 العام 1977م المخمنة الآتية: إذا كانت 
X(C) * A(G) ols w (G) <A(G)‏ 
(هناك أمثلة تدل على أننا بحاجة إلى الشرط 9 < > endl aal (AG)‏ ريد (Reed)‏ 2 العام 9م أن 
A(G) < 9‏ صحيحة عندما "10 < A(G)‏ وقدم LA‏ 2 العام 8م المخمنة الآتية: إن العدد اللوني 
محدود من الأعلى بمعدل ذي حدين بديهيين هما: الأسفل والأعلى. أي أن (G) > jamas‏ = 

Les‏ أن فكرة التجزئة (التقسيم) لتحقيق بعض القيود أو الشروط فكرة أساسية؛ وهناك العديدٍ من 
الانحرافات والتعميمات الخاصة بتلوين البيانات. فسنعرض 2 الفصل السابع تلوين الأضلاع بدلا من 
الرؤوس. وبإبقاء الحديث عن الرؤوسء. نستطيع السماح للصفوف اللونية بإحداث بيانات جزئية مختلفة عن 
المجموعات المستقلة ("التلوين المعمم" - التمارين 49 - 53). وباستطاعتنا كذلك حصر الألوان المسموح 
باستعمالها على كل رأس ("قائمة تلوين" - الدرس 4.8). علاوة على أنه بإمكاننا السؤال عن القيم 
الحسابية لهذه الألوان (التمرين 54). لقد لامسنا رأس الجبل الجليدي لمسائل التلوين فقط. 
تمارين (Exercises)‏ 


5 )7( احسب عدد العصبةء وعدد الاستقلال: والعدد اللوني للبيان المرسوم ! أدناه. بين هل يثبت أي من 
الحدين الموجودين 2 الفرضية 7.1.5. الأمثلية لتلوين فعلي؟ وهل البيان حرج لونيًا؟ 


5 )7( أثبت أن العدد اللوني لبيان يساوي أكبر عدد لوني لمركباته. 
3.1.5 (-) افترض Gii .... Gro‏ هي قوالب XG) = maxiz(G)) ol ei G‏ 
5 (-) جد بيانًا © له رأس V‏ بحیث إن X(G-») > YG)‏ وأن X(G-v) > x(G).‏ 
5.1.5 )-( لیکن البيانان © و H‏ معطيين: أثبت أن: 
-X(G V H) = x(G)* XF) ols x(G+H) = max ((G), x01)‏ 
6.1.5 )-( افترض أن y(G)=0(G)+1‏ كما 2 المثال 8.1.5- افترض أن Hi = Hri V © oly Hi = G‏ لکل 
(Hs) = wy + koe ako 1‏ 
5 (-) جد G ly‏ بحيث إن G‏ ليس بيانًا Éb‏ ولا حلقة فردية؛ ولكن يوجد ترتيب لرؤوس هذا البيان؛ 
بحيث يستخدم التلوين الجشع لهذه الرؤوس بالنسبة إلى هذا الترتيب 1 + A(G)‏ لونًا. 
5 (-) أنبت أن max. 5(H)  A(G)‏ 
5 )-( ارسم البيان Ky OPs‏ وأعط تلويتا أمثل لهذا البيان. ارسم البيان C, n C,‏ وجد له تلوينًا 
Glai KSS‏ بحيث إن حجم صفوفه اللونية هو: 8. 8 9. 
5. )-( أثبت أن GO‏ يتفكك إلى M(G)‏ نسخة من (A) 9H‏ نسخة من 6. 
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5. )-( أتبت أن كلا من البيانين المرسومين أدناه يشاكل OCS‏ 0. 


5 (-) أثبت أو انقض: يوجد لكل بيان 6 لوني من الدرجة ۸ تلوين ب / من الألوان بحيث يحوي أحد 
صفوفه اللونية ( A, © (G‏ 

A(O SC(F) X(H):ols.G =F UH أثبت أو انقض: إذا كان‎ )-( 5 

cul (7) 14.1.5‏ أو انقض: لكل بیان G‏ يت يتحقق أن 1 + X(C) <n(G) - a(G)‏ 

5 (-) أثبت أو انقض: إذا كان G‏ بيانًا مترابطاء ots‏ (6)+6(>1). حيث A(G)‏ هي معدل 
درجة الرؤوس G2‏ 

5 (-) استخدم النظرية 21.1.5 لإثبات وجود مسار مولد لكل دوري. )]1934[ Re’ dei‏ 

17.1.5- )7( استخدم البديهية 18.1.5 لبرهان أن 4 > ( G olati Z(G‏ المرسوم أدناه: 


18.1.5 )7( حدد عدد الألوان اللازم لوضع علامات دالة على V(Kn)‏ بحيث إن كل صف لوني يولد Gls‏ 
Wee‏ درجته القصوى أقل من / أو يساويها. 
PN 1.5‏ . (-) جد Last‏ 2 التعليل الموجود أدناه لنظرية بروكس (النظرية 22.1.5(« 

"نستخدم الاستقراء على ols 13! A(G)‏ 1->-(7)06: فإن العبارة تتحقق. ولخطوة الاستقراءء افترض 
Gol‏ ليس Eb Le‏ ولا dab‏ هردية: بما أن (©)6 > obs. K(G)‏ للبيان G‏ مجموعة فاصلة S‏ حجمها يساوي 
AG)‏ على الأكثر. افترض أن Gi .... Gm‏ هي مركبات G — S‏ وافترض أن H = G[V(G)Us]‏ من 
فرضية الاستقراء. نجد أن Hi‏ قابل للتلوين ب A(G)‏ من الألوان. بدل أسماء هذه الألوان على هذه البيانات 
الجزئية لتصبح جميعها متفقة على S‏ إن هذا يعطي تلوينًا la‏ من الدرجة "Gola AG)‏ 
20.1.5 )1( افترض أن G‏ بيان تتقاطع حلقاته الفردية زوجًا زوجًا؛ بمعنى أنه يوجد رأس مشترك بين أي 
حلقتين فرديتين 4 .G‏ أثبت أن 5 € AG)‏ 
5. افترض أن كل ضلع لبيان © يظهر 2 حلقة واحدة على الأكثر. أثبت أن كل قالب .2 G‏ ضلعًاء أو 
dale‏ أو Laly‏ معزولا. استخدم هذا ب2 الإثبات أن 3 > HG)‏ 
5. )!( افترض أن لديك مجموعة من الخطوط 2 مستوى معين بحيث لا توجد نقطة مشتركة 
بين أئ ola (ya BU‏ الخطوظ كون البيان Gull G‏ رؤوسة: تقاطعاث :هذه الخطوطة Cue‏ يتجاون. d‏ 
cued,‏ 131 ظهزا بالتتايع على al‏ هذه الخطوظه cath‏ أن 3 > YG)‏ (مساعدة: يمكن حل هذه السألة 
باستخدام نظرية سزكرز وولف (Szekeres - Wilf)‏ أو باستخدام تلوين جشع بالاعتماد على ترتيب 


5 تلوينالرؤوس والحدود العليا 201 


مناسب للرؤوس. تعليق: يمكن أن تفشل النتيجة إذا كان هناك نقطة مشتركة بين ثلاثة من هذه الخطوط). 


.(H. Sachs) 
See 


23.1.5 )1( ضع 7 من النقاط على دائرة. حيث )1 + n < k (k‏ افترض Gy rol‏ هي البيان المنتظم من 

الدرجة 2۸ الذي تحصل عليه عن طريق ربط كل نقطة مع ال/ نقطة الأقرب .2 الاتجاهين على الدائرة. فعلى 

سبيل Gn 1 = Cr UM‏ والبيان أدناه يُظهر د Gr‏ أثبت أن 1 + k‏ = (,,2)06/ إذا كانت 1 + تقسم N‏ وأن 

Sly (Gs) = ۸ + 2‏ كانت 1 + ۸ لا تقسم 7. أثبت أنه لا يمكن إضعاف الحد الأدنى على من خلال برهان أن: 
x(G (<< +2‏ إذا كانت 2 < k‏ 


k(k+1)-1, k 





24.1.5 )+( افترض أن G‏ بيان منتظم من الدرجة 20ء له 360 LOL,‏ وقد تم تكوينه بالطريقة الآتية: 
—— الرؤوس على دائرة بأبعاد متساوية بينهما. تكون الرؤوس المفصولة بدرجة أو بدرجتين غير متجاورةء 
Li‏ الرؤوس المفصولة بثلاث. أو أربع أو خمس» أو ست درجات فتكون متجاورة. لا توجد أي معلومات عن 
التجاورات الأخرى (ما عدا أن البيان منتظم من الدرجة 20). أثبت أن 19 A(G) X‏ (مساعدة: لون 
الرؤوس المتتابعة بترتيب معين حول الدائرة). (Pritikin)‏ 
25.1.5 )+( افترض أن G‏ هي بيان مسافة الفصل 2 المستوى 2 هذا البيان VG) = R?‏ وتكون 
النقطتان متجاورتين إذا وفقط إذا كانت المسافة التقليدية بينهما تساوي 1 (هذا بيان غير منته). أثبت أن 
7 (0)> 4 (مساعدة: لبرهان الحد الأعلى aAa‏ تلوينًا صريحًا للمناطق آخدًا بالحسبان حدود كل منطقة). 
(هادوايجر. موزر - موزر) )]1961[ (Hadwiger [1945, 1961], Moser — Moser‏ 
5م. افترض أن سک »... Sie‏ مجموعات منتهية: وأن U= Six. . xp‏ 
عرّف G Élu‏ رؤوسه عناصر U‏ حيث ۷ ++ ١‏ إذا وفقط إذا اختلف 1 عن #17 كل إحداثي جد XG)‏ 
5م افترض أن H‏ هي متممة البيان الموجود 2 التمرين 26.1.5 جد AH)‏ 5 
5. افترض أن لديك إشارة ضوئية يتم التحكم فيها عن طريق مفتاحين كهربائيين بحيث إن كلا منهما 
يمكن أن يوضع ب 7 من المواقع: ولكل موقع من هذه المواقع للمفتاح يظهر أحد ال 7 لونا الممكنة. وعند تغيير 
موضع المفتاحين يتغير اللون. أثبت أن اللون الذي يظهر يتحدد من خلال موقع أحد ion Ball‏ ثم eus‏ ذلك 
بدلالة العدد اللوني لبيان معين. )]1974[ (Greenwell — Lovasz‏ . 
5 . احسب Z(G)‏ للبيان © الموضح أدناه» ثم جد Lise Gly‏ حرجًا من الدرجة JUG)‏ 
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30.1.5 )+( افترض أن S= (M)‏ ترميز لمجموعة المجموعات كلها التي تحوي عنصرين من عناصر 
المجموعة [n]‏ . عرف البيان e‏ الصورة الآنية: EG,) = {(ij, j)-1 €i << kSn} V(G = S:‏ 
(الأزواج المنفصلة على سبيل المثال غير متجاورة) . esl‏ أن (Gs) [Len]‏ (مساعدة: أثبت أن Gs‏ قابل 
للتلوين ب r‏ من الألوان إذا وفقط إذا وجد ل [r]‏ 8 من المجموعات الجزيئية المختلفة. (تعليق: يسمى Gn‏ 
Sky‏ الإزاحة للبيان Kn (Shift graph of Kn)‏ (يُتسب إلى إيه هاجنال (A. Hajnal‏ 
31.1.5 )1( أثبت أن البيان G‏ قابل للتلوين Ko‏ من الألوان إذا dazas‏ إذا تحقق أن a(G aK,)2 n(G)‏ 
(Berg. [1973, P379 — 80])‏ , 
"s s‏ .32. )1( أثبت أن البيان G‏ يكون قابلاً للتلوين ب “2 Ég‏ إذا وفقط إذا كان البيانٌ اتحاد ۸ من البيانات 
ائية الفرع. (مساعدة: هذا يعمم النظرية 232.1(. 
"PC ET ) s‏ ؛ بحيث إن التلوين الجشع بالنسبة إلى هذا الترتيب يستعمل AG)‏ 
34.1.5 )1( لكل am. ۸ © N‏ شجرة Te‏ درجتها القصوى تساوي k‏ وجد ترتيبًا © (T)‏ بحيث إن 
التلوين الجشع لهذه الشجرة يستخدم 1 + Ligh k‏ (مساعدة: استخدم الاستقراء. وجد الشجرة والترتيب 
بك الوقت نفسه. تعليق: تبين هذه النتيجة أن نسبة أداء التلوين الجشع إلى التلوين المثالي يمكن أن تكون سيئة 
بمقدار. (Bean [196]) (A(G)+1)/2)‏ . 
35.1.5 امترضر Gol‏ بیان لا يوجد له بیان جزئي مستحدث. بحيث إن هذا البيان الجزئي يشاكل Pa‏ أثبت gl‏ التلوين 
الجشع ينتج تلوينا أمثل GS‏ بغض النظر عن ترتيب رؤوس G‏ (مساعدة: افترض أن الخوارزمية تستخد م۸ لونا تخص 
الترتيب Vi, ..., Vn‏ . وافترض أن أ هي أصغر عدد صحيح بحيث توجد GS‏ عصبة مؤلفة من الرؤوس التي 24 لها 
الألوان من / إلى هذا التلوين. أثبت أن 1 = . (تعليق اماي jou ee‏ 
5. إذا كان ,۷ ,.. ,۷ Uns ٥=‏ لرؤوس omes G‏ أن Ge, ev]‏ وأن 
f (a) > 1+ max, da (v)‏ إن التلوين الجشع بالنسبة إلى © يعطي أن )0 X(G)« xf (c‏ عرف g*‏ على 
الشكل التالي: اجعل LEI Vn‏ من رؤوس G‏ درجته أقل ما يمكن واجعل ,لا ( 71 > G - fy, oV} SLA (i‏ 
درجته Jal‏ ما يمكن. أثبت أن (H)‏ 8م (o*)= 1 + max,‏ /ر. وبذلك؛ فإن ل P‏ 
S (o‏ 
(Halin [1967], Matula [1968], Finck-Sachs[1969] Lick — Si om‏ 
5. أثبت أنه يمكن تجزئة VG)‏ إلى max,.,6(H)/r‏ +1 صما بحيث يوجد رأس درجته أقل 
من ” لكل بيان جزئي رؤوسه 2 أحد هذه الصفوف. (مساعدة: افترض الترتيب O^‏ الموجود .2 التمرين 
5 (تعليق: هذا يعمم النظرية 19.1.5 وعندما 2 = = .(Chartanal — Kronk [1969]) „a;i r‏ 
38.1.5- )1( إذا G. ‘ols‏ ثنائي الفرع. فأثبت أن @(G)‏ = (6)/. (مساعدة: E:‏ الادعاء بدلالة iG‏ 
وإستخدم النتائج المتعلقة بالبيانات الثنائية الفرع) . 
39.1.5 )1( أثبت أنه يوجد )7( ضلعًا لكل بيان لوني من الدرجة /. استخدم هذا لبرهنة أنه إذا كان © 
اتحادًا ل m‏ بيانا Éb‏ من الرتبة (G) > 1 + m/m — 1 . ob am‏ #ز(تعليق: إن هذا الحد قريب من 
daal‏ ولكن نعلم أن مخمنة أيردوز وفابر ولوفاس (انظر ]1981[ (Erdés‏ تؤكد أن m‏ =( 6)عندما 
تكون البيانات الثنائية الفرع منفصلة (Wali‏ 
5 نبت أن (G) HOZNG)‏ استخدم هذا لبرهنة gh‏ (2//)0< )0( (0)/زوابن بيانات تحقق 
هذه الحدود عندما يكون I.e /(G)‏ صحيحًا. ]1968[ Nordhaus — Gaddum [1956], Fick‏ . 
)١( 41.1.5‏ أثبت أن1 + AG) SnG)‏ +(6).(مساعدة: استخدم الاستقراء على (Nordhous - Gaddum [1956]) m(G)‏ 
x(G) < n(G)/a(G) Aa .42.1.5‏ افترض أن G‏ بيان له 7 من الرؤوس» وافترض كذلك أن 
.c=(n+1)/a(G)‏ استخدم التمرين 5 لبرهنة أن XG ( ٠ X(G) > (n + IPA‏ ولبرهنة أن 
e(n+ 4‏ > (6) ایسا . ولكل عدد فردي 71ء ابن بيانًا G‏ بحيث إن 4 + X(C) = c(n‏ 
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-Nordhous — Gaddum [1956], Fick [1968]‏ 
43.1.5 )1( المسارات والعدد اللوني 2 البيانات الموجهة: 

AG) SXF) x0) أن‎ eG =F UH افترض أن‎ (à 

(b‏ اعتبر أن / توجيه ل 6.وأن tle ff VG) R‏ استخدم فرع (a)‏ والنظرية 21.1.5 لبرهنة أنه 
إذا كان D ola (C) > rs‏ تحوي مسارًا Ur‏ ج ... Mo‏ بحيث إن . f (uy) x... f (u,)‏ أوتحوي مسارًا 

S Vo) > f Vs) جولابحيث إن‎ ... Vs 

(c‏ استخدم فرع (D)‏ لبرهنة أن كل قائمة مؤلفة من 1 + Sue 7S‏ مختلفًا تحوي قائمة جزئية متزايدة 
حجمها 1 + r‏ أو تحوي قائمة جزئية متناقصة حجمها 1 + (Erdos — Szekeres ]1935[( .s‏ 
(Y) .5‏ نظرية منتي .]1962[ (Minty‏ يعرف التوجيه اللاحلقي لبيان خال من النشط على أنه توجيه 
لايحوي أي حلقة . لكل توجيه لاحلقي D‏ للبيان © 7(D)= max, [a/b] Je! ٠‏ حيث € 2-33 © bsa5.‏ 
تحسبان عدد الأضلاع 2 C‏ التي اتجاهها إلى الأمام أو إلى الخلف مع be D‏ الترتيب. ثبت رأسًا اذ VG)‏ 
وافترض Wol‏ ممر G2-‏ يبدأ عند X‏ اجعل g(W) = (a— b). r(D).‏ حيث saca‏ الخطوات عب ر والتي 
هي أضلاع اتجاهها إلى الأمام -2 D‏ أما ۵ فهي عدد الأضلاع عبر W‏ التي اتجاهها إلى الخلف D2‏ ولكل 
V(G)‏ © راجعل usi g (y)‏ قيمة قيمة ل BW)‏ بحيث تكون W‏ مسارًا من × إلى (افترض أن G‏ مترابط) . 

© لتحصل على تلوين فعلي ل‎ g (Y) منتهية. « ولهذا فهي معرفة جيدا. واستخدم‎ g 0) أثبت أن‎ (a 
Éy 1 + r(D) ب (7)10 + 1 لونا. لذاء فإن 6 قابل للتلوين ب‎ 

(b‏ أثبت أن (2)”+ 1 رر«ذص = YG)‏ حيث D‏ هي مجموعة توجيهات G‏ اللاحلقية 
5 (+) استخدم نظرية منتي ( التمرين 44.1.5( لبرهان النظرية 21.1.5. (مساعدة: أثبت أن هناك 
توجيهًا zie‏ ل G‏ يعظم (يكبر) KD)‏ 
46.1.5 )+( أثبت أن البيانات المنتظمة من الدرجة 4 والخالية من المثلنات» والمرسومة أدناه هي بيانات رباعية 
اللون (لونية من الدرجة 4). (مساعدة: افترض الرأسين المركزيين 2 البيان الموجود على اليسار, أما بالنسبة 
إلى البيان الثاني فخذ 2 الحسبان أكبر مجموعة مستقلة. (تعليق: لقد أثبت شفتال (Chavatal)‏ عام 1970م أن 
alae A a ae Bed‏ او 





47.1.5 )1( أثبت أن نظرية بروكس Gales‏ العبارة الآتية: gask- Visa peti P‏ من 
Kis pul‏ يكون Eb Le‏ أو حلقة فردية (مساعدة: لبرهنة نظرية بروكس من هذه العبارة» خذ .2 الحسبان 
o Ls‏ ذا oye‏ م EPER hall Kaa jal‏ > حيث إن G‏ لوني من الدرجة /). 
5ه افترض أن © بيان بسيط له 7 من الرؤوس» ms‏ من الأضلاعء > ودرجته القصوى تساوي 3 على 
الأكثر. افترض أنه لا يوجد ل G‏ أي مركبة تشكل Lb Úle‏ على أربعة رؤوس. أثبت أن 6 يحوي Le‏ جزئيًا 
ثنائي الفرع عدد أضلاعه يساوي 3 m-‏ على الأقل. (مساعدة: طبق نظرية بروكس. وبعد ذلك» وضح 
كيف نحذف بعض الأضلاع لتحويل التلوين الثلاثي الفعلي ل G‏ إلى تلوين ثنائي لبيان جزئي كبير من ©). 
49.1.5 )7( أثبت أنه يمكن تلوين بيان بيترسون بلونين» بحيث يتألف البيان الجزئي المستحدث من كل صف 
لوني من أضلاع ورؤوس معزولة. 
50.1.5 )1( تحسين لنظرية بروكس 

Sz AG) -t + lol صحيحة غير سالبة بحيث‎ lach ki .... ki اجعل‎ ghar ليكن © بيانا‎ (à 
تولده‎ Gilly Gi بحيث إن أكبر درجة للبيان الجزئي‎ Vie .... Vi إلى مجموعات‎ WG) أثبت أنه يمكن تجزئة‎ 
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ual;‏ ۸ وذلك لكل #. (مساعدة: أثبت أن التجزئة التي Se )6, (/ Kis‏ تمتلك الخاصية المنشودة). 
.(Lovasz [1966])‏ 

(b‏ لكل 1+( ٠ 4<r<AG‏ استخدم فرع (A)‏ لبرهنة أنه إذا لم G gins‏ عصبة من الدرجة 7 » فإن: 
avc) + 1]‏ نج ]| > )6( 
.(Borodin - Kostochka [1977], Catlin [1978], Lawrence [1978])‏ 
51.1.5 )1( افترض أن G‏ بيان قابل للتلوين ب ۸ من الألوان؛ وافترض كذلك أن P‏ هي مجموعة من الرؤوس 
GE‏ بحيث إن 4 < y)‏ ,)4 لكل x, y © P‏ آثبت أن كل تلوين ل 7 بألوان من [1 + [E‏ يمكن أن يوسع 
إلى تلوين فعلي ل G‏ من الدرجة 1 + (Albertson ]1998[( k‏ 
52.1.5 أثبت أنه يمكن تلوين بیان © كله ب | [/(1 + ean, gi KAG)‏ أ قل eia‏ لون Gis afr‏ حولي لا 
بلك aa Leal pie o. UL‏ من As yall‏ إذاكانت 1 > cala‏ أنه لا يوجد عدد Jal‏ من الصفوف 
اللونية يكفي Laie uy‏ يعون a G‏ من asl yas c f Aa all‏ اس ا سن Jaa gall‏ أو أن © بيان تام 
رتبته تكافئ 1 بمقياس j‏ (بمعنى باقي قسمة رتبته على J‏ يساوي 1). 
(تعليق: إذا كانت 1 = olaj‏ الحصر يُختزل إلى تلوين فعلي عادي) )]1973[ (Matula‏ 
53.1.5 )+( افترض أن Gnr‏ هي البيان المنتظم من الدرجة /2 الموجود 2 التمرين 23.1.5. إذا كانت 
٠ «k<4‏ فحدد قيم N‏ التي تجعل 9l Gs k‏ لوین ونی بحي alge‏ كلصت لون Gh‏ جز شا din ys‏ 
القصوى T‏ ي k‏ على الأكثر. )]1994[ (Weaver - west‏ 
54.1.5 افترض fo‏ تلوين فعلي لبيان © . بحيث تكون الألوان هي الأعداد الطبيعية. إن مجموع الألوان هو 
ae fv)‏ . يمكن أن يتطلب تصغير هذا المجموع استخدام أكثر من (0), Lig‏ فعلى سبيل JM‏ نجد 2 
الشجرة أدناه أن مجموع أفضل تلوين ثنائي يساوي 12 2 حين يوجد تلوين فعلي بثلاثة ألوان مجموع ألوانه 
يساوي 11. جد متتالية أشجار +1تستخدم ۸ Ligh‏ 2 تلوين فعلي يُصفر مجموع الألوان. 
.(Kubicka — Schwenk [1989])‏ 


2 : 1 1 1 : 1 
3 

Bo: bon D 

2 1 1 1 


5 )+( إن طول أطول حلقة فردية إضافة إلى واحد يمثل l>‏ أعلى للعدد اللوني: 

C الفرع, وفيه حلقة زوجية. أثبت أنه يوجد بذ‎ SLB بيان مترابط من الدرجة 2 ليس‎ G افترض أن‎ (a 
.d,(x,y)#d, (x.y) mod 2 بحيث إن:‎ C داخليًا عن‎ haii y من × إلى‎ P مسار‎ gly yax Liy 

(b‏ افترض أن 6 بيان بسيط ليس له حلقة فردية طولها يساوي 1 + 2k‏ على الأقل. 

أثبت أنه إذا كانت 2۸ < G ola O(G)‏ يحوي حلقة طولها 4۸ على الأقل. (مساعدة: افترض جيران 
نقطة طرفية لمسار أعظمي) . 

(c‏ افترض أن © بيان مترابط من الدرجة 2 ليس ثنائي الفرع» ولا توجد فيه حلقة فردية طولها أكثر من 
.2k— 1‏ أقبت أن /2 > .(Erdös — Hajnal [1966]). x(G)‏ 
5.. بنية البيانات اللونية من الدرجةع1 (Structure of -k- chromatic Graphs)‏ 

لقد لاحظنا أن (0)77 < HH JS (H)‏ عندما تتحقق المساواة 2 هذا الحد للبيان G‏ وللبيانات الجزئية 
المستحدثة من G‏ جميعها (مثل بيانات obs (3 hal!‏ البيان G‏ كامل (perfect)‏ وسنناقش هذا النوع من 
البيانات 2 البندين 3.5 و1.8. ولكن ما يهمنا 2 هذا الدرس هو أن نبين مدى السوء الذي يمكن أن يكون 2 
(G) < (G)‏ ب2 أغلب الأحيانء يكون XG)‏ أكبر كثيرًا من O(G)‏ وذلك من خلال وجهة نظر سنناقشها 
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بدقة ‏ الدرس 5.8. (إن معدل قيم x(G) 0)07(. O(G)‏ للبيانات جميعها التي مجموعة رؤوسها [ni]‏ تقتر: 

doa (G) جيه‎ phu (ha تعدّ عمومًا‎ O(G) ola على الترتيب. لذا‎ (21g و(7‎ 218 n. 21g n من‎ 

(©1/0)0 تعد بوجه عام o‏ أدنى جيدًا ). 

البيانات ذات العدد اللوني الكبير (Graphs with Large Chromatic Number)‏ 
Sas‏ للحد (0)07 < x(G)‏ أن يكون Sæ‏ ودقیقا ٠ويمكن‏ كذلك أن يكون بعيدًا عن الدقة. لقد تم بناء 

(إيجاد) العديد من البيانات الخالية من المثلثات التي لها عدد لوني كبير بالدرجة التي نريدها. سنعرض 

أحد هذه البيانات 4 هذه المرحلةء تاركين عرض بعضها الآخر إلى التمرينين 12 - 13. 

5.. تعريف: افترض أن G‏ بيان بسيط. نعرف بناء ميسليسكي (Mycielskis construction)‏ على أنه 
البيان البسيط G‏ الذي يحوي G‏ كالآتي: بدءًا من G‏ الذي رؤوسه المجموعة (Vi, ..., Vn}‏ أضف رؤوسًا 
U =), ..., un}‏ وأضف رأسًا آخر ۷. الآن. أضف أضلاعًا لجعل Ui‏ يجاور JS‏ عنصر 2 No(Vi)‏ 
Madly‏ اجعل .N(w) = U‏ 


v2 v2 2 


vı vı u1 


5.. مثا ل : من البيان الثنائي اللون Ko‏ وبعمل تكرار واحد لبناء ميسليسكي. نحصل على البيان AW‏ 
اللون Cs‏ كما يظهر 2 الشكل أعلاه. و الشكل السفلي؛ نطبق هذا البناء على daed C5‏ 
(Grotzch graph)‏ الرباعي اللون. 





3.2.5. نظرية : )]1955[ .(Mycielski‏ إذا كان © Lg! le‏ مخ الدرجة# Lng‏ من الألثات: oe‏ بناء 
ميسليسكي ينتج عن G‏ بيانًا i G‏ بحيث إن © لوني من الدرجة 1 + #وخال من المثلثات. 
الإثبات: افترض أن VIG) = (vi, ..., Vn}‏ وافترض أيضًا أن G'‏ هي البيان الذي ينتجه بناء ميسليسكي 
من G‏ وافترض كذلك أن Un‏ ,... ,اا هي النسخ من sss Vn‏ .زلا: وأن W‏ هو الرأس الإضلك:.واجعل 
(un, ..., Un}.‏ = لمن خلال البناء الذي قمنا به نعلم Uci‏ مجموعة مستقلة 2 G'‏ . لذاء فإن الرؤوس الأخرى 
أي مثلث يحوي ui‏ تنتمي إلى oss VG)‏ جيرانا Vid‏ إن هذا يعطي مثلثا 2 G‏ وهذا مستحيل. لذاء تستنتج 
أن G"‏ يخلومن المثلثات. إذا كان f‏ تلوينًا Élia‏ من Lila. G5 Kis a‏ نستطيع الحصول منه على تلوين فعلي من 
الدرجة 1 + 3 G'‏ وذلك بوضع fu) =f)‏ و1 + ۸ = das fw)‏ فإن1 * (G^) S(G)‏ ولإثبات هذا؛ 
اعتبر أي تلوين فعلي G'I‏ ؛ واحصل die‏ على تلوين فعلي د G‏ باستخدام عدد أقل من الألوان. 
افترض أن g‏ تلوين فعلي من الدرجة / G'S‏ وبتغيير أسماء olh‏ يمكننا أن نفترض أن = (00 م. إن هذا 
يحصرع ضمن القيم (1 k-‏ ,... ,1) على7]. لاحظ gol‏ يمكن أن تست< تستخدم اد igh k‏ على VG)‏ . افترض أن 4 هي 
مجموعة رؤوس © اللونة باللون/ من قبلج. a‏ نغيّر الألوان على A‏ لنحصل على تلوين من الدرجة 1 - )3 ©. 
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لكل Vi © A‏ غير لون Vi‏ إلى Le g (U)‏ أن رؤوس A‏ جميعها لها اللون k‏ تحت تأثير g‏ فإنه يوجد 2 
4 أي رأسين متجاورين. لذا ghas‏ إلى اختيار الأضلاع التي على الشكل ا daza ۷ T‏ حيث vi € A‏ 
Isl .v' € VG) - Ay‏ كان vi‏ جه ails WV!‏ من خلال البناء كذلك نعلم wv €» ui od‏ وهذا يعطي أن 
(v^) 72 g(t)‏ وبما أننا غيّرنا لون deu) HV‏ فإن هذا التغيير لا يعتدي على الضلع" -Vi‏ وبذلك نكون 
قد بيّنا أن التلوين المعدل ل VG)‏ تلوين فعلي من الدرجة 1 - ۸ للبيان 6. . 





إذا كان © حرجًا obe Asl‏ البيان '6 الناتج عن بناء ميسلسكي يكون أيضًا حرجا Ligh‏ (التمرين 9). 
5. ملحوظة* : إذا كرّرنا استخدام بناء ميسلسكي بدءًا من Lata Ga = Ko‏ تُحصّل متتالية البيانات 
Gz, Gs, Ga, ...‏ وأن Sal‏ ثلاثة من هذه البيانات هي: Cs. Ko‏ وبيان جروتزك» وتعدٌ هذه أصغر البيانات التي 
تخلومن المثلثات؛ وتكون على الترتيب: ثنائية اللون» وثلاثية اللون: ورباعية اللونء وبعد ذلك تنمو البيانات بسرعة: 
(Gr) = 2n(Ge-1) + 1‏ وبما أن 2 = (G2)‏ فإننا نحصل على أن 1 -3.24 = n(G;)‏ (نمو (Gii‏ 

افترض أن f (K)‏ هي أصغر عدد من الرؤوس لبيان خال من SBE‏ ولوني من الدرجة A‏ 
لقد أثبت أيردوز 2 العام 1959م من خلال استخدام طرق الاحتمالات dob)‏ غير بنائية) أن 
Jf (K) > ck?‏ حيث ٤‏ هي cold‏ موجب» وأن © تعتمد على 6. ولا تعتمد على A‏ باستخدام أعداد رامزي 
(Ramsey numbers)‏ (الدرس 3.8( من المعلوم (غير - بنائي) أنه يوجد ثوابت C1‏ و22 » بحيث إن 
ci log k < f(k) > cok? logk‏ (التمرين 15 يعطي ia sl s‏ 

لقد بنى بلانش ديسكارتس (Blanche Desccartes)‏ 2 العام ]$1954 « 21947[ بيانات حرجة Ég‏ 
خصرها يساوي 6 (التمرين 13). 2 حين أثبت إيردوز عام 1959م أن هناك بيانات عددها اللوني يساوي k‏ 
على JÄN‏ وخصرها يساوي g‏ على الأقل ( النظرية 5.8 .11( بعد ذلك» تم إيجاد بنا ءات صريحة من قبّل: 

(Lovasz [1968 a], Nesetril - Rodl [1979], Lubotzsky - philies — sarank [1988], Kriz [1989])‏ 
ومع هذه البناءات AGS‏ فإن منع Kr‏ من أن يكون kle‏ جزتيًا من © لا Vas Vases‏ أعلى على(6) . لقد 
خمن كل من جيارفاس [Gyarfas]‏ 2 العام 1975م وسمنر (Sumner)‏ 2 العام 1981م أن منع عصبة 
ثابتة وغابة ثابتة من أن تكونا بيانين جزئيين من بناء معين G‏ لا يضع حدًا أعلى على العدد اللوني للبيان. 
التمرين )11( يثبت هذه الحقيقة عندما تكون الغابة Ko‏ 2. انظر كذلك: 


" .(Kierstead - Rödl [1996]), Kierstead [1992, 1997] , Keirstead — Penrice [1990, 1994] 


)1( لقد تم استخدام هذا الاسم المستعار من قبل WT Tutte‏ وثلاثة آخرين. 
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مسائل القيم القصوى (التطرفية) ونظرية توران 
(Extermal Problems and Tura'n's Thearem)‏ 
كد Au plat! ilies dabas‏ ببس الهو عن (EI sas cult RE da pall ce gll SLL! Aui‏ 
ما أصغر وأكبر البيانات من الدرجة اللونية على 77 من الرؤوس؟ 
5. فرضية : يوجد )7( ضلعًا على الأقل لكل بيان لوني من الدرجة k‏ على 7 من الرؤوس. وتتحقق 
المساواة للبيانات التامة إضافة إلى الرؤوس المعزولة. 
الاثبات: يوجد ضلع لكل تلوين مثالي لبيان طرفاه ملونان باللونين 97 JSI‏ زوج و رمن الألوان. وبخلاف 
ذلك فإنه يمكن ضم اللونين #و J‏ بصف لوني واحدء وبذلك نستخدم عددًا أقل من الألوان. بما أنه يوجد 


) *) زوجًا مختلما من الألوان: فيجب أن يكون n KAAN (7 ) Load‏ 
Jua‏ التمرين 6 عن أصغر حجم لبيان من بين البيانات الترابطة اللونية من الدرجة k‏ والتي عدد 
رؤوسها يساوي N‏ إن مسألة التكبير (إيجاد قيمة كبرى أو عظمى) ممتعة أكثر (يتوافر لها معنى عندما 


La uae‏ على البياثات البسبيظة شك )15 أعظطينا فوا Ks Ua‏ من الأنوان. شامعاتنا الس رار 

إضافة الأضلاع دون زيادة العدد اللوني ما دام الرأسان الموجودان 2 صفوف لونية مختلفة غير متجاورين. 

لذاء فإننا نركز انتباهنا على البيانات التي لا تحوي مثل هذه الرؤوس. 

6.2.5 تعريف: نعرّف البيان التام المتعدد الفروع على أنه بيان بسيط (G‏ بحيث يمكن تجزئة رؤوسه 
إلى عدة مجموعات» بحيث إن۷ ج 4 إذا وفقط إذا كان كل من 1 و V‏ ينتميان إلى مجموعات مختلفة 
من مجموعات تجزئة رؤوسه. هذا التعريف يكافئ قولنا: إن كل مركبة من مركبات G‏ تكون Úle‏ 
„Ób‏ عندما 2 < k‏ فإننا نكتب ,,... Ko,‏ وذلك كرمز للبيان التام المتعدد الفروع من الدرجة 
(complete k — partite) k‏ الذي أحجام مجموعات تجزئة رؤوسه هي: Km + ... + Ku‏ 
نستخدم هذا الرمز فقط عندما تكون 1 > kn OF tk‏ ترمز إلى بيان تام. لاحظ أن البيان المتعدد 

الفروع من الدرجة k‏ يكون لونيًا من الدرجة /. حيث تمثل مجموعات التجزئة الصفوف اللونية -2 التلوين 

الفعلي الفريد لهذا البيان ب ۸ من الألوان. وبما أن درجة أي رأس ب2 مجموعة تجزئة حجمها 1 تساوي 

(O) - t‏ فإنه يمكن حساب الأضلاع بواسطة صيغة جمع aco‏ (التمرين 18). والآن. نسأل السؤال 

الآتي: كيف يكون توزيع الرؤوس على مجموعات التجزئة لكي يكون eCG)‏ أكبر ما يمكن؟ 

ge .7.2.5‏ : بیان توران asa .) Turán graph)‏ بیان توران 7 على أنه بيان تام متعدد الفروع من 

الدرجة F‏ وعدد رؤوسه يساوي M‏ بحيث إن أي مجموعتي تجزئة رؤوسه تختلفان عن بعض بمقدار 1 على 

الأكثر. ومن استخدام مبدأ طواقي الحمام (الملحق ola (A‏ حجم بعض مجموعات تجزئته يساوي | [m/r‏ 

على JEN‏ وحجم بعضها الآخر يساوي ]77[ على الأكثر. وبناءً على ذلك؛ فإن الاختلاف بمقدار 1 يعني أن 

يكون حجم مجموعة التجزئة يساوي [A/T]‏ أو [mr ]ssuas‏ 

افترض أن | a = [mr‏ بعد أن تضع 4 رأسًا 2 كل مجموعة تجزئةء يتبقى b = 77 - ra‏ لذاء Tarola‏ تحوي 

gear e 8 وتحوي كذلك‎ id + من مجموعات التجزئة التي حجم كل منها يساوي1‎ D 

منها يساوي 4. لذاء فإن الشرط المعرف T pS‏ يحدد صف تشاكل sal g‏ فقط. 

5. بديهية : بيان توران هو البيان الفريد الذي له أكبر عدد من الأضلاع من بين البيانات المتعددة 
التجزئة من الدرجة 7 (بمعنى لوني من الدرجة (F‏ على 7 من الرؤوس. 

الإثيات: كما لاحظنا قبل التعريف 6.2.5 فنحتاج إلى التعامل مع البيانات التامة المتعددة التجزئة من 
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daz 7 de gull‏ )13 أعطيت USD Lily‏ معد د التجركة من الدرجة d‏ بحيت إن مجموعات تجركته تلف 
حجمها بمقدار أكثر من l‏ فانقل رأس V‏ من المجموعة ذات الحجم الأكبر (حجمها 7( إلى المجموعة ذات 
الحجم الأصغر (حجم [). إن الأضلاع التي لا تتضمن V‏ تبقى كما كانت من Ja‏ ولكن V‏ تكسب l‏ 7 جارًا 
2 صفها (مجموعتها) القديم؛ وتخسر als j‏ 2 صفها الجديد» وبما أن ola d - 1 < f‏ عدد الأضلاع 
يزداد. لذاء نستطيع تعظيم (تكبير) عدد الأضلاع فقط من خلال مساواة الحجم كما , n Tu‏ 
لقد استخدمنا فكرة التغيير الموضعي سابقًا 2 النظرية 19.3.1 و2 النظرية 23.3.1؛ نجد أكبر بيان 
جزئي متعدد الفروع من الدرجة 7 من Kn‏ 
ماذا يحدث لو كان لدينا أضلاع أكثر بحيث pe‏ العدد اللوني ليكون 1 + ”على الأقل؟ لقد 
رأينا وجود بيانات عددها اللوني يساوي 1 + ولا تحوي مُثلثات. وعلى الرغم من ذلك» إذا ذهبنا aa)‏ م 
أكبر عدد من الأضلاع موجود B‏ بيان لوني من الدرجة ۲ له 7 من الرؤوس؛ فإننا مجبرون ليس فقط على 
استخدام 1 + # من acy gl tl‏ بل يجب أن یکون 1 Krt‏ بيانا وتنا من (ita‏ 
إن هذه النتيجة المشهورة لتوران تعمم النظرية 23.3.1 وتعدٌ الأصل لنظرية البيانات المتطرفة (القصوى). 
5.. نظرية : ([1941] «(Turan‏ البيان Tue r‏ هو البيان الذي له أكبر عدد من الأضلاع؛ وذلك من 
البيانات البسيطة التي لها 7 من الرؤوس. ولا تحتوي على عصبة من الدرجة 1 Pt‏ 
الإثبات: بيان OL‏ وكمثل أي بيان لوني من الدرجة 7 لا يحوي عصبة من الدرجة1 + ir‏ لأن كل 
مجموعة من مجموعات تجزئة رؤوسه تسهم برأس واحد 2 كل عصبة على الأكثر. إذا استطعنا إثبات أن 
البيان متعدد الفروع من الدرجة T‏ يحقق ol gin!‏ على أكبر عدد من الأضلاع: فإن البديهية 5 .8.2 تمن D‏ 
Tur‏ يحقق احتواءه على أكبر عدد من الأضلاع. لذا يكفي أن نثبت أنه إذا كان Úle G‏ لا يحتوي على عصبة 
من الدرجة 1 + gla‏ هناك بيانا متعدد الفروع 7/ له مجموعة الرؤوس نفسها التي للبيان 6ء + ويحوي عدد 
LRL Am‏ 
نثبت هذا باستخدام الاستقراء على P‏ عندما 1 = le‏ يوجد أضلاع لأي من © Hy‏ افترض أن 
1 > ”روأ © سا له من الرؤوس: ولیس له عصيية من lis os‏ + #وافترض أن V(G)‏ € × رأس درجته 
تساوي k‏ حيث A(G)‏ = ۸. اجعل G'‏ هي البيان الجزئي من G‏ الذي تولده جيران X‏ وبما أن X‏ يجاور كل 
Vy GI. pul‏ يوجد 3 6 dne‏ من Am jl‏ 1 + ۳ فإنه توجد عصبة من الدرجة 2۲ '6. لذاء نستطيع 
te ul co Sauls‏ وذ يحظيتا G^ Gly‏ متعدد الفروع من الدرجة 1 — 7 رؤوسه NX)‏ بحيث 
إن ('©)» < :e(T)‏ 
لتكن H‏ هي البيان المكون من H'‏ عن طريق ربط N(x)‏ كلها إلى S‏ كلهاء Lay S = VG) - N(x)e‏ 
أن S‏ مجموعة مستقلةء Ho‏ متعدد الفروع من الدرجة 7. فندّعي بأن.(0©)© < e(H)‏ 
من خلال البناء. نعلم أن .e(H) = e(H?) + k(n- K)‏ وكذلك oXe(G) Se(G") * Does do(V) Los‏ 
المجموع يحسب كل ضلع ب2 6 مرة واحدة لكل طرف خارج('7)6. وبما أن/ = dely) Sk ots A(G)‏ لكل 
=n-k ve S‏ |8|. لذاء F es do(v) S k(n — k) ola‏ وبذلك نحصل على أن: 
A)k > e(T^) + k(n - k) = e(H)‏ الي يا 9 
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4 الحقيقة: إن بيان توران هو البيان الفريد الذي لعدد أضلاعه قيمة كبرى (عظمى) (التمرين 21). 
تتعلق التمارين 16 - 24 بنظرية olo‏ وتتضمن براهين بديلة لقيمة «T.‏ وللتطبيقات, والتعليل الذي 
استخدم ب4 النظرية 1 .3 يعد - ببساطة - مثالا أوشاهدًا على خطوة الاستقراء ‏ النظرية 9.2.5 

تنطبق نظرية توران على مسائل القيم التطرفية ( القصوى) عندما يكون هناك شرط يمنع العصب من رتبة معينة. 
وسنعطي وصفا هندسيًا لتطبيق من بوندي ومورتي. )]115 - 113 (Bondy - Murty, [1976, p‏ . 

5. مثا ل*. الأزواج المتباعدة من النقاط. افترض أن لدينا مدينة دائرية الشكل؛ ونرغب 4 تعيين مواقع 
ل 7 من سيارات الشرطة وذلك من أجل تكبير (تعظيم ) عدد الأزواج المتباعدة من هذه السيارات: ولنقل أن 
المسافة بين أي زوج من هذه السيارات أكبر من 4-1//2 . إذا كان هنالك ست سيارات تقع على الدائرةء 
وعلى أبعاد متساوية بعضها من بعضء فإن الأزواج التي لا يبعد بعضها عن بعض بمقدار أكبر من 4 هي daz»‏ 
الأزواج المتتابعة حول الخارج: يوجد 9 أزواج جيدة. 

وبدلاً من ذلك» Ob‏ وضع سيارتين بالقرب من رؤوس مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه V3/2‏ يعطينا ثلاثة 
أزواج سيئة. و12 Lig)‏ جيدًا (ربما لا يكون هذا أفضل وضع مقبول اجتماعيًا ). وعمومًاء إن وضع [m3]‏ أو 
[m3]‏ سيارات بالقرب من كل رأس من رؤوس هذا المثلث؛ يؤدي إلى أن الأزواج الجيدة هي الأزواج التي 
تقابل أضلاع بيان توران الثلاثي الفرع. وفيما Sh‏ سنثبت أن هذا البناء هو أفضل ما يمكن. n‏ 


5.. تطبيق T‏ افترض أن N‏ مجموعة من النقاط 2 المستوى, بحيث إن المسافة بين أي زوج من هذه النقاط 

لاتزيد على i1‏ فإن أكبر عدد من الأزواج التي تبعد بعضها عن yan‏ مسافة أكثر من 1//2 هو[ m3‏ 
OLAYI‏ ارسم la‏ رؤوسه هذه النقاط» بحيث يكون أي رأسين متجاورين إذا كانت المسافة بينهما تزيد 
على 1/1/2 . باستخدام نظرية توران والبناء الموجود 2 JEU‏ 10.2.5: يكفي أن نثبت أن G‏ لا تحوي Ka‏ 

من بين أي أربع «blä‏ هناك ثلاث منها تشكل زاوية قياسها أكثر من ?90: إذا كانت النقاط الأربع 
تشكل شكلاً ola (Convex) Gawa Geby‏ مجموع الزوايا الداخلية لهذا الشكل يساوي 360° وإذا 
كانت إحداها داخل المثلث الذي تحدده النقاط الثلاثة الباقية فإنها تصنع مع هذه النقاط ثلاث زوايا 
مجموعها يساوي 360°- 

افترض أنه يوجد ل G‏ عصبة من أربعة رؤوس هي: 3W‏ × و y‏ 3 2ء حيث إن 290 2 LEY‏ . وبما أن 
طول كل من Y‏ × و2 Y‏ يزيد على 1/V2‏ فإن طول Z‏ × أكبر من طول وتر المثلث القائم الذي طول كل من 
ضلعي زاويته القائمة يساوي 1/1/2 . لذاء فإن المسافة بين و2 تزيد على 1ء وهذا يناقض الفرض. n‏ 
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حتى ودون العبارة البنيوية الكاملة لنظرية olas‏ فإن بإمكاننا أن نجد مباشرة Va‏ أعلى على عدد 
أضلاع البيان الذي له 7 من الرؤوس والذي يخلو من Kra‏ (التمرين 16). وبقلب هذا Lil)‏ على عقب» 
نحصل على حد أدنى حاد على العدد اللوني للبيان بدلالة عدد الرؤوس والأضلاع (التمرين 17). 
البيانات الحرجة (Color - Critical Graphs) tig)‏ 

إن بيان توران يحل مسألة هي legs‏ ما نقيض (ضد) فهم: كت يجبر العدد اللوني أن يكون Sk‏ (أو 
ماذا يضمن وجود عدد لوني يساوي a. (SK‏ تمد Bla‏ عظمى ته re al Fara‏ إلى k‏ من الألوان بدلاً من 
البيانات الصغرى التي تحتاج إلى / من الألوان. 

يوجد لكل بيان لوني من الدرجة k‏ بيان جزئي حرج لونيًا من الدرجة SL ostia Bias aod sk‏ حداف 
(إهمال) أضلاع ورؤوس معزولة دون إنقاص العدد اللوني حتى نصل إلى نقطة (مرحلة) لا نستطيع بعدها 
حذف أي ضلع أو أي els‏ معزول دون إنقاص العدد اللوني. لذاء فإن Aa paa‏ البيانات الحرجة e‏ من 
الدرجة/ تساعدنا على اختبار قابلية التلوين ب1 - ۸ من الألوان. وسنقدم thy Lad‏ بعض الخواص البسيطة 
للبيانات الحرجة من الدرجة /. 


5 . ملا حظة : إذا كان G‏ بيانًا ليس له رؤوس معزولة G ob.‏ يكون حرجًا Éis‏ إذا وفقط تحقق 
x(G - e) < x(G)‏ لكل ضلع e © E(G)‏ لذاء Aa ul‏ أن بيانا مترابطا cuts‏ ترجا توا ar‏ 
نحتاج - daas‏ - لمقارنته بيانات جزئية نحصل عليها بحذف ضلع واحد من هذا البيان. " 


5 . فرضية : افترض أن G‏ بيان حرج من الدرجة /. 

v € VW(G)Jgs (a‏ يوجد ل G‏ تلوين فعلي من الدرجة k‏ بحيث إن اللون على الرأس V‏ لا يظهر على 
أي رأ س آخرء وتظهر ال 1 yk‏ الأخرى على .N(v)‏ 

.© يعطي اللون نفسه على ط ري‎ G- 6 يتحقق أن كل تلوين فعلي من الدرجة 1 — للبيان‎ eC € )6( لكل‎ (b 
das V على الرأس‎ k فإن إضافة اللون‎ G - ۷ للبيان‎ K - 1 إذا أعطينا تلوينًا رمن الدرجة‎ (a) الإثبات:‎ 
لأنه إن لم‎ MO) الألوان الأخرى. فيجب أن تظهر جميعها على‎ Lal .6 فعليًا من الدرجة ۸ للبيان‎ as يتمم‎ 
وبذلك نحصل على تلوين فعلي ب‎ « V فإنه يمكن تحديد هذا اللون للرأس‎ NO) يظهر أحد هذه الألوان على‎ 


k- 1‏ لونًا للبيان 6. 
(b)‏ إذا وجد تلوين فعلي من الدرجة 1 - ۸K‏ للبيان © - 6ء بحيث إن لطر © لونين مختلفين ola‏ إضافة 
© للبيان G‏ يعطينا تلوينًا فعليًا من الدرجة 1 - ۸ للبيان ©. = 


لاحظ أنه لكل Goly‏ فإن الفرضية 5 .2 13a.‏ تتحقق لكل v © VG)‏ » بحیث XG - v) > X(G) = ko‏ 
كما أن الفرضية 5 .2 13b.‏ تتحقق لكل «e € E(G)‏ بحيث إن X(G - e) > X(G)-k‏ . 


14.2.5 . مثال: إن البيان CsV Ks‏ الموجود ب JEN‏ 5 .1 .8 هو بیان حرج y‏ . عمومًاء إن ربط أي بيانين 
sls Us] Geese‏ يعطي Lo‏ حرجا TUN‏ . ويعدٌ برهان هذا سهلاء وذلك من خلال استخدام الفرضية 
5 آخذين 2 الحسبان حالات حذف ضلع؛ الضلع المحذوف يمكن أن يكون ضلعًا ب © أو H2‏ أوله 
طرف .2 G‏ والطرف الآخر -2 H‏ (التمرين 3( a‏ 
لقد أثبتنا 2 البديهية 18.1.5 أن 1 (G) < K‏ عندما يكون G‏ بيانًا حرجًا من الدرجة/. وبإمكاننا تقوية هذه 
النتيجة إلى 1 K(G) < k-‏ من خلال استخدام نظرية كونج وإيجرفاري. -(Konig - Egervary theorem)‏ 
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5. تمهيدية : )]1953[ .(Dirac‏ افترض أن 6 ole‏ بحيث إن/ > (6)). افترض أن × و[ تجزئة ل VG)‏ 
131 كان GLY], GLX]‏ قابلين للتلوين ب k‏ من الألوان. فإن القطع الضلعي [X, Y]‏ يحوي / ضلمًا على الأقل. 
الإثيات: (Dirac — Sorensen - Toft [1974], Kainen)‏ افترض أن Xe‏ ,... ۰و Vi, ..., Ye‏ هي 

التجزئات لكل من X‏ و Y‏ المشكلة من الصفوف اللونية الناتجة على تلوين فعلي ب / من الألوان لكل من 
GLY], GLX]‏ إذا لم يوجد أي ضلع بين Vj ola Vig‏ لا X;‏ تكون مجموعة مستقلة 2 -G‏ سنبين ما 
إذا كان .|[X, F| > k‏ فبإمكاننا ضم صفوف لونية من G[Y] GEX]‏ -2 صورة أزواج لتكوين تلوين 
فعلي من الدرجة ۸ للبيان ©. 
Gly oss‏ ثنائي الفرع H‏ رؤوسه Yi, ..., Yig Xy ..., Xi‏ بحيث إن yi © EH)‏ :2 إذا لم يوجد أي ضلع 
6 بين كل من المجموعتين X‏ و . 131 EX ۲[| > Kols‏ فإن 2 H‏ أكثر من )1 — ۸)۸ ضلمًا. وبما أن 
Lim‏ يمكن أن تغطي (km)‏ ضلعًا 2 بيان جزئي للبيان* Ki‏ فلا يمكن تغطية E(T)‏ ب 1 - Lb k‏ من 
نظرية كونج وإيجرفاري» هناك مواءمة تامة M‏ للبيان G 2 H‏ أعطي اللون X, 3i‏ كلها وللمجموعة Y;‏ كلها 
التي توائم MX;‏ وبما أنه لا يوجد أضلاع تربط بين ol Vig Xi‏ عمل هذا لكل 1 ينتج تلوينا Vas‏ من 
الدرجة ۸ للبيان G‏ وهذا يناقض افتراض أن / > y(G)‏ لذاء نستنتج أن/ < Y]|‏ ]| " 


Xi Y Xx Y, 
X Y: Xx: x Y 
G H 


5. نظرية : )]1953[ (Dirac‏ كل بيان حرج من الدرجة ۸ يكون مترابضًا ضلعيًا من الدرجة 1 -/. 


الإثبات: افترض أن G‏ بيان حرج من الدرجة k‏ وافترض أن [X, Y]‏ هما أصغر قطعين ضلعيين د 6. 
وبما أن G‏ حرج من الدرجة GEF] GEX] obs k‏ يكونان قابلين للتلوين ب 1 ۸ من الألوان. طبق البديهية 
5 مستخدمًا 1 — ۸ بوصفه وسيطا (متغيرًا )؛ تجد أن 1 -/ < |[7 n - [EX‏ 

على الرغم من أن البيانات الحرجة من الدرجة k‏ يجب أن تكون مترابطة ضلعيًا من الدرجة 1 -//, إلا 

Lil‏ ليست بالضرورة مترابطة من الدرجة 1 - k‏ يوضح التمرين 32 كيفية بناء بيانات حرجة من الدرجة 

sk‏ ودرجة ترابطها تساوي 2. وعلى الرغم من ذلك» نستطيع حصر سلوك مجموعات قطع الرؤوس القليلة ب2 

البيانات الحرجة من الدرجة /. 

5 . تعريف: افترض أن S‏ مجموعة من الرؤوس 2 بيان 6. نعرّف الفلقة المعتمدة على S‏ (وتكتبها 
على الصورة الفلقة - (S‏ للبيان (S - lope ( G‏ على أنها البيان الجزئي من G‏ الذي رؤوسه S‏ 
بالإضافة إلى رؤوس أحد Sols ye‏ - 6. لكل مجموعة جزئية S‏ من WG)‏ يكون البيان G‏ اتحادًا 
للفلق S‏ 


H3 
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ونستخدم هذا المفهوم 2 برهان عبارة تتعلق بالرؤوس التي تشكل مجموعات قطع 2 البيانات الحرجة من 
الدرجة k‏ والتي ستكون مفيدة 2 النظرية الآتية. (التمرين 36 يقوي النتيجة عندما2 > |8|). 
5 . فرضية : إذا كان © La‏ حرجًا من الدرجة k‏ فإنه لا يحوي مجموعة قطع مؤلفة من رؤوس 
متجاورة زوجًا زوجًا. وعلى وجه الخصوص. إذا وجد G2.‏ مجموعة قطع X € Vola S = (x, y)‏ ويوجد 
2 © (فلقة - 5) H‏ بحيث إن X(H + xy) =k‏ 
الإثبات: افترض أن S‏ مجموعة قطع 2 G ole‏ حرج من haa yall‏ وافترض أن Hi, ... al‏ هي مجموعة 
G (sl‏ المعتمدة على (فلق =8 . بما أن كل Hi‏ بيان جزئي فعلي لبيان حرج من Hi ola kaa ll‏ كله يكون 
قابلاً للتلوين ب ۸ من الألوان. وإذا ass‏ تلوين فعلي من الدرجة ۸-1 لكل A;‏ بحيث يعطي هذا التلوين ألوانا 
مختلفة لرؤوس S‏ فيمكن تبديل أسماء هذه الألوان 2 هذا التلوين لتتوافق على S‏ وبعد ذلك» فإن هذه الألوان 
تتحد لإعطاء تلوين من الدرجة 1 — K‏ للبيان G‏ وهذا مستحيل. لذاء هناك فلقة 7/ معتمدة على S‏ بحيث لا يوجد 
لهذه الفلقة تلوين فعلي من الدرجة 1 - ۸ء بحيث إن ألوان رؤوس S‏ تكون مختلفة 
إن هذا يعني أن S‏ ليست عصبة. 131 كانت sax H 3k - TH S = (x, y}‏ 
اللون نفسه لكل من Y 9X‏ واستنادًا إلى ذلك» فإن H + xy‏ غير قابل التلوين #1 لون ل 


التقسيمات القسرية (Forced Subdivitions)‏ 
ليس من الضروري أن يكون لدينا عصبة من الدرجة ۸ للحصول على عدد لوني k‏ ولكن ربما نحتاج إلى 

صورة أضعف للعصبة من الدرجة /. 

19.2.5 . تعريف: ليك ن Lily‏ نعرف تقسيم H‏ على أنه البيان الذي نحصل عليه من H‏ عن طريق تقسيم 
أضلاع H‏ بالتتابع (التعريف 19.2.5( . وهذا Gals‏ قولنا: إن تقسيم H‏ هو البيان الذي نحصل عليه من 
H‏ عن طريق استبدال أضلاع H‏ بمسارات منفصلة داخليًا. 


K+ تقسيم‎ 

5 . نظرية : (Dirac [1952 a])‏ كل بيان عدده اللوني يساوي 4 على الأقل يحوي تقسيمًا للبيان Ka‏ 
الإثبات: بالاستقراء على AG)‏ 

الخطوة الأولى: 4 = (7)6. إن البيان G‏ لا يمكن أن يكون إلا البيان Ka‏ نفسه. 

لذاء افترض أن 4 > A(G)‏ بما أن 24 x(G)‏ فبإمكاننا أن نفترض أن H‏ بيان جزئي من © حرج من 
الدرجة4. من الفرضية 18.2.5 . لايوجد ل7/رأس قطع. إذا كان 2 > K(H)‏ وكانت (x, y‏ = 5 مجموعة قطع 
حجمها 2 ola‏ الفرضية 18.2.5 تضمن أن[ <> X‏ وتضمن كذلك وجود Hasta‏ ل H‏ معتمدة على SS‏ بحيث إن 
X(H' + xy) 24‏ وبما أن NCH’) > n(G)‏ فبإمكاننا تطبيق فرضية الاستقراء للحصول على تقسيم AP‏ 
H' + xa Ka‏ . لاحظ أن F‏ يظهر كذلك G2‏ بشرط عدم احتوائه على Xy‏ (انظر الشكل أدناه). 2 هذه 
الخال تمل pasa FF‏ على تيه آخر د 4+ ے2 © ob‏ نستبدل بالضلع XY‏ مسارًا من × إلى من خلال فلقة 
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P1 a 
تضمن‎ S إن مثل هذا المسار يكون موجودًا؛ لأن أصغرية (وجود قيمة صغرى)‎ S المعتمدة على‎ H أخرى من فلق‎ S 
Sas ys كل مركبة من‎ ES وجود مسار لكل رأس من رؤوس‎ 

لذاء نستطيع أن نفترض أن H‏ مترابط من الدرجة 3. اختر رأسًا ×2 VG)‏ بما أن H- x‏ مترابط من 
الدرجة 2؛ فإن فيه حلقة طولها يساوي 3 على الأقل (اجعل X‏ تمثل الرأس المركزيء و٤‏ هي الحلقة الخارجية 
ass‏ 2 الشكل أعلاة) .جما أن 8 deal pie‏ من Aa pull‏ 2 فان بديهية المروحة (النظرية 23.3,4) تمطينا مرؤحة 
x V(C)‏ بحجم يساوي 2-3 H‏ إن هذه المسارات الثلاثة بالإضافة إلى C‏ تشكل تقسیمًا د H3 Ka‏ " 





5 * ملا حظة : خمّن هاجوز (Hajos)‏ -2 العام 1961 أن كل بيان لوني من الدرجة ۸ يحوي تقسيمًا 
للبيان Ke‏ عندما 2 = k‏ هذه العبارة تقول: إن كل بيان ثنائي اللون يحوي aa‏ غير بديهي أو غير تاف 
k= 3 Lais Lad zi‏ » فإن كل بيان ثلاثي اللون يحوي Aala‏ والنظرية 20.2.5 تثبت العبارة 2 حال كانت 
k=4‏ والمسالة Ls‏ ؤالت .دون AE {5,6} Lois lo‏ مخمنة هاجوز غير صحيحة عندما 7 < k‏ 
(انظر التمرين 40. ]1979[ Catlin‏ (. لقد اقترح هادوايجر (Hadwiger)‏ 2 العام 1943م مخمنة أضعف 
هي: كل بيان لوني من الدرجة ۸ يحوي بيانا جزئيا يمكن تحويله إلى cua Ke‏ خلال eae eld‏ انقباض 
(تقليص) للأضلاع. هذه العبارة أضعف؛ GY‏ التقسيم Ke J‏ هو بيان جزئي Gold‏ من هذا ig gll‏ فعندما 
ola k = 4‏ مخمنة هادوايجر تكافيٌ النظرية 20.2.5. و2 حالة 5 = k‏ فإنها gals‏ نظرية الألوان 
الأربعة ( الفصل السادس). وعندما K=O‏ فقد cuia o‏ هذه الحالة باستخدام نظرية الألوان الأربعة من 
قبل روبرتسون (Robertson)‏ وسيمور (Seymour)‏ وثوماس (Thomas)‏ 2 العام 1993م. والمسألة ما 
زالت دون حل عندما 7 < ۸. " 
بعض النتائج المتعلقة بالبيانات الحرجة من الدرجة ۸ قابلة للتعميم للصف الأكبر من البيانات التي لها 
uias A(G) < ۸ - 1‏ سبيل JEU‏ العبارة JS‏ بيان درجته الصغرى على الأقل 3 يمتلك تقسيمًا د Ka‏ 
(التمرين 38( هي 2925 ية للنظرية 20.2.5 وقد أثبت JS‏ من (Dirac) ell ya»‏ وجنج (Jung)‏ 2 العام 1965م أنه 
إذا كان العدد اللوني كبيرًا بما يكفي» فإن ذلك يضمن وجود تقسيم GE Ked‏ (يجبر G‏ على احتواء تقسيم (Kid‏ 
.وقد Gas.‏ مادر (Mader)‏ هذه النتيجة من خلال إضعاف المفروض,» وتقوية النتيجة؛ إذا كان Gly F‏ 
JS ls. TR‏ بیان بسيط G‏ حيث 27 < Ò(G)‏ يحوي تقسيمًا د E‏ البداية بغرض أن 6 22 (G)‏ هي 
أكبر مما هو ضروري. ولكنها تسمح ببرهان أقصر. 
5 . بديهية : ]1967[ «Mader‏ انظر ]1988[ .Thomassen‏ إذا کان UL G‏ بسيطا درجته الصغرى 
تساوي K‏ 2 على G ola JBM‏ يحوي بيانات جزئية منفصلة '6 و H‏ بحيث إن: 1( H‏ يكون مترابطا 
)>k (2‏ 0)6 و 3( لکل رأس 2 H2, sla say G'‏ 
الإثبات: يمكننا افتراض أن G‏ بيان مترابط. اجعل ٠ H'‏ © ترمز ز إلى البيان الذي نحصل عليه من G‏ عن 
طريق تقليص أضلاع البيان الجزئي المترابط AL’‏ وحذف النسخ الزائدة من الأضلاع المكررة. إن المجموعة 
V(H?)‏ تصبح رأسًا واحدًا ‏ "8 -G ٠‏ 
خذ 2 الحسبان البيانات الجزئية المترابطة H'‏ من البيان G‏ جميعهاء بحيث تحوي G ٠ H'‏ على الأقل 
k(n(G) - n(H^) + 1‏ ضلعًا. ë‏ 
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Ly‏ أن JG) < 2k‏ فإن كل بيان جزئي من G‏ برأس واحد هو مثل هذا البيان الجزتيء وبما أن هذه 
البيانات A pall‏ 133922 هكا احتيان A‏ ليكون Like‏ جوا أعطييًا Apalit oxa at‏ 

اجعل S‏ تمثل مجموعة الرؤوس خارج H‏ التي جيرانها -2 A‏ واجعل G= GIS]‏ نحتاج daz‏ إلى 
برهنة أن k‏ < ('0)06. يوجد لكل رأس V(G") 2. x‏ جار .V(H) 2. y‏ 2 البيان G (H U xy)‏ نجد أن 
الأضلاع الواقعة على G' 2- x‏ تضعف (تنهار) إلى أضلاع من VG’)‏ إلى H‏ التي تظهر  G.H‏ وأن 
الضلع X y‏ ينقبض. لذا فإن: 1 elG ٠ H) - e(G - (H Uxy)) = de(x)*‏ ومن AIL LE‏ نجد أن هذا 
الفرق أكبر من /. ولذلك. k ola‏ < (/0)0. ل 
5 *نظرية : ]1967[ .(Mader‏ انظر ([1988] I>! Thomassen‏ كان كل من F‏ و6 بيانين 

بسيطين. بحيث إن mM‏ = (17[)© و 1 < (0)77.: فإن ”2 < Ò(G)‏ تضمن أن G‏ يحوي تقسيمًا F3‏ 
الإثبات: بالاستقراء على m‏ إذا كانت 1 > m‏ فإن النتيجة بديهية. لذا ٠‏ افترض أن « E ce m>2‏ 
22.2.5 ؛ نستطيع أن نختار بيانات جزئية منفصلة H‏ و GEG!‏ بحيث يكون H‏ مترابطا و 
ويوجد جار ے2 77 لكل رأس ' ©. إذا وجد د ۴ ضلع e = XY‏ بحيث إن 1 < e)‏ -0)17: فإن فرضية الاستقرا 
تضمن وجود تقسيم ل ل© - d G'3.F‏ 

ويمكن إضافة مسار خلال H‏ بين رؤوس G‏ التي تمثل VIX‏ من أجل إتمام التقسيم د ۴. 
إذا كانت 0 = e)‏ - ”001 لكل e € ECF)‏ فإن كل ضلع F2‏ يقع على ورقة. الآن alè F‏ من النجوم. 
2m;‏ < ”2 < (0)0 تسمح Ul‏ بإيجاد F‏ نفسها 2 غابة حجمها يساوي 1 — m‏ 2 على الأكثر GE‏ وذلك 
باستخدام الفرضية 8.1.2 " 
5" ملاحظة : الحالة التي يكون فيها Éb Bly F‏ تتمتع بأهمية خاصة. افترض أن glas f(E)‏ 

انی any‏ يسوي Ola dS‏ دربت الصغرى تساوي d‏ على الأقل تقسيمًا Kid‏ من النظرية 23.2.5: 

نجد أن )20 )4( لقد أثبت كل من كوملوز (Komlos)‏ وسميردي (Szemeredi)‏ .2 العام 1996م 

وبولوباس وثوماسون (Bollobas— Thomason)‏ # العام 1998م أن fk) > ch?‏ حيث") ثابت ( أثبت 

:)41 Ga pail! rn = K(k + 2 عندما‎ Kok ل‎ eaa Km m13 بما أنه لايوجد‎ (0 X256 الأخيران أن‎ 

SK) > ۸/8 ola 

يعطينا التمرين 38 أن 3 = A4)‏ إضافة إلى أن6 = f(5)‏ 2 الشكل العشريني ( الذي له عشرون وجهًا ) 
(التمرين 8.3.7( يعطينا أن 6 < (5)/؛ لأن هذا البيان منتظم من الدرجة 5 وليس له تقسيم ل Ks‏ من Age‏ 
ومن جهة cdl‏ فقد أثبت مادر ]1998[ مخمنة ديراك ]1964[ التي تنص على أن كل بيان له 77 من الرؤوس» 
وله على الأقل 5 -77 3 ضلعًا يحوي تقسيمًا د ء. ومن صيغة جمع الدرجات» فإن 6< A(G)‏ تعطينا أن عدد 
الأضلاع يساوي 37 على الأقل. لذاء ola‏ 6 > (5)/ 

أخيرًاء نلاحظ أن سكوت ]1997[ (Scott)‏ أثبت نسحة التقسيم من مخمنة جيارفاس وسمنر 
aba UI) (Gyárfas - Sumner)‏ 5.2.4( لكل شجرة 7 ولكل عدد صحيح k‏ إذا خلا G‏ من عصبة من 
الدرجة وكان (G)‏ كبيرًا بما يكفي G Ofa‏ يحوي تقسيمًا 7 کبیان جزئي مستحدت: n‏ 
تمارين (Exercises)‏ 


5 (-) افترض oly Gol‏ بحيث إن 2 - (©)/ = ( - × - 6) لكل زوج ×ولرمن الرؤوس المختلفة. أثبت أن 
G‏ بيانتام. (تعليق: لقد خمن لوفاز أن النتيجة كذلك تتحقق عندما نفرض هذا الشرط فقط على الرؤوس المتجاورة ). 
2.2.5. )7( أثبت أن البيان البسيط يكون بيانا LAG‏ متعدد الفروع إذا وفقط إذا خلا هذا البيان من بيان 
جزئي مستحدت له ثلاثة رؤوس وضلع واحد. 
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5... (-) تضمن النتائج أدناه عدم وجود بيان حرج من الدرجة / وله 1 + K‏ من الرؤوس: 

H; G ذا وفقط إذا كان كل من‎ M(x) © NO) أثبت أن‎ G بيان حرج‎ Zoli yx افترض أن‎ (a 
بحيث يكون له 1 + 6 رأسًا.‎ k استنتج من ذلك أنه لا يوجد بيان حرج من الدرجة‎ ٠ Éis حربجًا‎ 

(b‏ أثبت أن V H ois x(G ۷ H) = X(G) + x01)‏ © يكون حرجًا Ligh‏ إذا وفقط إذا كان كل من 
Mai HG‏ استنتج من ذلك أن Cs V Kes‏ الذي له 2 + LOL, k‏ يكون حرجًا من الدرجة /. 
5 (-) افترض أن n € N‏ وافترض aas‏ أن G‏ هو البيان الذي رؤوسه (Vo , ..., Vin}‏ والمعرف على 
الشكل e» j‏ إذا وفقط إذا تحقق أن 2 > Yi + jolali - J|‏ يقبل القسمة على 6: 

5 .6 حدد (جد) قوالب‎ (a 

.4 ينتج بيانا حرجًا من الدرجة‎ G إلى‎ Vo Van أثبت أن إضافة الضلع‎ (b 

5 (-) جد تقسيمًا ل بك 2 بیان جروتزك (المثال 2.2.5). 
6.2.5. حدد E‏ عدد من الأضلاع لبيان مترابط له 7 من الرؤوسء وعدده اللوني يساوي k‏ 
(مساعدة: خذ 2 الحسبان البيانات الجزئية الحرجة من الدرجة ۸ ]1962[ Ersov — Kozuhin‏ 513 
Bhasicer - Samad - West [1994]‏ من أجل درجات الترابط الأعلى. 
472.5 )1( إذا كان لدينا تلوين أمثل لبيان لوني من الدرجة ۸ (عدده اللوني يساوي (K‏ » أثبت أنه يوجد لكل 
لون 1 رأس لونه 7 يجاور رؤوسًا ملونة بال 1 - 6 لونًا الأخرى. 
8.2.5 استخدم خواص البيانات الحرجة Ligh‏ لبرهنة الفرضية 5 .14.1 MT ae‏ 
(C) > 1 + max; min(d, i-1}‏ حيث ,4 < ... < di‏ هي درجات رؤوس -G‏ 
9.2.5 )1( أثبت أنه إذا كان البيان G‏ حرجًا لونيًا Goll ol‏ الولد a‏ من خلال بناء مسيلسكي Uns‏ حرجا Cig‏ 
10.2.5 . افترض Gly Gol‏ رؤوسه هي: Vi, ... Vy:‏ وأن G'‏ هو البيان المولد من G‏ عن طريق بناء مسيلسكي. 
وليكن Gly H‏ جزئيا G” NC IT G oa‏ هو البيان الذي نحصل عليه من G"‏ عن طريق إضافة الأضلاع 
{ui uy: vi vy e ET)‏ أثبت أن 1 + ois A(G") = X(G)‏ 

.(Pritikin)o(G")= max{@(G),@(H) + 1‏ 
)١( 5‏ إذا كان © Éko‏ بحيث لا يمكن أن يستحدث dis‏ البيان 2K‏ فأثبت أن XG) € (CQ)‏ 
(مساعلاة: إستخدء عصيه كرك لتغريف جمع فيه O(G)‏ مجموعة مستملة تقطي الروزس: تغليق: 
هذه حالة خاصة من مخمنة جيرفاس وسمنر (الملاحظة 4.2.5(. ([1980] Wagon‏ (. 
12.2.5 00 افترض Kil‏ = 6. لكل 1 > k‏ عرف »6 على الشكل التالي: أضف مجموعة مستقلة T‏ حجمها 


VG) ... x V(Gx-1) 2 (Vy, ..., Vn-1) ولكل خيار ل‎ . Gi + ... Gi i للاتحاد المنفصل‎ any [T7 n(Gi) 
وتم إيضاح‎ Ga أدناه تجد‎ siu 2) كجوار.‎ )۷, ... Vici] يحظى ب‎ T واحدًا من رؤوس‎ LOL, اجعل‎ 
(T الجيران لعنصرين فقط من عناصر‎ 


-(Zykov [1949]) x (Gi) = ۸ وأن‎ (Gi) = 2 أتبت أن‎ (a 
„Schäuble [1969] . أثبت أن:6 حرج من الدرجة‎ (b 
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5 )+( افترض أن G‏ بيان لوني من الدرجة )ء وخصره يساوي 6 ورتبته n‏ ابن G'‏ كالآتى: اجعل T‏ 
مجموعة مستقلة بها Laly kn‏ جديدًا. خذ )777( نسخة من © بحيث تكون هذه النسخ منفصلة زوجًا s)‏ 
على أن تكون نسخة واحدة لكل طريقة نختار بها مجموعة جزئية S‏ من 1 حيث S‏ تحوي N‏ من العناصر. 
أثبت أن العدد اللوني للبيان الناتج يساوي 1 + / cjs:‏ خصر هذا البيان يساوي 6. (تعليق: بما Cs ol‏ ثنائي 
اللون وله خصر يساوي 6 ٠‏ فإنه يمكن بدء هذه العملية. وهذا يضمن أن هذا النوع من البيانات موجود). 
Descartes [1974, 1954])‏ ينا 


G 


XY esc 


5. العدد اللوني وطول الحلقات: 
6 افترض أن ۷ رأس 2 بيان ©. من بين الأشجار المولدة د G‏ اجعل T‏ هي الشجرة التي تجعل 
Lexa) dr (U,V)‏ . أكبرما يمكن. أثبت أن كل ضلع  G‏ يربط رؤوسًا تنتمي إلى مسار T2‏ يبدأ عند V‏ 
(b‏ أتبت أنه إذا كان 2 < ۸ < as ala (G)‏ 2 6 حلقة طولها يزيد بمقدار 1 على أحد مضاعفات 
K‏ (مساعدة: : استخدم الشجرة الموجودة 2 فرع (a)‏ لتعريف تلوين من الدرجة K‏ للبیان. -(Tuza (G)‏ 
5م )1( أثبت أن العدد اللوني لكل بيان على 77 من الرؤوس خال من المثلثات يساوي 2/n‏ على الأكثر. 
(تعليق: لذلك يوجد لكل بيان خال من المثلثات ولوني من الدرجة ۸ على الأقل (Lai, E. à‏ 
16.2.5 )1( أثبت أنه يوجد على الأكثر 7/2( - 1) ضلعًا لكل بيان بسيط على N‏ من الرؤوس؛ بحيث 
لا يحوي هذا البيان عصبة من الدرجة 1 + 7. (مساعدة: يمكن برهان هذه النتيجة عن طريق استخدام 
نظرية تورانء أو عن طريق الاستقراء على P‏ دون استخدام نظرية توران) . 
17.2.5 )1( افترض أن G‏ بيان بسيط له 7 من الرؤوس: و77 من الأضلاع: 1 
(a‏ أثبت أن œ (G) < [n?/(n?-2m)]‏ (مساعدة: استخدم التمرين 16.2.5. تعليق: هذا يعطي أيضا 
أن .Myers - Liu [1972] x(G) = [n?/ n? - 2m]‏ 
(b‏ أتبت أن | (7/)0/4+1]| < deus a(G)‏ هي معدل درجة الرؤوس للبيان G‏ (مساعدة: استخدم 
فرع)4( )]1961[ -(Erdós - Gallai‏ 
5 ب بيان توران  JEM) Tn‏ 7.2.5( هو البيان التام المتعدد الفروع من الدرجة 7 الذي له D‏ مجموعة جزئية 
من رؤوسه. حجم كل منها يساوي 1 + 4 وله كذلك D‏ - 7 مجموعة جزئية من رؤوسه حجم كل منها 4 حيث 
:b-n-rasa = |nr]‏ 
(a‏ أتبت e(T,)-(1-Ury/ 2-b(r-b)(2r.o‏ 
Ly (b‏ أن e(G)‏ يجب أن يكون عددًا صحيحًاء فإن الفرع )2( يعطينا: 
n 2]‏ (/1-1)] >(,7)© . متى نحصل على اللامساواة .2 هذه المتباينة؟ 
5. )+( افترض أن cob .4- [mr]‏ بیان توران Tar‏ مع البيان Kat Kno‏ لتثبت مباشرةٌ أن 
.e(7,,)= (nz a)+(r- 1)(a+1)‏ 
20.2.5. افترض أن 7و ۸ عددان صحيحان موجبان, اجعل r=n-qk.q =|n/k|‏ 
و ])1+ t= n - sk + 1) $ -[n/(K‏ أثبت (Yk +rq < (2)(k + 1( + ts:‏ (مساعدة: خذ بعين الاعتبار 
متممة بيان توران). )]1993[ (Richter‏ - 
5م من بين البيانات البسيطة على 77 من الرؤوس التي تخلو من عصبة من الدرجة1 r+‏ أثبت أن بیان توران 
هو البيان الفريد الذي له أكبر عدد من الأضلاع. (مساعدة: :نحص Lays‏ النظرية 9.2.5 بنقة ويحدر أكثر) : 
5.. تحصل مدينة دائرية الهيئة قطرها أربعة أميال على 18 محطة تقوية للهواتف المحمولةء وتستطيع كل 
محطة أن تبث إلى بقية المحطات التي تبعد عنها مسافة أقل أو تساوي ثلاثة أميال. أثبت أن محطتين على الأقل 
تستطيعان أن تبثا إلى خمس محطات أخرى على الأقل بغض النظر عن كيفية توزيع هذه المحطات 2 المدينة. 
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(أخذ هذا السؤال من ([115 م ,1976[ .(Bondy - Murty‏ 
23.2.5- (!) برهان توران لنظرية توران:» مشتملاً الوحدانية )]1941[ :(Turan‏ 

fay أثبت أن أعظم بيان بسيط يخلومن عصبة من الدرجة 1 وی عضيل من‎ (a 

-e(Trr) = () + » - © - 1( + e)7 ( oc (b 

(c‏ استخدم فرعي )8( (b)‏ لبرهنة نظرية توران بالاستقراء gle‏ مشتملاً على توصيف البيانات التي تحقق هذا الحد. 
24.2.5 )+( افترض أن (,,,1)© = )1( وافترض أيضًا Gol‏ بیان له من لرؤوسء وله ۸ - L1)‏ ضلعًا ؛ وله على 
الأقل عصبةواحدة من الدرجة1 + حيث 0< .۸K‏ أنبت أنه توجد للبيان 6 -1 + (7)رعصبة من الدرجة 
1 + على الأقل. n- [nr] rea‏ )1( ) مساعد ة: أثبت أن للبيان الذيلهعصبةواحدةبالضبطمن الدرجة 
1 + ”على الأكثر .(Erdés [1964], Moon [1965]) «(Us t, (n) - f.(n)‏ 
25.2.5 تشابه جزئي لنظرية توران للبيان (Ka, m‏ 

(a‏ أثبت أنه إذا كان G‏ بيانا بسيطا وكان ( ؟) 1 Doe (4?) > m-‏ فإن G‏ يحوي Ko M‏ ( مساعدة: 
da Y‏ أن Ka m‏ بیان فيه رأسان لهما m‏ جارًا مشتركا). 

Qen- D gea (b‏ 2 ( )رو ٠‏ حيث Gis‏ يحوي e‏ ضلعًا. 

Ko, m ضلعًا يحوي‎ Vo(m- V) ?jP? + n/4 لبرهنة أن البيان الذي له‎ (b) (a) استخدم فرعي‎ (c 

Enl + n/4 تطبيق: إذا أعطيت 7 من النقاط 2 المستوى فأثبت أن المسافة تساوي 1 بالضبط ل‎ (d 
(Bondy - Murty [1976, p 111 — 112]) من هذه النقاط على الأكثر,‎ Lg) 
4 ضلعًا يساوي‎ Inn -1 فأثبت أن خصر كل بیان له 7 من الرؤوس» وأكثر من‎ n < 4 إذا كانت‎ 5 
.)25.2.5 على الأكثر. (مساعدة: استخدم طرق التمرين‎ 
أثبت أن أكبر عدد من الأضلاع لبيان بسيط على 7 من الرؤوس ليس له حلقتان‎ in < 6 لكل‎ (+) .27.2.5 
.(Pósa) 7+3 يساوي‎ as cubana 
من الرؤوس ليس له حلقتان‎ M أثبت أن أكبر عدد من الأضلاع لبيان بسيط على‎ ur < 6 لكل‎ ( +) 28.2.5 
.(Pósa) 3n- 6 منفصلتان يساوى‎ 
(Ki, يستحدث منه د‎ Y) بيان يخلو من المخالب‎ G افترض أن‎ (1) .5 

6 أنبت أن البيان الجزئي المستحدث من اتحاد صفين لونيين 2 تلوين فعلي Gohl‏ يتكون من مسارات وحلقات زوجية. 

(b‏ أثبت أنه إذا جد ل 6 تلوين فعلي يستخدم بالضبط ۸ من الألوان. ails‏ يوجد G J‏ تلوين فعلي من 
الدرجة /. حيث يختلف حجم الصفوف .2 هذا التلوين بمقدار 1 على الأكثر. ([2000] .(Niessen — Kind‏ 
30.2.5.) +( أثبت أنه إذا وجد ETE‏ رسف يحوي ails eel‏ يوجد د G‏ تلوين cf iol‏ بحيث 
يحوي كل صف لوني لهذا التلوين رأسين على الأقل. (مساعدة: إذا وجدٌ صف لوني يحوي Laly‏ واحدًاء فاستخدم g‏ لعمل 
ا يمكن إعطاء الإثبات خوارزميا أو بالاستقراء على Gallai [1963 c] x(G)‏ . 
312.5 افترض أن G‏ بيان مترابط لونيًا من الدرجة)ء بحيث إن © ليس Úb Úle‏ فضلا عن أنه ليس حلقة طولها يكف 
mod 6‏ 3 أثبت أنه يوجد لكل تلوين فعلى ل G‏ ب من الألوان رأسان لهما اللون نفسه» ولهما جار مشترك» -(Tomesca)‏ 
32.2.5 )1( بناء هاجوز. ([1961] :(Hajós‏ 

vw € E(H),vu € E(G) حيث‎ v بيانان حرجان من الدرجة / لهما رأس مشترك‎ Ha G افترض أن‎ (a 
./ حرج من الدرجة‎ Lg) (G - vu) U (A - vo) U أتبت أن البيان1/0‎ 

Ke للحصول على بيان حرج من الدرجة / يختلف عن‎ (a) لكل 3 < ۸ء استخدم الفرع‎ (b 

(c‏ لكل 4 < an‏ ماعدا 5 = ابن بيانا حرجًا من الدرجة 4 له 7# من الرؤوس. 


09 d p 
my 
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5 . افترض أن © بيان حرج من الدرجة / له مجموعة فاصلة S = {x,y}.‏ من الفرضية 18.2.5 
ره x‏ أثبت أنه يوجد للبيان G‏ فلقتان تعتمدان على Sas S‏ أن ا eame Go 9 Gi‏ إن Qs IS‏ 
Gi + xy‏ و XY‏ . 62 حرج من الدرجة ۸ Xy Ua)‏ . 62 ترمز إلى البيان الذي نحصل عليه من G2‏ بإضافة 
الضلع X‏ ومن ثم تقليص هذا الضلع). 
34.2.5 )1( افترض أن © ole‏ حرج من الدرجة 4 وله مجموعة فاصلة S‏ حجمها 4. أثبت أنه يوجد للبيان 
G[S]‏ أربعة أضلاع على الأكثر. (Pritikin)‏ . 
5 )+( برهان بديل للعبارة : كل بيان حرج من الدرجة k‏ يكون مترابطا ضلعيًا من الدرجة 1 - ۸: 

ala EG) 2- ضلعين‎ €. f أثبت أنه إذا كان‎ (E < 3( kassal بيان حرج من‎ G افترض أن‎ (a 
(Toft) [1974] بيان جزئي حرج من الدرجة 1 - ۸ يحوي # ولا يحوي‎ G يوجد ل‎ 

(b‏ استخدم فرع (3) والا ستقراء على ۸ لبرهان نظرية ديراك التي تنص على أن كل بيان حرج من 
الدرجة k‏ يكون مترابطا ضلعيًا من الدرجة )1 - Toft [1974] (k‏ 
5 (+) أثبت أنه إذا Gols‏ حرجًا من ha pall‏ وكا نكل بيان جزئي حرج من الدرجة 1 -/يشاكل Kia‏ 
فإن»K‏ = ۸<4(6). (مساعدة: استخدم بديهيةتوفت (Toft)‏ الخاصةبالبيانات الحرجة, التمرين35.23.2.5) 


.(Stiebitz [1985])‏ 
5 م نقول: إن البيان © حرج تلوين الرؤوس (vertex — color — critical)‏ إذا كان X(G - v) < x(G)‏ 
لكل :v € V(G)‏ 


(a‏ أثبت أن ole gs‏ حرج لونيًا يكون حرج تلوين الرؤوس. 

Éy بیان حرج تلوين الرؤوس» 25423 اللوني يساوي 3 يكون حرجًا‎ ds al أثبت‎ (b 

(c‏ أثبت Si‏ البيانَ الموجود 2 الشكل أدناه حرج تلوين الرؤوس» وليس LE y‏ لونيًا. 
(تعليق: هذا البيان ليس بيان جروتزك) . 





38.2.5 )1( أثبت أن كل بيان بسيط درجته الصغرى تساوى 3 على الأقل يجب أن يحوى تقسيمًا Ka‏ (مساعدة: 
أثبت النتيجة الأقوى — كل بيان بسيط غير تافه له على الأكثر رأس واحد درجته أقل من 3 يحوي تقسيمًا ل Ka.‏ 
يوضح برهان النظرية 20.2.5 أن كل بيان مترابط من الدرجة 3 يحوي تقسيمًا ل -Dirac [1952 a] (Ks)‏ 
39.2.5 )1( افترض أنه إذا كانت 3 < G ola O(G)‏ يحوي تقسيمًا 3 Ka‏ أثبت أن أكبر عدد من الأضلاع 
لبيان بسيط على M‏ من الرؤوس لا يحوي تقسيمًا ل »۸ يساوي 3 - 2n‏ 

5.. 2 الشكل أدناه. افترض تعب السميك (اللون الغامق) يعني أن كل ضلع 2e‏ دائر ة يجاور الأضلاع 
جميعها 2 الدائرة الأخرى. أثبت أن 7 = Y(G)‏ لكل 6 لا يحوي تقسيمًا Ks‏ ثم أثبت أن 8 = X(H)‏ ولكن 
Y H‏ يحوي تقسيمًا ل -(Catlin [1979]) .. Ks‏ 


A A 
g C) C 5 


SS SS 
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5ه ا افترض أن 2 /)1 + ۸)۸ = am‏ وأثبت أنه لا يوجد تقسيم Kor‏ للبيان Ky m-1‏ 
42.2.5 )+( افترض Fol‏ غابة لها من الأضلاع. وافترض أيضًا G ol‏ بیان بسيط بحيث إن 0(G) < m‏ 
و .n(G)> n(F)‏ أثبت Gal‏ يحوي F‏ بوصفه بيانا Ave‏ (مساعدة: احذف ورقة واحدة من كل مركبة غير 
تافهة من Pals po‏ لتحصل Ple‏ افترض Rol‏ مجموعة جيران الرؤوس المحذوفة. JIR Juj‏ المجموعة × 
التي تحوي 1 Lal‏ من V(G)‏ بحيث إن المجموعة X‏ تصغر C(G[X])‏ (تجعل لها قيمة صغرى). مدد X‏ لنسخة 
Foye‏ استخدم نظرية هال (Hall)‏ لبرهنة أنه يمكن مواءمة X‏ مع الرؤوس المتبقية للحصول على نسخة من 
Brandt [1994] .(F)‏ 
43.2.5 )+( افترض أن 6 بيان لوني من الدرجة/ . ولاحظ أن البديهية 5 و والفرضية 8.1.2 تشير إلى أن 
G‏ يحوي كل شجرة لها nek‏ الرؤوس بوصفه بيانًا جزتيًا .قم بتقوية هذه النتيجة لبيان مماثل» eco‏ عليه Ciba de‏ 
دالة: إذا كان f‏ تلوينًا Ges‏ ب k‏ من الألوان للبيان T cass. G‏ شجرة رؤوسها: {Wi ..., Wed‏ فتوجد دالة 
(T) V(G)‏ تحافظ على التجاور بحيث إن 7 = Wi)‏ ()/رلكل 1 . 
.(Gyarfas — Szemeredi - Tuza [1980], Summer [1981])‏ 
44.2.5. )+( افترض أن G‏ بيان لوني من الدرجة k‏ خصره يساوي 5 على الأقل؛ أثبت Gol‏ يحوي كل شجرة 
على ۸ من الرؤوس بوصفه بيانا V e‏ مستحدثاء plague)‏ جيرفاس - سنرميردي - توزا) 
.(Gyarfas - Szemerédi — Tuza [1980], Sumner [1981])‏ 
3.5. أوجه التعداد (Enumerative Aspects)‏ 
2 بعض الأحيان. نسلط الضوء على مسألة صعبة من خلال الأخذ 2 الحسبان مسألة أعم. لا توجد 
خوارزمية جيدة معروفة لاختبار وجود تلوين فعلي من الدرجة ۸ ( انظر الملحق (B‏ ولكن ما زال بإمكاننا 
دراسة عدد التلوينات الفعلية من الدرجة ۸ Lin)‏ نثبت مجموعة من الألوان عددها ۸). 
إن العدد اللوني Y(G)‏ هو أصغر عدد k‏ بحيث يكون العد موجبًا. إن معرفة العدد لكل / يجعلنا نعرف 
ما هو العدد اللوني. لقد nis‏ بيركوف (Birkhoff)‏ العام 1912 بتقديم مسألة Gi plo iioi ots all‏ 
Uses‏ لحل مسألة الألوان الأربعة (البند 3.6). 2 هذا الجزء من haill‏ سنناقش خواص دالة «aal‏ 
ومجموعة البيانات التي يسهل عليها حساب دالة العد ومواضيع أخرى متصلة بهذا الموضوع. 
حساب التلوينات الفعلية (Counting Proper Coloring)‏ 
نبدأ بتعريف مسألة العدّ بوصفها دالة AS‏ 
eta pad 1.3.5‏ ليكن lo Gs K € N‏ معطى. تمرف الغينة Y(G;K)‏ على sus Ll‏ التلويفات القملية 
[k]‏ > (100:/. إن مجموعة الألوان المتواضرة هي: [E]‏ =[۸ ,... ,1) ومن الممكن ألا نستخدم كل 
ال لونًا 2 التلوين f‏ . إن تغيير أسماء الألوان المستخدمة A‏ تاوين معين ينتج slate, Usb‏ 
2.3.5 مثال (Kr; k) = k":‏ و.(1 + Kuk) = k(k-1)...(k—n‏ 
عند تلوين رؤوس Kn‏ نستطيع أن نستعمل أي لون من اد ۸ Gs‏ عند كل رأس بغض النظر عن الألوان التي 
استعملناها عند الرؤوس الأخرى . علاوة على أن كل دالة من ال ,»ل دالة من مجموعة الرؤوس إلى المجموعة [A]‏ 
هي تلوين فعلي. لذاء K" ola‏ = (/:1)/. لا نستطيع استخدام الألوان التي استخدمت سابقا ‏ أشنا ء التلوين 
لتلوين الرأس 7 عند تلوين رؤوس Kn‏ لذا فإنه يتبقى 1 + ۸-1 لونا بوصفه خيارًا لتلوين الرأس7 بغض النظر 
عن الطريقة التي أختيرت فيها الألوان السابقة. لذاء (Kuk) = K(k- 1(... (k— + 1) obs‏ باستطاعتنا 
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أيضًا عدّ هزه mls‏ )7( وذلك بأن نختار Light Yi‏ مختلمًاء ثم نضرب المقدار M B‏ من أجل عد الطرق التي 
من خلالها نحدد الألوان للرؤوسء فعلى سبيل المثال 6 = (R334) = 24 ,4(K,;3)‏ 

لاحظ أن قيمة حاصل الضرب تساوي 0 عندما 7# > ik‏ وهذا منطقي لأنه لا يوجد تلوين فعلي بذ K‏ من 
الألوان للبيان Kn‏ عندما z n 1 Kk > n‏ 

TIE 

5.. فرضية : إذا كانت T‏ شجرة لها 7 من الرؤوس. فإن ' "(۸-1) AK) = k‏ 
الاثبات: اختر V Lal)‏ ليكون جذرًا TS‏ نستطيع تلوين V‏ ب ۸ من الطرق. إذا وسّعنا التلوين الفعلي للرؤوس 
الجديدة بالتزامن مع تنمية الشجرة من V‏ فإن اللون الممنوع عند كل خطوة هو لون الوالد. لذاء يوجد لدينا 
1 - ۸ خيارًا لتلوين أي رأس جديد. بالإضافة إلى AUIS‏ فإن حذف ورقة يبين استقرائيًا أن كل تلوين فعلي 


z (Tek) = k (k-1) "olo ب ۸ من الألوان يظهر بهذه الطريقة. لذاء‎ 
k-1 k-1 
k k-1 k-l 
k-l 


هناك طريقة أخرى لعدّ الألوان. وهي ملاحظة أن الصفوف اللونية لكل تلوين فعلي للبيان © تجزئ 
VG)‏ إلى مجموعات مستقلة. وبتجميع الألوان بحسب هذه التجزئةء يتم الحصول على صيغة (قاعدة) 
ل (G;K)‏ وهي كثيرة حدود .2 ۸ درجتها تساوي (7)0. لاحظ أن هذا يتحقق للأجوبة 2 المثال 12.3.5 
والفرضية 3.3.5. وبما أن هذه الخاصية تتحقق لكل oly‏ فإن Y(G;K)‏ بوصفها ala‏ 2 / تسمى كثيرة 
الحدود اللونية للبيان ©. 


5 فرضية : افترض أن (1 + xo) = x(x — 1( ... (xr‏ إذا كانت DAG)‏ ترمز إلى عدد تجزئات 
VG)‏ إلى F‏ من المجموعات المستقلة غير الخالية. فإن (GE) = y, Oko‏ وهذه كثيرة حدود من 
الدرجة TE n(G)‏ 

الإثبات: عندما نستخدم ” من الألوان las‏ 2 تلوين فعلي» فإن الصفوف اللونية تجزئ V(G)‏ إلى 7 من 
المجموعات المستقلة. وهذا يمكن أن يحدث ب pr (G)‏ طريقة. وعندما يتوافر لنا k‏ من الألوانء فإنه يوجد 
بالضبط (»۸ طريقة لاختيار الألوان وتحديدها للصفوف. إضافة إلى أن التلوينات الفعلية جميعها تظهر بهذه 
الطريقة. لذاء فإن الصيغة المعطاة أعلاه ل Y(G;K)‏ صحيحة. 

بما أن »۸ كثيرة حدود .2 ۸و PAG)‏ ثابت لكل ola r‏ هذه الصيغة تعطي أن Y(G;K)‏ دالة كثيرة حدود ب /. 
لاحظ أنه عندما يكون عدد رؤوس G‏ يساوي 7 فيوجد بالضبط تجزئة واحدة ل G‏ إلى 7 مجموعة مستقلة: ولا 
توجد أي تجزئة أخرى تستخدم مجموعات أكثر من ذلك. لذاء فإن الحد القائد (الحد ذو الدرجة الأعلى) 
هو KK"‏ " 


5. مثال: 1 = Letts DAG)‏ وذلك من خلال استخدام مجموعات حجم كل منها يساوي 1. ولذلك 
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YL p(G) = 0‏ إذا خلا 6 من الأضلاع؛ لأن كل مجموعة الرؤوس تكون مجموعة مستقلة فقط للبيان » K‏ 
خد 2 الحسبان البيان G = Ca‏ توجد بالضبط تجزئة واحدة إلى مجموعتين مستقلتين: إن الرؤوس المتضادة 
(المتقابلة) تكون 2 المجموعة نفسها. وعندما 3 = r‏ فإننا نضع رأسين متضادين 2 مجموعة: ونترك الرأسين 
الآخرين. مجموعات وحدهماء ويمكننا عمل ذلك بطريقتين. لذاء فإن 1 = ios pa = l ps = Lipa‏ 
K(k- 1)+ 2- k(k-1)(k-2)+ 1- k(k - D(k- 2(k-3) = K(k - D(-3k +3)‏ :213 وبمار = 
إن حساب كثيرة الحدود اللونية بهذه الطريقة - عمومًا - غير مناسب بسبب وجود عدد كبير من 
التجزئات للأخذ 2 الحسبان. وتوجد حسابات بخطوات مكررة كتلك التى استخدمت 2 الفرضية 8.2.2. 
لعدّ الأشجار BAA‏ اجعل € . 6 مرة أخرى ترمز إلى البيان الذي نحصل عليه من G‏ بتقليص (إنقباض) 
الضلع ‏ ( التعريف 7.2.2). بما أن عدد التلوينات الفعلية من الدرجة/ لا تتأثر بالأضلاع المكررة؛ Ula‏ نهمل نسخ 
الأضلاع المكررة التي تنتج من جراء إجراء عملية تقليص ( انقباض) الأضلاع» محافظين على نسخة واحدة فقط من كل 
ضلع مكرر لعمل بيان بسيط. 
5 . نظرية : (صيغة التكرار اللوني: :Chromatic recurrence‏ (. إذا كان «as Glas G‏ وكان e‏ 
.X(G; k) = X(G - e; k) - X(G ١ e; k) ots F(G) 2 Gus‏ 
الإثبات: إن JS‏ تلوين فعلي من الدرجة ۸ للبيان G‏ هو تلوينٍ فعلي من الدرجة / للبيان © - G‏ بالإضافة 
إلى أن التلوين الفعلي من الدرجة / للبيان © - © يكون تلوينا ed‏ من الدرجة k‏ للبيان © إذا وفقط إذا 
أعطلى هذا التلوين Ll‏ مختلفة للرأسين U‏ و اللذين هما رأسا الضلع ©. لذاء نستطيع حساب التلوين الفعلي 
من الدرجة / للبيان © بطرح عدد التلوينات الفعلية من الدرجة ۸ للبيان © - G‏ التي تعطي U‏ و۷ اللون نفسه 
من x(G - e; K)‏ 
لاحظ أن تلوينات © - G‏ التي يكون 3 و1 فيها اللون نفسه ترتبط مباشرة بالتلوينات الفعلية من الدرجة 
k‏ للبيان € — G‏ التي فيها لون الرأس الناتج عن الانقباض هو لون الرأسين V gU‏ نفسه. إن مثل هذا التلوين يلون 
as‏ أضلاع © . جميعها إذا وفقط إذا لون هذا التلوين أضلاع 6 المختلفة عن © جميعها. n‏ 


ا 


5. مثال: التلوين الفعلي من الدرجة k‏ للبيان Ca‏ إن حذف ضلع من Ca‏ ينتج Pa‏ ولكن 
تقليص ضلع من Ca‏ ينتج Ks‏ وبما أن Ka‏ شجرة» و Ks‏ بیان obs ab‏ لدينا'(1 - XPa K) = K(k‏ 
و(2 - (Ks; k) = K(k - 1) (k‏ وباستخدام صيغة التكرار اللوني فإننا نحصل على: 
k)- x(Ks k)= k (k -D(k*-3 k+3)‏ نك) :6 (Cg‏ "® 
ly‏ أن ©. G — e gG‏ تحوي أضلاعًا J‏ من G‏ فبإمكاننا استخدام صيغة التكرار اللوني استقرائيًا 
لحساب (Gs k)‏ لاحظ Lil‏ نحتاج إلى شرط ابتدائي للبيانات التي ليس لها أضلاع» والتي سبق أن 
حسبناها: AK»; k) = k”‏ 
5. نظرية : Whitney [1933 c])‏ ( افترض أن G‏ بيان بسيطء فإذا كانت A(G; K)‏ هي كثيرة الحدود 
اللونية لهذا ola!‏ فإن درجة X(G; K)‏ هي (7)0. كما أن معاملات XG; kK)‏ هي أعداد صحيحة 
تتذبذب 2 الإشارة بين الموجب والسالب» وتبدأ على الشكل: .... eG),‏ ,1 . 
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الإثبات: نستخدم الاستقراء على .e(G)‏ لاحظ أن الادعاء يتحقة يتحقق تلقاتيًا عندما 0 = eG)‏ حيث 
k) =k”‏ :,#)ن. ولخطوة الاستقراءء افترض أن 6 بیان له 7 من الرؤوس» و 1 < CG)‏ 
إن MS‏ من e 4.G - e‏ . © يحوي أضلاعًا عددها أقل من عدد أضلاع © ويوجد 1 - 77 LAL,‏ للبیان 
.G.e‏ لذاء وباستخدام فرضية الا ستقراءء نجد أن هناك ISl acl‏ صحيحة غير سالبة (ai)‏ و {Di}‏ بحيث 
إن -e: = ar “lak!‏ م )بن و e; K) = E CD bi"‏ - ©)بر. ونجد من التكرار اللوني أن: 


x(G - e; k): k" -[e(G)- 1] kt + روم‎ -..* (-D ak" ... 
- X(G ١ e; kK): -( ke bik? +04 (DA bak" ..) 
=  X(G;k) k'-e(G)k-'c-(atb)k? -..- (Di Gt bak”... 


لذاء X(G; K) ola‏ هي كثيرة حدود, معاملها القائد 1 = ao‏ والمعامل الذي يليه هو -(a, + by) =e (G)‏ 
وتتذبذب إشارة معاملاتها بين الموجب والسالب. z‏ 
9.3.5 مثال : عند إضافة ضلع إلى gly‏ فإننا نحصل علي بيان يسهل حساب كثيرة الحدود اللونية له. حيث 
يمكننا استخدام صيغة التكرار اللوني بطرق مختلفة؛ فبدلا من كتابة ( (G. e;k‏ بز - ( X(6; ۸ ( = x(G-e;k‏ 
فإننا نستطيع كتابة MG - e; k) = X(G; E) + X(G ٠ e; K)‏ 

ولحساب X(Ks- ©: K)‏ على سبيل JEN‏ فإننا نفترض أن 6 = ,#1 الصيغة البديلة أعلاه لنحصل على أن: 


1(K,—esk) = 2(K, 3k) + 10K, 43 E) = (kn 42) E cen 


Zi We 


وسننهي مناقشة هذا الموضوع من خلال إعطاء صيغة صريحة لإيجاد ( das ./)6 ; k‏ أن لهذه الصيغة الكثير 

من الحدود الأسية. لذاء فإن استخداماتها ستكون نظرية بصورة أساسية. إن هذه الصيغ تلخص النتيجة التي 

نحصل عليها إذا استخدمنا صيغة التكرار اللوني حتى نتخلص من اختيار الأضلاع جميعها. 

5 . نظرية + (Whitney [1932 c])‏ افترض أن (G)‏ © ترمز إلى عدد المركبات لبيان 6. إذا أعطينا 
S C EG)‏ مجموعة جزئية من أضلاع G‏ وإذا كانت GES)‏ ترمز إلى البيان المولد للبيان G‏ الذي أضلاعه 
تساوي المجموعة S‏ فإن العدد X(G; K)‏ الذي يمثل عدد التلوينات الفعلية للبيان G‏ يُعطى بالعلاقة: 


x(G; k) = ee a E) 


and سابع‎ Likes أصملاعا مكررة.‎ ads قن‎ aL ast فإن‎ sll من تطبيق صيغة التكرار‎ OLANI 
الصيغة التي‎ 2 555 is أن حذف النسخ الإضافية من الأضلاع لا‎ Ld وندعي‎ . X(G; ۸(2 الأضلاع المكررة لايؤثر‎ 
نرغب ے إثباتها.‎ 
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افترض أن © و © ضلعان 2 G‏ لهما النقاط الطرفية نفسها. لاحظ أنه إذا كان e € Sge e S‏ 
(e))) = e(G(S)) ot‏ لا e(G(S‏ لأن طر © ينتميان إلى المركبة نفسها ل -G(S)‏ على أي «Jis‏ 
lad. [s U (e| = [5| +1‏ » فإن حدود المجموع الخاصة ب 5و fe}‏ ل S‏ تختصر معا. ومن هناء ola‏ حذف 
حدود مجموعات الأضلاع التي تحوي e‏ لا يغير المجموع. وهذا يعني أنه بإمكاننا ca‏ © أو إبقائه دون تغيير 
الصيغة. 

ر عند حساب صيغة التكرار اللوني» فإننا نحصل على النتيجة نفسها إذا لم نهمل الأضلاع المكررة أو النشط. 
وبدلاً من ذلك, احتفظنا بالأضلاع المحذوفة جميعها أو التي تم تقليصها . وبتكرار تطبيق الصيغة pyle dm‏ 
sth the 2€G)‏ حملية ola. adeg: lesen pas ait‏ كل ضلع قد 32« nana‏ 


هنما قحد الأشلاع Gains‏ أو oaa‏ فإن البيان المتبقي يتألف من رؤوس معزولة. اجعل S‏ تمثل 
مجموعة الأضلاع التي تم تقليصهاء إن الرؤوس المتبقية ترتبط بمركبات -G(S)‏ وأن كل مركبة من هذه 
الركبات تصبح Ly‏ واحدا عندما غلم أشلاع 3 candy‏ الأضلاع الأخرى. إن ال FM LÀ  e(G(S))‏ 
2 النهاية تعطي حدًا له KOM‏ لونا. بالإضافة إلى Ad‏ فإن الإشارة تتذبذب لكل مساهمة ناتجة عن 
انقباض لضلع وتكؤن المساهمة موجبة إذا وفقط إذا كان Baa [S|‏ زوجيًا. 


لذاء وعندما تكون S‏ هي مجموعة ET pu‏ فإن المساهمة تكون مساوية »96 (y! KE‏ 
وهذا LAS‏ لكل حد .2 المجموع. . 


5. مثال: كثيرة حدود لونية. 2 الحالة التي يكون فيها ly G‏ بسيطا على 7 من الرؤوس» فإن كل بيان 
جزئي alga‏ عدد أسلاعه 0 أو 1 أو 2 aatia‏ أو 1 |S|=3 Ladies coh pil ule US E‏ 
فإن عدد المركبات يساوي 2 7 131 وفقط إذا كانت الأضلاع الثلاثة تشكل ilta‏ وبخلاف ذلك» يكون عدد 
المركبات 3 -۸. 

فعلى سبيل SLM‏ إذا كانت G‏ طائرة ورقية (لها 4 رؤوس و5 أضلاع) ola‏ هناك 10 مجموعات -2 كل 
منها ثلاثة أضلاع؛ حيث نجد 2 اثنتين منها أن GCS)‏ مكونة من مثلث إضافة إلى رأس معزول واحد. أما 
المجموعات الثمانية المتبقية فتعطي بيانا Uo‏ مولدًا له مركبة واحدة. إن نوعي هذه الثلاثيات يحسب سالبًا؛ 
لأن 3 = . لاحظ أن هناك مركبة واحدة لكل البيانات الجزئية المولدة التي لها 4 أو 5 أضلاعء لذاء فإن 
النظرية 10.3.5 تعطي أن: 

X(G;k) - :غ5 - 4ع‎ +10k? -(2k? + 8k')4+5k -k k^ 5k? + 8k? - Ak 





وهذا يتفق مع )2 - X(G; k) = K(k - 1( (k‏ التي تحسب من خلال الألوان Gala‏ أو باستخدام 
XG; E) = (Cs; E) - x(Ps; K)‏ " 


لقد أثبت ويتني (Whitney)‏ النظرية 10.3.5 باستخدام مبدأ التضمين والاستيعاد للعد البسيط. من 

بين المجموعة الكلية ۸ من الألوان. فإننا نعني بالتلوين الفعلي كل تلوين لا يحدد اللون نفسه لطر أي ضلع 
البيان . اجعل :4 تمثل مجموعة التلوينات من الدرجة / التي تحدد اللون نفسه لطر الضلع :©. نرغب 2 
حساب التلوينات التي لا تقع ‏ أي من Al, ... Am‏ (انظر التمرين 17). 
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البيانات الوترية (CHORDAL GRAPHS)‏ 
إن Se‏ التلوينات سهل بالنسبة إلى الأشجار والبيانات التامة (والطائرة الورقية). حيث تظهر هذه 
البيانات من Ki‏ عن طريق الإضافة بالتتابع لرؤوس مربوطة Anan‏ وكثيرة الحدود اللونية لمثل هذا البيان 

هي حاصل ضرب عوامل خطية. 


5. تعريف: نقول: إن رأسًا .2 hisa G‏ (بسيط: (Simplicial‏ إذا كان جواره .2 G‏ 
duac‏ حيث Ol‏ ترتيب الحذف المبسطي (simplicial elimination ordering)‏ هو ترتيب 
(Vs , ..., vi)‏ لحذف الرؤوس» بحيث إن Vi‏ رأس مبَسّطي للبيان المتبقي المستحدث من قبل 
aud) - (Vi, aV‏ هذه oles 5 Ll ls sl‏ الحناف الكاملة). 

5. مثال: كثيرات الحدود اللونية من ترتيبات الحذف المبسطي. إذا كانت لدينا شجرة: فإن ترتيب 

الحذف المبسطي فيها هو حذف متتابع لأوراق من هذه الشجرة. لقد لاحظنا أنه إذا كانت G‏ شجرة على N‏ 

من الرؤوس. E) = k(k— 1("-١ ot‏ 05)/[. 
عندما تكون os Va‏ , 7 ترتيب حذف مبسطي ola GS‏ قاعدة الضرب الخاصة بالتركيبات الأولية 

k بعد التلوينات الفعلية من الدرجة‎ LU تسمح‎ (A (الملحق‎ (Elementary Combinatorics) 

للبيان ©. إذا V ..., Vici GS‏ ومن ثم أضفنا vi‏ فإنه يوجد d()‏ - ۸ طريقة لتلوين Vi‏ حيث 

اأ ...ر 0 (i) = |۷ w)‏ 4. لاحظ أن العامل d(i)‏ - ۸ مستقل عن الطريقة التي اختيرت بها 

الألوان السابقة؛ OY‏ جيران Kn Vi‏ ع ل ا0 اا Phases‏ 
حذف الرأس المبَّسّطي الذي يبدأ به ترتيب الحذف المبسطي يعطينا — استقرائيًا - أن كل تلوين فعلي من 

kaa jul‏ للبيان G‏ يظهر بهذه الطريقة . وبذلك تكون قد t‏ عن كثيرة الحدود اللونية بوصفها حاصل ضرب 

لعوامل خطية. 2 البيان coal‏ تمثل Vi‏ ... ترتيب حذف مبسطي. وعندما نكوّن by‏ بالترتیب Wi eee „Vs‏ 

فإن قيم (4)6 ,... ,(4)1 هي: 2. 3. 2. 1. 1. 0 على الترتيب» فضلا عن أن كثيرة الحدود اللونية هي: 

3 . k (k-L)(k-1) (k-2) 4-3) (k-2) 


v4 vs V6 


Vi v2 V3 


5. ملا حظة : من المهم ملاحظة أن بعض البيانات ee ee‏ 
بخاصية أن كثيرة الحدود اللونية هي أيضا لل ae‏ ل Pee‏ ا ek‏ حيث Fi‏ عدد 
لذاء فإن وجود ترتيب حذف مبسطي يكون شرطا m‏ وليس ضروريا لكي يكون لكثيرة الحدود اللونية 
خاصية التحليل الجميلة لعواملها الخطية. n‏ 

توجد ترتيبات حذف مبسطي لكل من Gleb‏ والبيانات التامةء والبيانات القريبة من البيانات التامة 
(Kn-e)‏ وبيانات الفترة ( التمرين 28). لاحظ أنه عندما 3< Vaile.‏ يوجد ترتيب حذف مبسطي Cy‏ 
للحلقة بسبب عدم وجود رأس مبسطي نبدأ منه عملية الحذف. حيث إن وجود ترتيبات حذف مبسطي EAS‏ 
fis ole‏ هذه الحلقات بوصفها بيانات مستحدثة. 
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5. تعريف: cajas‏ وتر (chord)‏ الحلقة C‏ على أنه ضلع غير موجود فيها ؛ وطرفاه CB‏ ونعرف 
الحلقة اللاوترية على أنها حلقة G2‏ طولها يساوي 4 على الأقل. ولیس لها وتر (وهذا ي يعني أن الحلقة هي 
بيان جزئي مستحدث) . ونقول إن البيان G‏ وتري إذا كان Le‏ بسيطا يخلومن الحلقات اللاوترية. 


الدافع وراء المصطلح «وتر» هو دافع هندسي. إذا رسمنا حلقة بحيث إن رؤوسها مرتبة على دائرة. 
ورسمت أوتارها بوصفها قطعًا مستقيمة: فإن أوتار هذه الحلقة هي نفسها أوتار الدائرة. 
ومن السهولة بمكان بيان عدم وجود حلقة لاوترية لبيان له ترتيب حذف مبسطي. لذا gla‏ توصيفنا لهذه 


البيانات هو نظرية TONCAS‏ أخرى . وسنفصل الجزء الأساسي من برهان الكفاية بوصفها بديهية تعد 2 
حدّ ذاتها مفيدة جدًا. (انظر أيضًا ([1983] .Laskar — shier‏ 


5 . بديهية : )]1982[ (Faraber — Jamison [1986] - Voloshin‏ لكل رأس Gi sole 2- X‏ 
يوجد رأس مبسطي ل G‏ وذلك من بين الرؤوس الأبعد عن GLX‏ 


الإثبات: نستخدم الاستقراء على (7)6. عندما 1 = (7)6. فإن الرأس الفريد 2 glas gi‏ 
لذاء افترض أن 2 < WG)‏ إذا كانت x‏ تجاور الرؤوس جميعهاء فإننا نطبق فرضية الاستقراء على البيان 
الوتري X‏ - ©. لاحظ أن كل رأس مبسطي G - × 2. y‏ يكون أيضًا Uus Laly‏ ب G‏ لأن X‏ يجاور 
كل N (v) U (v)‏ وبخلاف ذلك» اجعل T‏ تمثل رؤوس G‏ التي بُعدها عن X‏ أكبر ما يمكن؛ واجعل 
H‏ مركبة من مركبات GET]‏ وافترض أن S‏ تساوي مجموعة رؤوس '7 - G‏ التي لها جيران  VA)‏ 
واجعل © ترمز G - Sas po‏ التي تحوي X‏ 

















ندعي Sol‏ عصبة. لاحظ أنه يوجد لكل رأس S2‏ جار .2 VA)‏ وجار آخر 2 0. a‏ إذا كان كل من 
Vg U‏ رأسين مختلفين .2 S‏ فإن اتحاد أقصر المسارات من U‏ إلى ۷ عبر 17 و Q‏ يشكل حلقة طولها 4 على 
الأقل. وبما أنه لا يوجد أضلاع من VA)‏ إلى VQ)‏ فإنه لا يوجد لهذه الحلقة أوتار عدا MY‏ وبسبب عدم 
وجود حلقة لاوترية Ge‏ فإن U OV‏ وبما أن WV € S‏ رؤوس اختيارية. Sols‏ عصبة. 


owl‏ افترضٍ .G' = © ]5 U V (H)| ol‏ لاحظ أن x eG'‏ وبذا G' ola‏ أصغر من 6. لذاء 

نطبق فرضية الاستقراء على G'‏ وعلى رأس S 2-u‏ كذلك. Lary‏ أن $ duas‏ فإن .S -(u) c N(u)‏ 
لذاء وبفض النظر عن أن' 6 عصبة أم لا. فإن لها رسا مبسطيًا 2.2 ola Ne (z) > VG’) olas. V(H)‏ 
اران كوخ ٠ G 2. tus Lad‏ وكذلك فإن بَعَدَ 2 عن X‏ أكبر ما يمكن كما هو منشود. n‏ 
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5.. نظرية : )]1961[ (Dirac‏ يوجد ترتيب حذف مبسطي لبيان بسيط G‏ إذا وفقط إذا کان oss Lily G‏ 


الإثبات: pall‏ 53 3( افترض أن للبيان G‏ ترتيبَ حذف مبسطي. وأن C‏ حلقة 2 6. طولها 4 على الأقل. 
.2 اللحظة التي يقوم ترتيب الحذف بحذف رأس. ولنقل V‏ من رؤوس C‏ فإن جيران V‏ المتبقية تشكل عصبة. 
حيث تشمل هذه العصبة جيران V‏ الموجودة 2 C‏ إن الضلع الناتج الذي يربط بينها يشكل 2.1535 .C‏ لذاء 
فإنه لا يوجد 2 6 حلقة لاوترية. 


الكفاية: من البديهية 16.3.5 يوجد لكل بيان وتري رأس مبسطي. وهذا يعطي ترتيب حذف مبسطي من 
SR‏ ستقراء على (71)0؛ OY‏ كل بيان جزكي مستحدث من بيان وتري يكون بيانًا وتريًا. . 
بعض الخواص الأخرى للبيانات الوترية تظهر 2 التمارين 20 - 27 


(A Hint of Perfect Graphs) إطلالة على البيانات الكاملة‎ 


لقد أنبتنا 2 الفرضية 16.1.5 أن X(G) = eG)‏ وذلك عندما يكون G‏ بيان 373 بالإضافة إلى 
ذلك» فإن كل بيان جزئي مستحدث من بيان فترة يكون أيضًا بيان فترة؛ لأننا نستطيع حذف الفترة التي 
تمثل الرأس V‏ من الفترات التي تمثل البيان G‏ للحصول على تمثيل بفترات للبيان ۷ - 6. لذاء فإن العلاقة 
X(H) = 0)17(‏ تتحقق لكل بيان جزئي H‏ مستحدث من بيان فترة. 


5 . تعريف: نقول: إن البيان G‏ بيان كامل إذا تحقق أن X(H) = eH)‏ لكل بيان جزئي مستحدث 

.4 SV (G) لکل‎ x(G ]4[( = e(G [A ]) ويكافئ ذلك قولنا أن‎ H € G 

نعرّف عدد غطاء (أغطية) العصب O(G) (clique cover number)‏ لبيان © على أنه أصغر duc‏ 
يلزمنا من العصب 2 G‏ لتغطية V(G)‏ لاحظ أن -0(G)=x(G)‏ 

Ley‏ أن العصب والمجموعات Al‏ تتبادل الأدوار ف LAT‏ عملية 3 all‏ فان عبازة الكمال 3 G‏ هى 
a (HE) - 9011 (‏ لكل بیان جزئي مستحدث H‏ من 6. لقد أثبت لوفاس a, 1972 b]‏ 1792] نظرية البيان 
الكامل (PGT)‏ التي تنص على أن البيان 6 يكون كاملا إذا وفقط إذا كان G‏ کاملا. وسنثبت هذه 2 
النظرية 6.1.8. وهنا سنوضح البيانات الكاملة فقط. 


5 . تعريف: نقول: إن عائلة البيانات G‏ وراثية إذا كان كل بيان جزئي مستحدث من بيان 2 le G‏ 
Ge‏ 


5. ملاحظة : افترض أن © صف وراثي من البيانات. لبرهان أن كل بيان 2 «Jal G‏ يكفي أن 
نثبت أن G JSG) = OG)‏ ع -G‏ وبذلك» نكون قد شملنا برهان هذه المساواة للبيانات الجزئية 
لمستحدثة جميعها من 6. n‏ 
5. مثال : البيانات الثنائية الفرع وبياناتها الخطانية. إن البيانات الثنائية الفرع تشكل صقا وراثيًاو ©. 
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لذاء فإن البيانات pall ASLAN‏ ¢ تكون كاملة. وعندما يكون og pall SLB H‏ فإن عبارة الكمال ل H‏ هي التمرين 
5 التي تتبع aa a(H) = P'UT)‏ 2413 للبيانات الثنائية ig all‏ نلاحظ أن النتيجة غير 
البديهية ( ©)'6 = ( ©)0 = a (G)‏ تتبع النتيجة البديهية XG) =w (G)‏ من خلال ال PGT‏ 


لقد قدّمنا ‏ التعريف 18.2.4 اختصارًا لموضوع البيانات الخطانية لبرهان النسخة الضلعية من نظرية 
منجرء تذكر أن للبيان الخطاني wi L(G)‏ لكل ضلع من أضلاع © حيث إن e, f © V(L(G))‏ يكونان 
متجاورين إذا وجدتٌ لهما نقطة طرفية مشتر: كة G2‏ إن البيانات الخطانية للبيانات الثنائية الفرع تشكل 
عائلة وراثية؛ GY‏ حذف رأس 2 البيان الخطاني fie‏ حذف الضلع المرتبط بهذا الرأس .ب البيان الأصلي. 
لذاء فإن برهنة أن a(z (G)) = O(L(G))‏ وذلك baia‏ يكون Lila G‏ ثنائي الفرع ستثبت أن متممات 
البيانات الخطانية هي بيانات كاملة. لاحظ أن العصبة 2 L(G)‏ (عندما يكون G‏ ثنائي الفرع) تتألف من 
أضلاع © التي لها نقاط طرفية مشتركة. لذاء فإن تغطية رؤوس L(G)‏ بعصب, يقابل اختيار رؤوس 2 G‏ 
لتشكيل غطاء رأسى. إن المجموعات المستقلة & fies L(G)‏ مواءمات G2‏ إذن فالكمال لمتممات البيانات 
الخطانية للبيانات الثنائية ئية الفرع يؤدي لنظرية كونج وايجرفاري (( ©)7 = ( ©)'2) الخاصة بالمواءمة 
وأغطية الرؤوس للبيانات الثنائية الفرع. 

مما سبق؛ نجد أن ال PGT‏ كذلك تعطينا أن x(Z(G)) = e(2(G))‏ إن التلوين الفعلي للبيان 
LG)‏ هو تجزئة ل L(G)‏ إلى موائمات. وأن( o(L(G)) =AG‏ (للبيان الثنائي الفرع 6)لذاء فإن 
المساواة (( (L (G)) = © (L (G‏ تعني أنه يمكن تجزئة أضلاع البيان الثنائي الفرع G‏ إلى( A(G‏ مواءمة. 
وسنقدم 2 النظرية 7.1.7 برهانا مباشرًا لهذه النتيجة الإضافية ل كونج ]1916[ " 

بما أن كل بيان فترة هو بيان وتري ( التمرين 28( فبرهان أن البيانات الوترية جميعها هي بيانات كاملة 
يقوي الفرضية 16.1.5. وسنكتشف 2 البند 1.8 توصيفات أخرى لبيانات الفترة والبيانات الوترية. 


5 . نظرية : )]1960[ (Berge‏ إن البيانات الوترية هي بيانات كاملة. 


الإثبات: إن حذف الرؤوس لا ينتج حلقات لاوترية. لذاء فإن هذه العائلة وراثية. من الملاحظة 20.3.5 
يلزمنا فقط إثبات أنه إذا كان © وتريّاء KG) = © (G) ots‏ 

لقد أثبتا ب النظرية 17.3.5 أنه يوجد للبيان G‏ ترتيب حذف مبسطي. افترض أن ۷,... Vis‏ هي عكس 
لهذا الترتيب. إن جيران Vi‏ من المجموعة Vir}‏ , ... ,11 تمثل عصبة وذلك لكل 7. 

Late Lg Galas‏ على OUS V3 call Moka‏ لون ck ga Vi‏ قان الأنوان 1 -2 a‏ اقيرط جيران 
ل Vi‏ ظهرت سابقاء وبما أن هذه الرؤوس تشكل عصبة: لذا ومع Vi‏ فإننا سنحصل على عصبة حجمها k‏ أي 
اننا سنحصل على عصبة حجمها يساوي عدد الالوان المستخدمة. " 

يوضح برهان النظرية 22.3.5. أن التلوين الجشع بالنسبة إلى عكس ترتيب حذف مبسطي ينتج تلويتا أمثل. 
وهذا يعمم الفرضية 16.1.5 المتعلقة lily‏ الفترة. إن Vn‏ هي عكس لهذا الترتيب. وأن جيران Vi‏ من المجموعة 
SENSA HR scs Vn}‏ سنعرض صفا اساسيًا واحدًا من البيانات الكاملة يشمل البيانات الثنائية الفرع جميعها. 
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5 . تقعريف”. نعرّف التوجيه المتعدي للبيان © على أنه توجيه D‏ بحيث إنه إذا كان نزاو YZ‏ ضلعين 
D 2‏ فإنه يوجد ضلءٍ آخر Xz‏ 2 6 موجه من DBZ MX‏ . ويسمى البيان البسيط G‏ ببيان مقارنة 
إذا وَجِدَ له توجيه متعد. 

5 مثال*. افترض أن G‏ بيان ثنائي بالتجزئة الثنائية X, Y à‏ . إذا وجُھنا كل ضلع من X‏ إلى Y‏ 

(Vacate‏ على iata dac‏ لذا tdi ole IO‏ هو Ala ble‏ إن التوجيه المتعدي يظهر من 

علاقات ترتيب» حيث إن X — Y‏ يمكن أن تعني أن × تحوي os J‏ علاقة 3a‏ . 

5 . فرضية*. ([1960] (Berge‏ . بيانات المقارنة هي بيانات كاملة. 

الإثبات: كل بيان جزئي موجه لبيان موجه Jake‏ يكون متعديًا . لذاء فإن مجموعة بيانات المقارنة هي بيانات 

وراثية. وبذلك يلزمنا فقط أن نبين أن كل بيان مقارنة قابل للتلوين باستخدام Ga O(G)‏ 


افترض أن F‏ توجيه Sate‏ للبيان G‏ لاحظ أن YF‏ تحوي حلقات. وكما هو واضح من برهان النظرية 
21.1.5 فإن تلوين G‏ الذي يعين لكل رأس V‏ عدد الرؤوس 2 أطول مسار .2 F‏ ينتهي عند V‏ هو تلوين 
فعلي. وباستخدام التعدي» فإن الرؤوس 2 أي مسار ,2 F‏ تشكل عصبة  G‏ وبذلك نكون قد أثبتنا أن 
E x(G) > oG)‏ 
حساب التوجيهات اللاحلقية (اختياري) 
(Counting Acyclic Orientations (optional))‏ 

من المدهش أن X (G; K)‏ تحمل معنى 2 الحالة التي يكون فيها k‏ عددًا صحيحًا سالبًا. يسمى التوجيه 
الذي لا يحوي حلقات لبيان G‏ بتوجيه لا حلقي للبيان. إن إعطاء k‏ القيمة 1- 2 X (G; K)‏ ستساعدنا على 
حساب التوجيهات اللاحلقية للبيان ٠  .6‏ 
5 . مثال: يوجد للبيان Ca‏ أربعة أضلاع و16 توجيهاء منها 14 توجيهًا لاحلقي. لقد أثبتنا -2 المثال 
5 إن )3 + X (Cy k)= k (k - 1) (?- 3k‏ وبحساب هذه القيمة عندما 1- = k‏ نجد أن 
n (-1)(-2)(7)=14‏ 
5 . نظرية )]1973[ .(Stanley‏ إن قيمة X (G; K)‏ عندما 1- = k‏ ھی ™)1-( مضروبًا .2 عدد 

التوجيهات اللاحلقية للبيان 6. à‏ 
الإثبات: نستخدم الاستقراء على -e(G)‏ افترض أن ) a (G‏ هي عدد التوجيهات اللاحلقية للبيان G‏ لاحظ 
أنه عندما يخلو البيان © من pou‏ فإن 1=( 4)6 و ^^ )71( = la y (G;-1)‏ فإن الادعاء يتحقق. 
سنتبت أن E(G) Jaa(G)- a(G-e) + a(G. e)‏ ع ©.وإذا كان ذلك صحيحًاء فيمكن استخدام 
خطوات مكررة على ud‏ وفرضية الاستقراء على a(G)‏ بدلالة A(G; K)‏ والتكرار على A(G; K)‏ . 


(I x @-es-1)+ C1) 9" (Ge) = ("x (65) 977‏ = )6( 
الآن. نثبت التكرار على 4. إن كل توجيه لاحلقي للبيان G‏ يحوي توجيهًا لاحلقيًا للبيان .G-e‏ إن 
Dite s‏ وکن aaro‏ إلى 0 أو 1 2 ویوا ای ان امن کان کیا دا =v‏ 6 

2-5 حال عدم وجود مسار من U‏ إلى V‏ فإننا نستطيع اختيار التوجيه V — U‏ 2-5 حال عدم وجود مسار من 
۷ إلى U‏ فنستطيع اختيار التوجيه U V‏ وبما أن «ual D‏ فإن YD‏ تحوي مسارًا Cpe‏ إلى V‏ ومسارًا 
من ۷ إلى BU‏ الوقت نفسه» لذا فإن هذين الخيارين للضلع © لا يمكن أن يكونا ممنوعين .2 الوقت نفسه. 


229 alagilaagl 5 


a(G —e) ©تساوي‎ (G ( وبذلك فإن‎ SEY بإحدى طريقتين على‎ D على ذلك» فإنه يمكن تمديد‎ fing 
بالإضافة إلى عدد التوجيهات التي يمكن أن تمدد بالطريقتين. إن هذه التوجيهات التي يمكن تمديدها بهاتين‎ 
وكذلك لا يوجد فيها‎ V التي لا يوجد فيها مسار من 7 إلى‎ G e الطريقتين هي التوجيهات اللاحلقية للبيان‎ 
أو من‎ V MU من هذه التوجيهات؛ لأن أي مسار من‎ A(G. e) إلى لاحظ أنه يوجد بالضبط‎ V مسار من‎ 
ل‎ G. © 2 يصبح حلقة‎ G - © توجيه للبيان‎ loa إلى‎ ۷ 
وتفسيره عندما يكون ۸ عددًا سالبًا بوجه عام (التمرين 32( هي مثال واضح على ما‎ X(G; K) توضيح‎ 
-(Stanley [1974]) يسمى "التبادل التوافقي".‎ 
.© يمكن أن يكون كثيرة حدود أو عدد التلوينات الفعلية من الدرجة ۸ للبيان‎ XG; k) أن الرمز‎ da Y 
(Exercises) تمارين‎ 
احسب كثيرات الحدود اللونية للبيانات المرسومة أدناه:‎ (-) 5 


mm. 


2.3.5. )7( استخدم التكرار اللوني للحصول على كثيرة الحدود اللونية لكل شجرة على 77 من الرؤوس. 
3.3.5 )-( أثبت أن 3۸ + 4۸ — K^‏ ليست كثيرة حدود لونية. 
ei (a ) 5‏ أن (Co; kK) = (k= 1)" + CIyY'(k- D‏ 
(b‏ إذا كان H = GV Ki‏ أثبت أن AE; K) = k%(G; k-1)‏ 
من الفرعين السابقين. جد كثيرة الحدود اللونية للعجلة C, V Ki‏ 
5.3.5 افترض أن Gn = Pn 0 Kr‏ (حيث 1 < 7). لاحظ أن هذا بیان له 27 Lil,‏ و 2 — 37 ضلعًا كما هو 
موضح 2 الشكل أدناه. أثبت أن: )1 — (Gus K) = (2-3 3)" Kk‏ 


MEN 


5 )1( افترض أن © بيان له 7 من Quad sll‏ استخدم الفرضية 4.3.5 لإعطاء برهان غير استقرائي 
لحقيقة أن معامل X(G; k) 2- 1-١‏ هو (©)© -. 
5 اأثبت أنه لا يوجد لكثيرة الحدود اللونية لبيان على 7 من الرؤوس جذر حقيقي أكبر من 1 n=‏ 
(مساعدة: استخدم الفرضية 4.3.5). 
8.3.5 )1( أثبت أن عدد التلوينات الفعلية من الدرجة ۸ لبيان مترابط G‏ يكون أقل من !-”(1 — (Kk‏ وذلك 
عندما يكون 3 < ۸و6 ليس شجرة. ماذا يحدث عندما 2 = Sk‏ 
Q) 9.3.5‏ أثبت أن ) »| (G:xt+y)= 2 woe [U [:X )x(c [U‏ 

(مساعدة: Le‏ أن طر2 bn‏ هما كثيرتاء فيكفي أن نثبت تحقق المساواة عندما يكون 
y 9X‏ أعدادًا صحيحة موجبة: قم بذلك من خلال (Rain ay play les Ls x +y de‏ 
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n-l 
لكل‎ a, «( i } أثبت أن‎ . X(G:K)= SD (-1)a,K * مترابط بحيث إن‎ Oly G افترض أن‎ .5 
: (مساعدة: استخدم التكرار اللوني).‎ l Sin 
من الأضلاع (مساعدة:‎ G يساوي صفرًاء إلا إذا خلا‎ XG; K) أثبت أن مجموع معاملات‎ (Y) 13.5 
. عندما تكون الدالة كثيرة حدود. فكيف يمكن الحصول على مجموع المعاملات5)‎ 
:X(G; K) معاملات‎ (+) 5 
ich ERE أثبت أن آخرحد غير صفري ب كثيرة الحدود اللونية للبيان 0 هو الحد الذي‎ (a 


(b‏ استخدم فرع (a)‏ لبرهنة أنه إذا كانت ٩<) "| ee plk) = krak" +.. + ck‏ فإن ليست 
كثيرة حدود لونية. EE,‏ ثيل OTN‏ راود ار 5 iaia‏ 
13.3.5 . افترض أن © Ho‏ بيانان يمكن أن يكونا متداخلين (إبينهما أجزاء مشتركة): 

(Gk) x(k) 


(GUH;k)= anm dede. ABL 6 07 إذاكان‎ (a 

MEG بيانا‎ 6 AH لايكون‎ Lexie اخترمسارين اتحادهما حلقة لتثبت أنهذه الصيفة يمكن أنتفشل‎ (b 

(C‏ طبق الفرع (A)‏ لتستنتج أن العدد اللوني للبيان هو أكبر عدد لوني لقوالب هذا البيان. 
14.3.5 )1( لتكن Shy P‏ بيترسون. من نظرية بروكس. نعلم أن هذا البيان ثلاثي اللون؛ لذلك. وباستخدام 
مبدأ طواقي alendi‏ نجد .2 G‏ مجموعة مستقلة S‏ حجمها 4: 

.2- 5 = أن ر3۸‎ ms (a 
والتماثل» حدد عدد تجزئات رؤوس 7 إلى ثلاث مجموعات مستقلة.‎ (A) باستخدام فرع‎ 

(b‏ بوجه ale‏ كيف يمكن الحصول على عدد التجزئات إلى أصغر عدد من المجموعات المستقلة من 

ثيرة الحدود اللونية للبيان SG‏ 

5_. افترض أن العدد اللوني للبيان G‏ يساوي A‏ أثبت أنه يوجد على الأكثر AM‏ تجزئة لرؤوس © إلى 
k‏ من المجموعات المستقلة. حيث إن البيإن الفريد الذي يحقق المساواة Ky + (n — K) Kiga‏ (عصبة من 
às. all‏ ۸ إضافة إلى k‏ - ۸ راسا (una‏ (مساعدة: استخدم الاستقراء على M‏ وخذ 2 الحسبان حذف 
رأسواحı(.‏ )]1971[ .(Tomescu‏ 
16.3.5 افترض أن G‏ بيان بسيط له 77 من الرؤوس و من الأضلاع. أثبت أنه يوجد ب © Éta aC)‏ على الأكثر. 
استنتج أن معامل 2/2 X(G;K)‏ يكون موجبًاء إلا إذا كان G‏ يحوي Maly Lily‏ على الأكثر. (مساعدة: استخدم 
النظرية 10.3.5). 
5 (*) استخدم مبدأ التضمين والاستبعاد لبرهان النظرية 10.3.5 مباشرة. 
18.3.5. )1( .33 2 الحسبان كثيرات الحدود اللونية للبيانات أدناه: 

(A‏ دون حساب كثيرتي الحدود هاتين, أعط He ps‏ قصيرًا على أنهما متساويتان. 

cast (b‏ كثيرة الحدود اللونية هذه 2 صورة حاصل جمع كثيرتي حدود لونيتين لبيانين وتريين. 
واستخدم هذا لحسابها بسطر واحد. 
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19.3.5. )7( افترض أن G‏ هو البيان الذي نحصل عليه من Ke‏ من طريق قسمة أحد الأضلاع. ؛ استخدم 
التكرار اللوني لحساب X(G; K)‏ بوصفه hola‏ ضرب لعوامل خطية (عوامل على الشكل esl .)۸ — c;‏ أن 
© ليس Gls‏ وتريًا. )]1980[ .(Read [1975], Dmitriev‏ 
5 . افترض أن G‏ بيان وتري. استخدم ترتيب حذف مبسطي لبيان 6 لبرهنة العبارات الآتية: 

G يوجد ل 6 على الأكثر 7 من العصب العظمى» حيث تتحقق المساواة 2 الحالة التي لا يحوي فيها‎ (a 
.(Fulkerson — Gross [1965]) أضلاعًا.‎ 

(b‏ إن كل عصبة عظمى 2 G‏ لا تحوي Laly‏ مبسطيًا للبيان تكون مجموعة فاصلة. 
5 یعرف عدد سزكرز وولف (Skekeres— wilfnumber)‏ للبيان 6 على أنه ( max, og (H‏ +1 
ual‏ أن البيان G‏ يكوق Gla‏ وقريًا إذا وفقط إذا تحقق أنه 4 كل بيان جزئي من G‏ يكون عدد سزكرز وولف 
مساويًا لعدد العصب. )]1982[ Voloshim‏ (- 
22.3.5 افترض أن KG)‏ تمثل عدد العصب من الدرجة ” لبيان وتري مترابط .G‏ أثبت أن 
Zra l-1) K, (G)=1‏ . (مساعدة: استخدم الاستقراء على A(G)‏ لاحظ أن صيفة ذات الحدين (الملحق 
(A‏ تعطینا أن 7)=0( Ey‏ عندما (m € N‏ 
2335 افترض أن ك هي مجموعة رؤوس حلقة ‏ بيان وتري ©. أثبت أنه توجد 2 5 حلقة رؤوسها هي رؤوس S‏ 
جميعها ما عدا Wooly Lil,‏ . (تعليق: ب2 الحالة التي توجد للبيان G‏ حلقة مولدة وتكون pad S C VG)‏ هندري 
بأنه توجد أيضًا للبيان dale G‏ رؤوسها هي S‏ كلها بالإضافة إلى رأس واحد خر(« )]1990[ .(Hendry‏ 
24.3.5 افترض أن © ضلع ‏ حلقة late C‏ وتري» أثبت أن © تشكل bite‏ مع |o‏ س ثالث من رؤوس C‏ 


25.3.5. افترض أن Q‏ عصبة عظمر 2 بيانوتري IG‏ أثبت أنه إذا كان © — ol. Last ue LOG‏ 9 تحوي 
رأسًا Voloshin — Gorgos [1982]) lass‏ (. 


263.5 يثبت التمرين 13:3.5. ال2 HCE UE!‏ 


bU GNH نا ©)#عندمايكون‎ 27: ) = "Gita 


GNH بيانًا وتريًا بصرف النظر عن أن‎ GU H أثبت أن هذه الصيغة تت تتحقق 2 الحالة التي يكون فيها‎ (a 
بیان تام.‎ 

(b‏ أثبت أنه إذا كان Lax‏ 2 بيان وتري 6 فإن: 

x(G[N (x); 1) 

G;k G -x;k)k 

eU Dua]‏ ارد وم 

(تعليق: يسمح فرع (b)‏ بحساب كثيرة الحدود اللونية لبيان وتري G‏ عن طريق ترتيب حذف اختياري. 
فعلى سبيل JEL‏ إن حذف الرأس المركزي 2 5 يؤدي إلى أن: 


-(Voloshin [1982]) .x(p,:%)=[k (k -1)} x i ال‎ =k (k -1) 


27.3.5 )+( تمرف فاصل الرؤوس الأصغري يذ بيان G‏ على أنه مجموعة S C V(G) Ain‏ بحيث إنها 
تشكل لرأسين V 9X‏ أصغر مجموعة رؤوس» بحذفها JS Yax s‏ مجموعة فصل أصغرية هي فاصل رؤوس 
أصغريء لكن Y‏ .2 البيان أدناه توضح أن العكس يمكن ألا يتحقق $a‏ 
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G أثبت أنه إذا كان كل فاصل رؤوس أصغري عصبة: فإن الخاصية نفسها تتحقق لكل بيان جزئي من‎ (a 
(Dirac [1961]) وتري إذا وفقط إذا كان كل فاصل رؤوس أصغري عصبة.‎ G أن البيان‎ adi (b 





28.3.5. )?(. افترض أن © بيان فترة» أثبت أن G‏ بيان وتري. Aie ole Gols‏ 
5 . جد أصغر بیان G‏ غير كامل بحيث إن X(G) - o (G)‏ 
30.3.5 يسمى الضلع 2 البيان 6 الذي له توجيه لاحلقي بضلع تابع (غير مستقل) إذا حصلنا على حلقة 
عندما نعكس اتجاهه: 

(a‏ أثبت أن كل توجيه لاحلقي لبيان مترابط على 7 من الرؤوس يحوي 1 - ضلعًا مستقلا. 

(b‏ أثبت أنه إذا كان y(G)‏ أقل من خصر G‏ فإنه يوجد للبيان G‏ توجيه ليس له أضلاع تابعة. 
(مساعدة: استخدم التقنية الموجودة 2 برهنة النظرية 21.1.5). 
31.3.5 (*) إن العدد a(G)‏ للتوجيهات اللاحلقية للبيان 6 يحقق العلاقة التكرارية 
-e)+a(G. e)‏ 4)6 =( 4)6 (النظرية 27.3.5. فضلا عن أنه من الواضح أن عدد الأشجار المولدة يحقق 
العلاقة التكرارية نفسها؛ هل يكون عدد التوجيهات اللاحلقية لبيان G‏ دائمًا يساوي عدد الأشجار المولدة؟ 
Slay‏ 
32.3.5 )#( افترض أن D‏ توجيه لاحلقي للبيان G‏ وافترض أيضًا أن f‏ تلوين ل VG)‏ من المجموعة [۸]. 
نقول: إن (D, F)‏ زوج منسجم (متناغم) إذا تحقق أنه إذا vols‏ — 1 فإن fu) > f(v)‏ افترض أن 
z(G;K)‏ تساوي عدد الأزواج المنسجمة. أثبت أن (Stanley [1973]) < (G;) = (-1) ^y (G;k)‏ 


الفصل السادس 
البيانات المستوية (Planar Graphs)‏ 


l 6‏ . المتضمنات وصيغة أويلر (Embeding and Euler's Formula)‏ 
تمد نظرية البيان (الطبوغرافية) وبحسب فهم الكثيرين وتصورهم دراسة لتصميم البيانات. ويعزى 
الحافز (الدافع) الأولي لهذا الفهم إلى مسألة الألوان الأربعة الشهيرة « وهي: هل يمكن تلوين IS‏ خارطة 
على الكرة الأرضية بأربعة ألوان بحيث تكون ألوان المناطق التي بينها حدود مشتركة مختلفة؟ وفيما بعدء 
اشتملت الحوافز على تصميم ( الدارات: (Ciccuits‏ أو الحلقات على رقاقات السليكون. إن تقاطع الأسلاك 

يسبب بعض المشاكل 2 التصميمات. لذاء نسأل: ما الدارات التي لها تصميمات دون تقاطعات؟ 


(Drawings in the plane) فى المستوى‎ 9921 

مشكلة الذكاء الآتية قديمة قدم ددني )]1917[ -(Dudeney‏ 
6. مثال: AU‏ ماء "ses.‏ - افقرطن أن له و JB‏ ول ثلاث ثة أعداء يعيشون بين الأشجار. ونريد أن نجد 
مسارات JS‏ منهم لكي تصله منفعة من المنافع التلاثة وهي عادة؛ الغاز والماء والكهرباء.ومن أجل تجنب 
المواجهة بينهم؛ فإننا نرغب 2 إيجاد مسارات لهم لا تتقاطع.والسؤال هو: هل يمكن عمل ذلك؟ لاحظ أن 
هذه المسألة تعني: هل يمكن رسم , K,‏ .2 المستوى دون تقاطعات بين أضلاعه؟ سنثبت أنَّ هذا غير ممكن. " 


A G B 
SCF 


تستند التعليلات والحجج التي تقال عن رسم البيانات 2 المستوى إلى حقيقة أن كل منحنى مغلق يفصل 
المستوى إلى منطقتين (داخل المنحنى وخارجه). Big‏ نظرية البيانات الأولية, dag‏ هةا الأمى Adio‏ حدسية 
مسلمًا بهاء ولكن التفاصيل التوبولوجية صعبة جدًا. قبل أن نناقش طريقا لجعل التعليلات دقيقة لنظرية 
البيان. سنوضح بطريقة غير رسمية كيفية استخدام هذه النتيجة لإثبات استحالة سوية بعض البيانات GÍ)‏ 
استحالة رسم هذه البيانات 2 المستوى دون تقاطع أضلاعها) . 
233 
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6.. قضية : لا يمكن رسم ,۸ و , K,‏ دون تقاطعات. 

الإثبات: خذ 2 الحسبان رسمًا 2K, IK, aai‏ المستوى. C Giga sal‏ حلقة Badge‏ إذا كان الرسم 
لايحوي أضلاعا متقاطعة Ji Cola‏ متحت hore Milks‏ أن gan‏ أوتار C‏ داخل هذا المنحنى أو خارجه. 

لاحظ أن هناك وترين يتعارضان إذا كان ترتيب رؤوسهما متناوبًا بين الزوجي والفردي. وعندما 
يتعارض وتران» نستطيع رسم أحدهما فقط داخل C‏ والثاني خارج C‏ 

تحتوي الحلقة السداسية 2 Ky,‏ على ثلاثة أوتار متعارضة؛ وباستطاعتنا وضع وترين على الأكثر؛ الأول 
داخلها والآخر خارجها. لذاء يستحيل إتمام عملية طمر Ky,‏ 2 المستوى. Vy‏ إذا كانت C‏ حلقة خماسية 
K, 2‏ فإنه يوجد وتران على الأكثر داخل C‏ ووتران آخران خارجها .وبما أنه يوجد خمسة obs‏ فإن إتمام 
عملية AK pale‏ الست غير A‏ لذاء فان كلا من lon‏ البيانين نيان غير سوق : . 


$y © 


لاحظ أننا نحتاج إلى مفهوم واضح ودقيق عن الرسم. لقد استخدمنا Loren amem‏ 
إن استخدام المنحنيات التي تشكلها القطع المستقيمة يجنبنا الصعوبات التوبولوجية. oly‏ هذه القتطع تشر 
أي منحنى بدرجة كبيرة Me‏ حيث إن العين المجردة لا تلحظ الفرق. 


6 .. تعريف: يعرّف المنحنى على أنه مدى دالة متصلة من [0.1] إلى #/. ويعرف منحنى المضلع على أنه 

منحنى مكوّن من عدد منته من القطع المستقيمة. ويُسمّى بالمنحنى المضلع من إلى V‏ إذا بدأ عند Gilg‏ 

Vale 

إن رسم البيان هو دالة [معرّفة على V (G) UE (G)‏ بحيث تحدد لكل رأس v‏ نقطة f v)‏ 3 المستوى. 
وتحدد لكل ضلع V gU adn ylo‏ منحنى من fy) AAU)‏ إن صور a‏ تكون aba‏ وأن أي نقطة على 
الشكل )6( S (e) N S‏ تكون نقطة تقاطع إذا لم تك Lal‏ مشتر 

من الشائع استعمال الاسم نفسه للبيان VO G‏ النقاط 
والمنحنيات بالرؤوس والأضلاع للبيان 6. وبما أنعلاقة النقاط الطرفية بين النقاط والمنحنيات هي نفسها علاقة 
الوقوع بين الرؤوس والأضلاع: فيمكن رؤية رسم البيان على أنه أحد عناصر صف JS UI‏ الذي يحوي 6. 

وبتحريك الأضلاع قليلاً. نستطيع التأكيد على عدم اشتراك ثلاثة أضلاع بنقطة داخلية. وأن أي ضلع 
لا يحوي رؤوسًا عدا du lo‏ وكذلك عدم وجود ضلعين متماسين. iH RE.‏ ره ميج 
تعديلهما كما الشكل أدناه لتقليل عدد التقاطعات بينهما. لذاء فإننا نشترط كذلك أن الضلعين يتقاطعان 
مرة واحدة على ASY‏ وسنلزم أنفسنا بالتعامل مع رسوم تحقق هذه الخواص. 
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4.1.6 تعريف: نقول: gue lull Sl‏ إذا وُجد له eaa)‏ 3 المستوى دون تقاطعات بين أضلاعه ويُسمّى مثل 
هذا الرسم طمرًا gas‏ للبيان G‏ ونعرّف بيان المستوى على أنه pab‏ سويّ معين لبيان سويّ. 
ونقول: إن المنحنى مغلق إذا بدأ ب النقطة نفسها وانتهى بها. ونقول: إنه بسيط, إذا لم يوجد فيه نقاط 
مكررة إلا 2 حالة كانت نقطة البداية = نقطة النهاية. 


إِنَّ الطمر السوي للبيان يقطع المستوى إلى قطع هي مواضيع أساسية للدراسة. 


6.. تعريف: المجموعة المفتوحة 2 المستوى هي مجموعة U C RA y‏ بحيث يتحقق أنه إذا كانت 

ola p € U‏ النقاط جميعها التي تبعد عن D‏ بمقدار قليل تكون موجودة أيضًا  U‏ ونعرّف المنطقة 

على أنها مجموعة مفتوحة U‏ تحوي منحنى مضلعًا من 7 إلى ۷ لكل زوج ل € UV‏ 

نعرّف وجوه بيان المستوى على أنها مناطق أعظمية من المستوى لا تحوي Ul‏ من النقاط التي استخدمت 
2 الطمر: 

ol‏ لبيان المستوى G‏ المنتهي وجهًا Maly‏ غير محدود (يُسمَى كذلك الوجه الخارجي). وتكون الوجوه 
منفصلة زوجًا زوجًا. إن النقطتين p‏ و 4 تكونان 2 الوجه نفسه إذا وفقط إذا وَجدّ منحنى مضلع من 7 إلى 
٩‏ لا يقطع أيّا من أضلاع البيان. 

2s‏ بيان المستوى. تكون كل حلقة مطمورة .2 صورة منحنى مغلق؛ وتقع بعض الوجوه 2 داخلهاء أما 
بعضها الآخر فيقع خارجها. وهذا يعتمد على حقيقة أن المنحنى المغلق البسيط يفصل المستوى إلى منطقتين. 

وكما اقترحناء فإن هذا ليس صعبًا كثيرًا للمنحنيات المضلعة. وسنعرض بعض تفاصيل هذه الحالة من 
أجل توضيح كيفية حساب إمكانية وجود النقطة ب4 الداخل أو -2 الخارج. 

يظهر هذا الإثبات 2 (تفربرج ]1980[ -(Tverberg‏ 


6.1.6. نظرية*. UL)‏ خاصة لنظرية منحنى جوردان: (Restricted Jordan Curve theorem‏ إن 
منحنى المضلع المغلق البسيط C‏ الذي يتألف من عدد منته من القطع المستقيمة يقسم المستوى إلى 
وجهين حيث تكون C‏ حدودًا لکل منها. 
الإثبات: بما Gi‏ عدد القطع المستقيمة منتهء alll Se‏ غير المتقاطعة لا تكون قريبة اعتباطيًا. لذاء نستطيع 
مغادرة الوجه عندما نقطع C‏ فقط. وإذا تتبعنا C‏ فإن النقاط التي تكون موجودة عن يميننا تقع -2 وجه 
واحد» وكذلك الأمر بالنسبة إلى النقاط التي تقع عن يسارنا. (يوجد معنى جبري دقيق لليسار واليمين 
هنا). 131 كانت x € C‏ وكانت Yd xy datas olay © C‏ بطع 36 مكان ما yum bais‏ تقترب من C‏ 
من اليمين إلى اليسار. لذاء فإن كل نقطة لا تقع على C‏ فإنها تقع 2 الوجه نفسه مع إحدى المجموعتين 
الموصوفتين أعلاه على الأقل. 
ولإثبات Sl‏ النقاط على كل من اليسار واليمين تقعان 92 وجوه مختلفة, خذ 2 الحسبان أشعة ب2 المستوى. 
ونقول: ÓL‏ الشعاعٌ المنبعثَ من نقطة zoo) D‏ إذا احتوى نقطة طرفية لإحدى القطع المستقيمة C2‏ وبما Oh‏ 
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Saxe أن‎ Gags D الردركة المتطلعة من‎ AABN من‎ agis منته. فان هناك هيدا‎ CZ القطع المستقيمة‎ Sae 
منته من المرات» وكلما تغير الاتجاه؛ فإن عدد التقاطعات‎ Sae C يقطع‎ D القطع منتهء « فإن كل شعاع جيد من‎ 
فقط يتغي ري اتجاه رديء لاحظ أن نوعية عدد التقاطعات هي نفسها قبل مثل هذا الاتجاه وبعده. ونقول: إن‎ 
D من المرات. وبخلاف ذلك تكون‎ Éa) ae p C نقطة زوجية عندما يقطع الشعاع الجيد المنبعث من‎ p 
نقطة فردية.‎ 


P 


!13 كان لدينا نقطتان ×و y‏ .2 الوجه نفسه CS‏ فاجعل P‏ هي المنحنى المضلع من إلى y‏ الذي لا يقطع 
-C‏ وبما أن C‏ يحوي عددًا منتهيًا من القطع المستقيمة: فإنه يمكن إجراء تعديل طفيف على النقاط الطرفية 
للقطع المستقيمة الموجودة PZ‏ بحيث تصبح الأشعة المارة عبر قطع P‏ جيدة لنقاطها الطرفية. لاحظ أن 
قطعة من P‏ تنتمي إلى شعاع ينبعث من إحدى النقاط الطرفيةء ويمر بالطرف الآخر إضافة إلى أن لكل من 
النقطتين أشعة جيدة ب2 الاتجاه نفسه. وبما أن النقطة المستقيمة لا تقطع C‏ فإن للنقطتين النوعية نفسها. 
لذاء فإن لكل نقطتين 2 الوجه نفسه النوعية نفسها. 

وبما أن النقاط الطرفية لأي قطعة ق قصيرة تقطع C‏ مرة واحدة فقط تمتلك نوعيات متضادة؛ إذن؛ يوجد 
وجهان مختلفان. وأن كلا من النقاط الزوجية والفردية تشكل الوجهين الخارجي والداخلي على الترتيب. 8 
البيانات الثُنويّة (Dual Graphs)‏ 

3 الخارطة على السنتوى Le gl‏ الکو Ly‏ ستو هيه cola Lal‏ عن الو سوه uh ls‏ هن SLA‏ 
التي تلتقي فيها الحدود. US‏ الأضلاع فهي أجزاء الحنود التي تزيظ بين رأسين - ونسمح بالحالة العامة من 
حيث وجود العرى والأضلاع المكررة. ونستطيع تكوين بيان مستو يرتبط ببيان المستوى G‏ حيث يُسمّى adl‏ 
ag‏ للبيان G‏ 
7.1.6 تعريف: يعرف البيان الثنوي G*‏ لبيان مستو) على أنه بیان مستو ترتبط رؤوسه بوجوه G‏ (رأس 
ب S‏ وجه) وترتبط أضلاع G*‏ بأضلاع G‏ على الصورة التالية: إذا كان © ضلعًا ب2 G‏ حيث الوجه X‏ على 
أحد جانبي -2 حين يكون Y‏ الوجه على الجانب الآخر فإن النقاط الطرفية للضلع الثنوي e * € E(G*)‏ 
هما الرأسان 9% G*R‏ التي تمثل الوجهين X‏ وآ من وجوه 6. فضلا عن أن ترتيب الأضلاع التي تقع 
على Bx © V(G*)‏ المستوى هو ترتيب الأضلاع نفسه التي تحدّ paa 2. X as gll‏ حول حدود هذا الوجه. 
8.1.6 مثال: يحوي dS‏ طمر agas‏ للبيان K,‏ أربعة وجوه تشترك بأضلاع حدودية زوجًا زوجًا. لذاء ob‏ 
البيان الثنوي للبيان K,‏ هو نسخة أخرى من K,‏ نفسه. 

ولكل pale‏ سوي للمكعب Q,‏ 8 رؤوسء و12 Ls‏ » و6 وجوه» وأن الوجوه المتضادة لا تشترك بحدود. إن 
البيان Sail‏ لهذا البيان هو طمر سوي للبيان ررر الذي له 6 رؤوس و 12 ضلعًا و8 وجوه. 

لاحظ أن إيجاد البيان الثنويٌ لبيان يمكن أن ez‏ عرى وأضلاعًا مكررة؛ فعلى سبيل JUL‏ اجعل Us G‏ 
(paw)‏ 2 الشكل أدناه. رسمنا GSI‏ بوصفه fous Li‏ بالخط الغامق. 2 حين ej‏ البيان الثنوي بالخطوط 
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العادية المتصلة؛ وبما أن للبيان G‏ أربعة رؤوسء وأربعة g Maal‏ ووجهين. فإنه يوجد للبيان * © 4 وجوه و4 
laly «guo‏ " 


56. ملا حظة : 


1) يوضح المثال 8.1.6. أنه يمكن أن يكون للبيان الثنوي لبيان بسيط عرى أو أضلاع مكررة. حيث إن ضلع 
القطغ ب G‏ يصبح عروة بذ * 6 وذلكا لوجود الوجه نفسه على جانبيه. وتظهر الأضلاع المكررة .2 البيان 
الثنوي ‏ حالة وجود أكثر من ضلع حدودي مشترك بين الوجوه المختلفة. 
2( تتطلب بعض التعليلات والحجج uas‏ البيان الثنوي هندسيًا بصورة حذرة. . ولكل وجه G 2 X‏ نضع 
x Lol;‏ للبيان الثنوي داخل هذا الوجه» وبذلك فإن كل وجه من وجوه G‏ يحوي Lil,‏ واحدًا من رؤوس *6. 
ونرسم منحنى من × إلى نقطة © لكل ضلع 2 حدود X‏ إضافة إلى أن هذه المنحنيات لا (pb las‏ ويلتقي كل 
منحنى من هذه المنحنيات بمنحنى آخر من الجانب الآخر للضلع €« « وعند النقطة نفسها لتشكيل ضلع من 
أضلاع G*‏ وهذا هو الضلع الثنوي الذي يقابل الضلع © .ولا يوجد أضلاع أخرى AX gas‏ لذاء oly G* ola‏ 
مستوى. وكل ضلع من G*‏ .2 هذا التصميم يقطع ضلعًا واحدًا بالضبط من أضلاع 6. 

igs‏ مثل هذه التعليلات إلى إثبات أن (G*)*‏ يشاكل G‏ إذا وفقط إذا كان 6 بيانًا lul sa‏ (التمرين 
8). يستخدم الرياضيون كلمة ”ثنوي“ عادة ,2 الحالة التي يؤدي فيها إجراء العملية مرتين إلى استعادة 
الشيء الأصلي الذي E jus‏ " 


6 .1 . مثال: إذا Fes‏ لدينا طمران لبيان وي فمن المحتمل a‏ أن تكون البيانات الثنوية لهذين 
الطمرين غير متشاكلة. ويوجد لكل من الطمرين الموضحين أدناه ثلاثة أوجه. لذا ٠‏ ففي كل حالة يوجد 
للبيان الثنوي JSI‏ منهما ثلاثة رؤوس. .2 الطمر الموجود عن اليمين؛ لاحظ أن درجة الرأس المرتبط بالوجه 
الخارجي تساوي 4 2 حين يخلو البيان الثنوي للطمر الموجود عن S md‏ من أي رؤوس درجتها ae‏ 4. 
ولا يحدث هذا 2 البيانات المترابطة من الدرجة 3. وهناك Joly Sale‏ فقط لكل بيان سوي مترابط من 

الدرجة 3 (انظر التمرين 45.2.8). 3 


E 


عندما يكون البيان السوي مترابطاء فإن حدود كل وجه Fras‏ مغلق. By‏ الحالة التي لا يكون فيها البيان 
مترابطاء فإنه يوجد أوجه حدودها مكونة من أكثر من Jaa‏ مغلق. 


11.1.6 قعريف: إن طول الوجه لبيان مستو G‏ هو الطول الكلي للممرات المغلقة التي تحدّ هذا الوجه. 


QU 12.1.6‏ ينتمي ضلع القطع لحدود وجه واحد daid‏ ويسهم مرتين ‏ طول هذا الوجه. ولكل بيان 2 
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المثال 10.1.6 ثلاثة وجوه. أطوالها 2 الطمر الموجود عن اليسار هي: 3و6 va‏ أما أطوالٍ الوجوه التي 
عن اليمين فهي: 93 4 9. ومجموع هذه الأطوال يساوي 16 .2 JS‏ حالة. [Sas‏ يشكل سكف عند 
الأضلاع. a‏ 


6. قضیة : إذا Jie 1 (Fi) ols‏ طول الوجه Fi‏ 2 بیان ©. e(G) = 9. KF) ol‏ 2. 
الإثبات: إن أطوال الوجوه هي نفسها درجات رؤوس البيان PEPETA]‏ أن òl e (G) =e (G*)‏ 
العبارة YF)‏ = (6)ء 2 هي الصيغة نفسها لجمع الدرجات e (G*) =D) deo)‏ 2 للبيان الثنوي *0, 
(إن كلا من المجموعتين تحسب ضعف عدد الأضلاع). " 
توضّح القضيّة 13.1.6. أنّ العبارات المتعلقة ببيانات المستوى المترابطة تصبح عبارات عن البيان الثنوي 
من خلال تبديل الأدوار بين الرؤوس والأوجه؛ SY‏ الأضلاع التي تقع على رأس معين تصبح أضلاعًا حدودية 
لوه و sili‏ ا لك aala‏ أطوال الوجوهودوجات الرؤوس eA‏ لان 
ويمكننا كذلك تفسير تلوين * 6 وتمكل أضلاع G*‏ حدودًا مشتركة لوجوه G‏ وأن 224 mr‏ 
s‏ يساوي oae‏ الألوان اللقزمة لتلوين ail Legg eo Cag G aadi‏ )13 كان Gly G‏ مترابطاء فإن 
(G*)* = =‏ وهذا يعني أن أربعة ألوان تكفي لإعطاء تلوين laa‏ لكل خارطة مستوى إذا وفقط 131 كان 
العدد اللوني c‏ بيان مستو يساوي 4 على الأكثر. 
Sally‏ نظرية pinta‏ جود اق على JS S|‏ بيان بسيط مغلق يعطي Usa‏ بين داخله وخارجه. لاحظ أن 
مبدأ الثنوية بين منحنى وقطع يصبح مبدأ ثنوية بين الحلقات والروابط وذلك فيما يخص بيانات المستوى. 


14.1.6 نظرية : إذا كان 6 بيانًا مستويّاء فإن مجموعة من أضلاعه تشكّلٌ حلقة ,2 G‏ إذا وفقط إذا كانت 

الأضلاع الثنوية المرتبطة بهذه الأضلاع تشكل رابطة 2 *6. 
الإثبات: افترض أن D © E(G)‏ إذا خلت D‏ من الحلقات G2‏ فإن YD‏ تحيط بأي منطقة نذا يمكن 
الوصول إلى وجه G‏ غير المحدود من أي وجه آخر دون أن نقطع D‏ لذلك. فإن G*-D*‏ يكون مترابطاء وأن 
D*‏ لاتحوي ضلع قطع. 

إذا كانت (/ مجموعة أضلاع حلقة 4 © » فإن مجموعة الأضلاع D* C E(G*)‏ المناظرة لأضلاع 2 2 
G*‏ تحوي الأضلاع الثنوية جميعها التي تربط بين كل من الوجوه الموجودة داخل D‏ وخارجها (تضمن نظرية 
منحنى جوردان وجود ضلع واحد على الأقل لكل حالة ). لذاء فإن D*‏ تحوي قطعًا ضلعيًا. 

إذا D ess.‏ حلقة أو أكثر. فإن D*‏ تحوي قطعًا ضلعيًا أو أكثر. لذاء فإن D*‏ هي أصغر قطع ضلعي إذا 
وفقط إذا كانت D‏ حلقة. n‏ 





تؤدي الملاحظة الآتية إلى إثبات استقرائيٌ للنظرية 14.1.6 (التمرين 19). 
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56. ملا حظة : لاحظ ji‏ حذف ضلع Y)‏ يمثل ضلع قطع) من © له الأثر نفسه لتقليص أحد أضلاع 
*6. لأن هناك وجهين يتداخلان لإعطاء وجه واحد. ly‏ تقليص ضلع ليس عروة ب4 6 له الأثر نفسه لحذف 
ضلع 2 G*‏ وتجد ‏ البيان الموضح 2 الشكل أدناه أنَّ G‏ هو البيان الموجود ‏ الوسط. G- es‏ عن اليسار, 
و G.e‏ عن اليمين. 

لاحظ أنه من أجل المحافظة على الثنوية. فإننا ُبقى على الأضلاع المكررة والعرى التي تنتج عن تقليص 


أضلاع البيانات المستوية. 
e SS‏ 
تسمح لنا الحدود بتوصيف البيانات المستوية الثنائية الفرع. ويمكن برهنة هذا التوصيف بالاستقرا 
(التمرين 20). 


16.1.6. نظرية : العبارات الآتية متكافئة وذلك لبيان مستو ©. 

giu © (a‏ الفرع. 

dm) Sae G طول كل وجه من أوجه‎ (b 

(c‏ البيانٌ ole G* Gol‏ اويلري. 
A < 8 cun‏ تتكون جدود Agar ale ORT m‏ لذا 
تكون Sealine‏ الوجوه جميعها 2 الطول زوجية بے بيان ئي الفرع. 

يه٣ اجعل‎ RR Mee Las G2 حلقة‎ C افترض أن‎ B>A 
basals: أن تكون كاملة داخل”/ أو كاملة خارجها‎ Lal GB كل منطقة‎ la. لذا‎ C المنطقة التي حدودها‎ 
ويحسب‎ . e) طول كل وجه عددٌ‎ SY فإننا نحصل على عدد زوجي؛ ؛‎ F أطوال وجوه المناطق الموجودة داخل‎ 
مرتين لأن كل ضلع من هذه‎ F مرة واحدة؛ وكذلك يحسب كل ضلع داخل‎ C ضلع من أضلاع‎ S هذا المجموع‎ 
هي نوعية كامل المجموع نفسه» وهي زوجية.‎ C لذاء فإن نوعية طول‎ F الأضلاع ينتمي مرتين إلى وجوه‎ 

n .6 مترابط» ودرجات رؤوسه هي أطوال أوجه‎ G* ج 8. البيان الثنوي‎ C 


إن العديد من الأسئلة المتعلقة بالبيانات Aged!‏ العامة تكون سهلة الإجابة لبعض صفوف البيانات 
الخاصة. 


6.. تعريف: نقول: إن البيان سوي خارجي إذا وٌجد له طمر بحيث يقع کل رأس من رؤوسه على حدود 
الوجه غير المحدود. ونعرّف بيان المستوى الخارجي على أنه طمر لبيان سوي خارجي. 


240 الفصل 6 البيانات المستوية 
إن البيان الموجود 2 المثال 10.1.6 هو سوي خارجيء ولكننا نحتاج إلى طمر آخر لإثبات ذلك. 
18.1.6 قضية : إن حدود الوجه الخارجي لبيان مستوخارجي مترابط من الدرجة 2 هي حلقة مولدة. 

الإثبات: تحوي هذه الحدودٌ Gus!‏ جميعها iste.‏ كانت حلقةء فإنها تمر عبر أحد الرؤوس أكثر من y‏ 3( 

وسيكون مثل هذا الرأس رأس قطع. 

19.1.6 قنضية 1 ,كدو , Sle K,‏ سويّة وليست سويّة خارجيّة. 

الإثيات: لإثبات أن هذه البيانات ليست سوية خارجيةء لاحظ أنها مترابطة من الدرجة 2. لذاء فإن الطمر 

2 مستوى خارجي يتطلب وجود حلقة Bilge‏ ولا توجد حلقة مولدة ل GY K,‏ طولها سيساوي 5 -2 بيان 

ثنائي الفرع إن وجدت. 
توجد حلقة مولدة 2 K,‏ ولكن النقاط الطرفية للضلعين الباقيين تتناوب على هذه الحلقة. لذاء ola‏ 

هذين الوترين يتعارضان: ولا يمكن رسمهما Les‏ داخل هذه الحلقة. بالإضافة إلى أن رسم وتر خارجي يفصل 

رأسًا عن الوجه الخارجي. " 


A D 


6 . قضية : يوجد لكل بيان سوي خارجي بسيط Gul)‏ درجته تساوي 2 على الأكثر. 

الإثبات: يكفي أن نبرهن النتيجة للبيانات المترابطة. نستخدم الاستقراء على M(G)‏ عندما 

òla .m(G) > 3‏ درجة كل رأس تساوي 2 على الأكثر. لذاء افترض أن 4 < A(G)‏ سنبرهن عبارة أقوى 
وهي وجود رأسين غير متجاورين درجة كل منهما تساوي 2 على الأكثر للبيان ©. 

إذا كان 4 > sagas M(G)‏ ل © رأس قطع X‏ لذاء فإن لكل {x}- aab‏ من LOL; G‏ درجته تساوي 2 
على الأكثر. وهذا الرأس مختلف عن X‏ وهذان الرأسان غير متجاورين GE‏ 

إذا كان 6 مترابطًا من الدرجة 2 إن حدود الوجه الخارجي هي Cade‏ .وإذاخلت C‏ من الأوتارء Gob‏ 
منتظم من الدرجة 2 CLIAYSI.‏ فإن كل مجموعة من مجموعتي رؤوس المسارين من tay Ie‏ بيانًا 
Lass js m s‏ . وباستخدام فرضية الاستقراءء فإن هذه البيانات الجزئية 17 و H'‏ تحوي الرأسين 2و 2 
درجة كل منهما تساوي2 على الأكثر. وهذان الرأسان لا ينتميان!لى المجموعة (X; y)‏ (هذا يشمل الحالةعندما 
يكون 17 أو Gs aas H"‏ للبيان (K,‏ وبما أنه لا يوجد أي وترمن") يمكن رسمه خارجه» أويمكن أن يقطع rod Xy‏ 

e» 2'‏ 2 . لذاء فإن 2و '2 هما زوج الرؤوس المنشود. 


x 
x 
2 z 
A 
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صيغة أويلر (Euler's Formula)‏ 
نقد sil Gee Ef 2( teen‏ الخساب الرئيسة التي تريظبيين رووسن آلبيانات Ripe‏ 
وأضلاعها وأوجهها. 
6 . نظرية : )]1758[ (Euler‏ افترض أن G‏ بیان مستو مترابط» وكانت 77 هی عدد رؤّوسه؛ و © عدد 
sue fg de Lal‏ الوجوه فيه. n-e + f = 2 ola‏ ; 
OLAYI‏ نستخدم الاستقراء على n‏ إذا G: (n = Dols‏ باقة من العرى يمثل JS‏ منها منحنى lia‏ 2 
الط إذا كانت 0 = ©.فإن f= I‏ وتتحقق الصيغة :فكل عروة مضافة تمر خلال ؤجة وتتطعه لوجهين 
(هذا يتبع من نظرية منحنى جوردان). فهذا يزيد من عدد الأضلاع وعدد الوجوه بمقدار /. وبذلك 
تضم i eM‏ وتصبح صحيحة عندما تكون 1 = لأي عدد من الأضلاع. 
إن هذا ta‏ 22€ كل فوخ الأضلاع والأوجه بمقدار 1 لكل Mans‏ لذاء فإن الصيغة تتحقق عندما 
1 = 7 بغض النظر عن عدد الأضلاع. الآن؛ افترض أن 1 A>‏ وبما أن G‏ مترابطء فبإمكاننا i ood:‏ 
بحيث لا يكون هذا الضلع عروة. وبتقليص هذا الضلع؛ نحصل على بيان مستو '6 له '77 من الرؤوس»و '€ 
من الأضلاع؛ و ' رمن الوجوه. لاحظ أن تقليص الضلع لا يغير عدد الوجوه aal)‏ أنقصنا الحدود فقط)» 
ولكنه يغير عدد JS‏ من الأضلاع والرؤوس بمقدار 1 . لذاء فان 1 - 77 = '۸. 1 - © = “6 و/ = ' [وبتطبيق 
فرضية الاستقراء. نجد أن: 
n n-e+f=n'+1-(e'+1)+f'=n'-e'f'=2‏ 


ne Fo d 


22.1.6. ملا حظة : 
1( نستنتج من صيغة أويلر أن لكل الطمورات السّويّة لبيان مترابط Sae G‏ الأوجه نفسه. وعلى الْغم 
من أن البيان الثنوي قد يعتمد على الطمر الذي تم اختياره للبيان 6. إلا أن عدد الرؤوس لا يبقى هو نفسه. 
2( إن صيغة أويلر أعلاه تفشل 4# حالة البيانات غير المترابطة. 
إذا ols‏ لبيان © k‏ مركبةء ola‏ إضافة 1 - Gas he‏ نلبيان © تنتج بيانا مستويًا مثرابطا دون 225 
عدد الأوجه. لذا ؛ نستطيع تعميم صيغة أويلر لبيانات المستوى التي لها ۸ مركبة لتصبح 1+ n-etf =k‏ 
(فعلى سبيل SS JUI‏ 2 الحسبان Sel‏ الذي له 7 من الرؤوس ويخلو من الأضلاع). " 
يوجد لصيغة أويلر العديد من التطبيقات. وعلى وجه الخصوص بيانات المستوى البسيطة حيث لكل وجه 
طول يساوي 3 على الأقل. 
6 . نظرية + إذا كان ly G‏ مستويًا بسيضًا له ثلاثة رؤوس على الأقل. فإن 6- .e(G) > 3n(G)‏ 
وكذلك إذا كان G‏ يخلو من المثلثات. فإن 4- .e(G) > 2n(G)‏ 
الإثبات: يكفي أن نتعامل مع البيانات المترابطة» وبخلاف ذلك تستطيع إضافة أضلاع. لاحظ أن صيغة 
أويلر تربط بين A(G)‏ و e(G)‏ 2 الحالة التي نستطيع فيها التخلص من f‏ تعطينا القضية 13.1.6. 
متباينة بين © و إن كل حدود وجه 2 بيان بسيط تحوي على الأقل ثلاثة أضلاع )3 < (MG)‏ وبجعل UJ‏ 
تمثل قائمة أطوال ogag‏ فإننا نحصل على أن /3 < X f,‏ = 20 وبالتعويض بصيغة أويلر» نحصل على أن 
.e <3n-6‏ 
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إذا خلال البيان G‏ من «oil!‏ فإن طول JS‏ وجه يساوي 4 على الأقل. وي هذه الحالة؛ نجد أن 
Af.‏ < < = © 2. وباستخدام هذا بصيغة أويلر نجد أن 27-4 > e‏ 
6. مثال: إن عدم سوية Ky‏ و Ky,‏ تتبع مباشرة من النظرية 23.1.6. فللبيان K,‏ نجد أن = 9 < 10 = e‏ 
371-6 وللبيان K,‏ الذي يخلو من المثلثات» نجد أن 2n-4‏ = 8 > 679 لذاء فإن لهذه البيانات عددًا كبيرًا 
من الأضلاع مما يؤدي إلى استحالة سويتها. " 


25.1.6 تعريف: نعرّف البيان السوي الأعظمي على أنه بيان سوي وليس ny Úle‏ مولدًا لبيان 933( 
علاوة على أن البيان المثاثاتي هو بيان المستوى البسيط الذي تحيط حلقة ثلاثية بكل وجه من .442 


6 . قنضية : إذا كان Éko G‏ مستويًا بسيطا له 7 من الرؤوس. فإن العبارات الآتية تكون متكافكة: 

(A‏ يوجد ل G‏ 37-6 ضلعًا. 

(B‏ بيان مثلثاتي 

(C‏ بيان مستوى أعظمي. 
الإثبات: AO B‏ بما أن G‏ بيان مستو ola lagens‏ الإثبات 23.1.6 يوضح أن وجود 37-6 ضلعًا EAS‏ 
العبارة 3f‏ = ©2, والتي تحدث فقط Lorie‏ يكون كل وجه محاط بحلقة ثلاثية 

Bec‏ يوجد وجه طوله أطول من حلقة ثلاثية إذا وفقط إذا cass‏ طريقة لإضافة ضلع إلى الرسم 
والحصول على بيان مستو بسيط أكبر من البيان الموجود. 8 
56 ملا حظة : ينطمر البيان ‏ المستوى إذا وفقط إذا انطمر على 358 إذا أعطينا طمرًا على كرة. 
كاتا شوق oda‏ اكرة داخل وجه dali‏ هذا cole pala‏ نستوى ules‏ رة sie‏ اة اتضادة 
لنقطة الخرق. إن هذا يعطينا طمرًا سويًا يصبح فيه الوجه المخروق هو الوجه غير المحدود 2 المستوى. وهذه 
العملية قابلة للعكس. 
28.1.6 تطبيق. متعدد السطوح المنتظم. بطريقة غير رسميةء نفكر 2 متعدد d‏ 
مجسم حادوذه مؤلققة من مضلغات منتظمة لها الطول نة ولا عة الوجوه نفسه التي تلتقي عند كل رأس 
عندما نمدد المسطح على كرة؛ ثم نضع الرسم ‏ المستوى كما الملاحظة 27.1.6, das n‏ عل ينان 
مستو منتظم طول أوجهه متساوية. لذاء فإن البيان الثنوي أيضًا يكون Lily‏ منتظمًا. 

افترض أن sole G‏ عدد رؤوسه N‏ وعدد أضلاعه € وعدد أوجهه /ر. وافترض أيضًا أن © منتظم 
من الدرجة k‏ وطول كل وجه من وجوهه يساوي l‏ إن صيغة جمع الدرجات لكل من G‏ و G*‏ تعطينا أن 
.kn = 26 = If‏ 

وبالتعويض عن 7 و صيغة أويلرء نحصل على 1+7(=2- ) -e‏ وبما أن كلا من 2 و © slack‏ 
موجبة؛ فإن المعامل الآخر يجب أن يكون موجبًا أيضًا. وبذاء نحصل على أن 0 < :719-3 21 ومنها نجد أن 
PD!‏ أي أن Al‏ > 2 +21. إن هذه المتباينة GAS‏ المتباينة 4< (1-2) )6-2( 

بما أن البيان الثنوي لبيان منتظم من الدرجة 2 ليس بسيطًا » فإننا نطلب أن يكون 3 < ۸,1. الآن > (7-2) )4-2( 
4 وهذا يتطلب أيضًا أن يكون 5 -k X‏ إن أزواج الأعداد الصحيحة (k, T)‏ التي تفي بهذه المتطلبات هي: 
)3,3( . )3,4( « )3,5( « (4,3) و(5,3). 
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وإذا l gh sds‏ فإن هناك طريقة واحدة فقط لرسم اانا رم اننا sis‏ لذا فهناك 
خمسة مجسمات (مسطحات) أفلاطونية فقط. كما 2 القائمة التالية »واحد لکل زوج D)‏ يحقق ق المتطليات. 


tit هكف‎ be bale = 
3 السّطوح‎ pell 

التب 
uius‏ السّطوح 
الثنعشري السطوح 
العشريني السطوح 











تمارين 
56 (-): أثبت أو انقض: 
(a‏ كل بيان gr‏ لبيان سوي يكون سويًا. 
(b‏ كل بیان جزئيّ لبيان غير سوي يكون غير ge‏ 
6 (-) أثبت أن البيانات المشكلة بحذف ضلع واحد من 9K,‏ و تكون بيانات سويّة. 
3.1.6 (-) جد قيم 7و5 التي تجعل ,۸ سويًا. 
6 (-) جد عدد صفوف ISLES‏ البيانات السُويّة التي يمكن الحصول عليها كبيان ثنويٌ سويّ للبيان 
الموجود 2 الشكل أدناه. 


56 ) -) أثبت العبارة الآتية أو انقضها : يوجد رأس قطع للبيان السوي إذا وفقط إذا كان Pall‏ المحيط 
بأي وجه حلقة. 


ado )-( o6‏ البيان السوي الخارجي الأعظمي على أنه بيان سوي خارجي بسيط بحيث لا يكون بيانا 
Lj‏ مولدًا لبيان سوي خارجي بسيط أكبر. افترض أن G‏ بيان سوي خارجي أعظمي له BIE‏ رؤوس على 
الأقل. أثبت أن G‏ مترابط من الدرجة 2. 

6 (-) أثبت أنه يوجد رأس درجته تساوي 5 على الأكثر D‏ كل بيان سوي بسيط. 

6 )-( استخدم النظرية 23.1.6 لتبرهن أن كل بيان بسيط سوي عدد رؤوسه أقل من 12 يحوي Ll,‏ 
درجته تساوي 4 على الأكثر. 

10.1.6 )7( آثبت العبارة الآتية أو انقضها: لا يوجد بيان سوي SLE‏ الفرع بسيط درجته الصغرى تساوي 
4 على الأقل. 

6 )-( افترض أن © بيان سوي أعظمي. أثبت أن G*‏ مترابط las‏ من الدرجة 2 ومنتظم من 
الدرجة 3. 

12.1.6 )7( ارسم متعددات السّطوح الخمسة كبيانات سوية. ثم أثبت أن نان السّطوح هو البيان الثنوي 
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8 ES . E fr 
للمكعب» وان العشريني هو البيان الثنوي للثنعشري.‎ 
e e . e e 


Ae 13.1.6‏ طمرًا سويًا للبيان 2 الشكل أدناه. 


6. أثبت العبارة الآتية أو انقضها: لكل N € N‏ يوجد بيان سوي منتظم من الدرجة 4 مترابط وبسيط 
وله أكثر من n‏ رأسًا. 

15.1.6 ابن (جد) gus Lo‏ منتظمًا من الدرجة 3 قطره 3 وله 12 رأسًا. (تعليق: أثبت i TBarcume‏ 
ذل هذا البيان ليس ته ]58 (L1) 12 cya‏ 

16.1.6 . افترض أن F‏ هو البيان الذي يمكن رسمه 2 المستوى على نحو متواصل (باستمرار) دون المرور على 
أي ضلع مرة ثانية 2 أثناء عملية الرسم » ومنتهيًا عند نقطة البداية (يمكن اعتبار هتا Lily‏ أويلريًا ): eu‏ 
أنه يمكن رسم F‏ دون السماح للقلم بقطع مكان ound‏ سابقا . فعلى سبيل LUE‏ توجد للشكل أدناه طريقتان 
للرسم أو التتبع؛ أحدهما يقطع نفسه والآخر لا يقطع نفسه. 


po 


6 أثبت العبارة الآنية أو انقضها: إذا كان © Ula‏ مستويًا بسيطا مترابطًا من الدرجة 2 درجته 
الصغرى 3 ola‏ البيان الثنوي G*‏ يكون AG, sta‏ 

18.1.6 . لیکن G‏ بیانا مستويًا معطى. ارسم البيان الثنوي G*‏ بحيث يقطع JS‏ ضلع ثنوي الضلمٌ المناظر 
Gea‏ .ولا يقطع Gi‏ ضلع آخر .أثبت ما يلي: 

G* (a‏ مترابط. 

.6 واحدًا فقط من رؤوس‎ LOL, مترابطاء فإن كل وجه ل *6 يحوي‎ G إذا كان‎ (b 

(c‏ © = *(*0) إذا وفقط 131 كان G‏ مترابطا. 
19.1.6 افترض أن Sly G‏ مستو. استخدم الاستقراء ء على (07)© لتبرهن النظرية 14.1.6 التي نصّها : تشكل 
المجموعة D C E(G)‏ حلقة G2‏ إذا وفقط ]13 كانت المجموعة المناظرة )* D*c E(G‏ تُشكل رابطة .G*2‏ 
ee UU‏ 3 


6. أثبت بالاستقراء على عدد الأوجه أن البيان المستوي G‏ يكون SLB‏ الفرع إذا وفقط إذا كان طول 
کل وجه عددًا زوجيًا. 
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21.1.6. )1( أثبت أن مجموعة من الأضلاع 2 بيان مستو مترابط G‏ تشكل شجرة مولدة ل G‏ إذا وفقط 
كانت الأضلاع الثنوية للأضلاع المتبقية 2 6 تشكل شجر 3341543 *6. 

6. البيان الثنوي الضعيف (WeaK dual)‏ للبيان G‏ هو البيان الذي نحصل عليه من G*‏ بحذف الرأس 
الموجود 4 الوجه غير المحدود من أوجه G‏ أثبت أن البيان الثنوي الضعيف لبيان مستو خارجي عبارة عن غابة. 
obLull (1) .-.-6‏ السدوية oa yel Age gl!‏ أن ola G‏ مسد GÁ a D Shy‏ إن البيان الثنوي D*‏ 
عبارة عن توجيه للبيان G*‏ بحيث إنه عندما يتم تتبع ضلع من أضلاع D‏ من الذيل إلى الرأس» فإن الضلع 
الثنوي ب2 *( يقطعه من اليمين إلى اليسار. فعلى سبيل المثالء إذا كانت الأضلاع المتصلة ‏ البيان أدناه بذ 
G‏ تكون الأضلاع المنقطة 2 *(1. 





أثبت أنه إذا كان D‏ مترابطا بقوة, فلا توجد gi‏ حلقة 2 D*‏ وأن 0 = (D*) = 8*(D*)‏ -5. استنتج 
أنه إذا كان D‏ مترابطا 2525 فإنه يوجد ل G‏ وجه تشكل أضلاعه حلقة مع اتجاه عقارب Ae Lll‏ كما يوجد 
وجه آخر تشكل أضلاعه حلقة مع عكس اتجاه عقارب الساعة. 
OLS! .)١( 24.1.6‏ بديل لصيغة أويلر: 

(a‏ استخدم المنحنيات المضلعة (ليست صيغة أويلر) للإثبات بالاستقراء على (71)0 أن JS‏ طمر سوي 
لشجرة G‏ يحوي وجها واحدًا. 

cus (b‏ صيغة أويلر بالاست ستقراء على عدد الحلقات. 
25.1.6 )1( أثبت أن ly JS‏ مستو على 7 من الرؤوس يشاكل بيانه الثنوي يجب أن يحوي 27-2 ضلعًا. ولكل 
4< 7 جد بيانا مستويًا بسيطا le‏ من الرؤوس يشاكل بيانه الثنوي. 
26.1.6 . لكل 2< 0 جد أكبر عدد من الأضلاع 2 بيان خارجي بسيط له 7 من الرؤوس بإعطاء ثلاثة براهين 
كالاتي: 

N ge بالاستقراء‎ (a 

sid aga lat (b 

23:13 6 باضافة رأس 2 الوجه غير المحدود. واستخدام النظرية‎ (c 
بيا مستو منتظم من الدرجة 3« ومترابط بحيث يقع کل رأس من رؤوسه 2 وجه‎ G افترض أن‎ .6 
واحد طوله يساوي 4 » وكذلك .2 وجه واحد طوله 2.9.6 وجه واحد طوله 8 أيضا:‎ 

MG) طول بدلالة‎ JS حدد عدد الأوجه من‎ (a 

.6 ax d لتحديد عدد‎ (O) استخدم صيغة أويلر وفرع‎ (b 
C2. sm افترض أن ) منحنى مغلق يحيط بمنطقة محدبة يذ اللستوى, وافترض أيضًا أنه تم رسم‎ .28.1.6 
dal اثنين منها يشتركان بنقطة طرفية.‎ Gi ولا يوجد‎ Aban ثلاثة منها تشترك‎ Gl بحيث لا يوجد‎ 
احسب عدد القطع المستقيمةء وعدد المناطق‎ D و‎ M تساوي عدد أزواج الأوتار التي تتقاطع. بدلالة‎ p 
(Alexanderson — Wetzel [1977]) C Jato asas 
على الأقل هي بيان غير سوي. ابن بيانا سويًا‎ LOL, 11 أثبت أن متممة البيان السوي البسيط الذي له‎ 29.1.6 
أي أن متممته هي‎ (Self Complementary) بسيطا على ثمانية رؤوس بحيث يكون هذا البيان ذاتي التتام‎ 
البيان نفسه.‎ 
© أن عدد أضلاع‎ edi ./ بيان سوي بسيط على 77 من الرؤوس خصره يساوي‎ G افترض أن‎ )١( .6 
بيترسون بیان غير سوي.‎ Sly يساوي 5 )7-2( على الأكثر. استخدم هذا لإثبات أن‎ 
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PEUT © 5 أثبت‎ Gy; i-i $3} acy aoo V. anao افترض أن 6 بيان بسيظ‎ ._6 
اخ‎ 

6.. افترض أن © بيان سوي أعظمي. أثبت أنه إذا كانت S‏ مجموعة ثلاثية فاصلة للبيان ola G*‏ 
G*-S‏ يحوي مركبتين (chappell)‏ 

33.1.6. )1( افترض أن 6 بيان مثلثاتي. وافترض Lagi‏ أن TI,‏ هو عددٌ رؤوس G‏ التي درجتها تساوي i‏ أثبت 
أن 12 = 0n‏ - 6ر3 . 

34.1.6 ابن عائلة غير منتهية من البيانات السّويّة البسيطة التي درجتها الصغرى تساوي 5 بحيث يكون لكل 
Lil 12 Leis‏ درجة كل منها تساوي 5 (مساعدة: :عدّل الثنعشري). 

35.1.6 )1( أثبت أنه 134 Ad Maas Ligue Ls G ls‏ أزيعة وؤوس على الأقل: فيوجد فيه أربعة رؤوس على 
الأقل درجة JS‏ منها أقل من 6 لكل قيمة من قيم 77 الزوجية حيث 8 :2 جد بيانا سويًا بسيطًا على 7 من 
الرؤوس له أربعة رؤوس بالضبطء درجة كل منها Jal‏ من 6. ([1963] .(Griinbaum - MotzKin‏ 
36.1.6 افترض أن S‏ مجموعة 7 من النقاط 2 المستوى بحيث تساوي المسافة بين y 5X‏ .2 المستوى 1 على 
الأقل لكل ay © S‏ أثبت أنه يوجد على الأكثر 6 - 31 زوجًا SZ YW‏ بحيث تساوي المسافة 2 المستوى بين 
ju‏ بالضبط ly‏ 

6 إذا أعطيت أعدادًا صحيحة 2 < ۸و1 < / بحيث إن ۸ عدد زوجي؛ فابن gu hy‏ له K‏ وجهًا 
بالضبط» بابد PU D‏ 


2.6. توصيف البيانات المستوية 

ما البيانات التي تنطمر 2 المستوى؟ لقد Üa y‏ أن م و يلا ينطمران. .2 الحقيقةء إن هذه البيانات 
هي البيانات الحاسمة التي قادت إلى توصيف البيانات Asl‏ وهذا التوصيف معطى من خلال نظرية 
كواراتوسكي Theorem KuratowsKi' S)‏ ( .-2 إحدى المرات» وجه كاسمير كواراتوسكي سؤالا إلى فرانك 
هراري عن أصل الرمزين Ky 9K,‏ فرد هراري ”بان ۸ .2 K‏ هو الحرف الأول من کاسمیر وأن K‏ 2 

K,‏ هو الحرف الأول من كواراتوسكي. 

تذكر أن جزء البيان هو بيان نحصل عليه من البيان الأصلي بأن نستبدل الأضلاع بمسارات زوجية 

(19.2.5 cag yall) روجا روجا‎ tls Anais 


جزئية 4 ۸3 
6.. قضية : إذا جد Gold‏ بيان جزكي يمثل تقسيمًا ل K,‏ أو G ob K,‏ بیان غير سوي. 
الإثبات: كل بيان جزئي لبيان سوي يكون سويًا. لذاء يكفي برهنة أن تقسيمات K,‏ و ور غير سوية. 
das‏ أن تقسيم الأضلاع لا يؤثر 2 سوية البيان. كما Coan a et‏ مكو 
استخدامها للحصول على طمر للبيان G‏ والعكس صجيح: 
مق العضية 12:6تجد أن خر الان من سيسات ET‏ شرط طبروري ليكون heath‏ سوا . لقد 
أثبت كواراتوسكي TONCAS‏ 
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KuratowsKi [1930] ) : 2,443 .2.2.6‏ يكون البيان سويًا إذا وفقط إذا خلا من تقسيم ل "K 3K,‏ 

إن نظرية كوار/توسكي dme.‏ النصف الأول من هذا الجزء. وبعد ASS‏ سنقوم بالتعليق على 
clans‏ لخرى للبيانات:السوكة . Blas Gey SF Landes‏ سوا c‏ فإننا نبحث عن pab‏ سوي بخواص إضافية. 
لقد ald‏ واجنر ]1936[ Fa'ry [1948] galas Wagner‏ وستاين ]1951[ Stein‏ بإثبات أنه يوجد de‏ بیان 
سوي بسيط Jalo‏ تكون فيه الأضلاع جميعها عبارة عن قطع مستقيمة؛ وهذا معروف باسم نظرية فاري 
(التمرين 6). 

Lal‏ فيما يخص البيانات المترابطة من الدرجة 3: فسنبرهن خاصية egal‏ وهي أنه يوجد طمرٌ يكون كل 
وجه فيه عبارة عن متعدد أضلاع محدب. 


التحضير لنظرية كواراتوسكي 


سوف نستخدم أسماء قصيرة للبيانات الجزئية التي تبرهن عدم السُويّة للبيانات. 


6.. تعريف: نعرّف البيان الجزئي الكواراتوسكي للبيان © على أنه بيان جزئي من © بحيث يكون 
تقسيما ل K, 3K,‏ ونعرّف البيان غير السوي الأصغري على أنه بيان غير سوي بحيث يكون أي بيان 
جزئي فعلي منه بيانا سويًا. 
سنبرهن أن البيان & غير السوي الأصغري الذي ليس o‏ جزئيًا كواراتوسكيًا يجب أن يكون مترابطا من 
الدرجة 3. وإذا برهنا أن كل بيان مترابط ثلاثي خالٍ من بيان جزئي كواراتوسكي يكون سويًا ٠‏ فإننا نكون قد 
أكملنا إثبات نظرية كواراتوسكي 


4.2.6. تمهيدية. ey‏ أضلاع وجه -2 طمر سوي للبيان © gla.‏ هناك طمرًا تكون فيه F‏ 
مجموعة أضلاع الوجه غير المحدود. 


الإثبات: sat dal‏ على القرق ٠‏ حيث تبقى مجموعة ة أضلاع المناطق هي نفسها E GL‏ 
محدودة. وبعد ذلك > ارجع إلى المستوى من خلال الإسقاط من داخل الوجه الذي تحيط به F‏ 


6ه تمهيدية. كل بيان غير سوي أصغري يكون je‏ ابا آم 3a yall‏ 2. 

الاثبات: افترض أن Oly G‏ غير سوي أصغري. إذا كان G‏ غير مترابط فإننا palai‏ أحد مركباته 
داخل أحد الوجوه لطمر المركبات الأخرى. وإذا $ as‏ ل G‏ رأس قطع V‏ فاجعل ,6 , ,© تمثل فلق 
G‏ المعتمدة على ({V} — Lobes) v‏ ومن أصغرية 1G‏ نعلم أن ,6 كله يكون سويًا ام التمهيدية 
4.2.6 نستطيع G, zab‏ بحيث يكون V‏ على الوجه الخارجي. ونقوم بضغط JS‏ طمر ليكون موجودًا داخل 
ig‏ مت ازها عد :ويد اذلك تضم هذه العلمورات عند V‏ لفحضل على ظمر نيان G‏ 

6.2.6 تمهيدية. لتكن S= {X,Y}‏ مجموعة فصل بعنصرين للبيان -G‏ 

إذا كان G‏ غير سوي» ola‏ إضافة ضلع Xy‏ لفلقة — S‏ من G‏ تعطي بيانا غير سوي. 

الإثبات: افترض أن .© ,... ,6 هي فلق — S‏ للبيان -G‏ واجعل U xy‏ ,6 = :8 . إذا كان H,‏ سويًاء 
فباستخدام التمهيدية 4.2.6 يوجد طمر JH,‏ بحيث يكون Xy‏ على الوجه الخارجي. ولكل 1 > 2 الاحظ أن 


هذا يسمح د ,77 أن يلصق بطمر ل ,8 ؛ UZ‏ وذلك بطمر H,‏ بے وجه يحوي XY‏ على حدوده. بعد ذلك» لاحظ 
أن حذف الضلع 7× إذا كان غير موجود .2 G‏ يعطي طمرًا سويًا للبيان 6. n‏ 
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إن التمهيدية التالية تسمح لنا بحصر اهتمامنا بالبيانات المترابطة من إلدرجة 3 من أجل إثبات نظرية 
كواراتوسكي. إن البيان المفترض غير موجود, وإذا جد وجب أن يكون مترابطا من الدرجة 3. 


6 شييدية 131 de al sae Gly G ols‏ أقل ce Cpe Say Le‏ البياكات شير السوكة gill Linse‏ لين 
ليبا AL y cola‏ كواراثوسكية: انه (ya dadl pie‏ اتر 3 ١‏ 
الإثبات: إن حذف ضلع من 6 لا ينتج bly‏ جزئيًا كواراتوسكيًا G2,‏ > ويضمن الفرض أن حذف ضلع واحد 
ينتج انا جرا :سنوي . لذا G old.‏ بيان غير سوي أصغري. ومن التمهيدية 5.2.6 نجد أن G‏ مترابط من 
الدرجة 2 افترض أنه يوجد 2 G‏ مجموعة فصل بعنصرين Le oS = (xy)‏ أن 6 غير سوي. ole‏ اتحاد Xy‏ 
مع فلقة - S‏ يكون غير سوي (التمهيدية 6.2.6): افترض أن H‏ هو هذا البيان. Le‏ أن عدد أضلاع Jal H‏ 
من عدد أضلاع ola G‏ أصغرية © تجبر وجود بيان جزئي كواراتوسكي HF‏ تظھر F‏ كلها .2 6 ما lae‏ 

الضلع XY‏ ربما. 

SE] Le:‏ مجموعة قطع رؤوس صغرى. فإن هناك جيرانًا JSI‏ من y 9X‏ كل S — aate‏ لذاء باستطاعتنا 
تغيير × 2 F‏ للمسار من × إلى Y‏ من خلال فلقة - S‏ أخرى وذلك من أجل الحصول على بيان جزئي 
كواراتوسكي من G‏ وهذا يناقض فرض عدم وجود بيانات جزئية كواراتوسكية من 6. لذاء لا توجد ل G‏ 
مجموعة فصل بعنصرين. ؟ِ 





3 4 
FE TRADAT‏ 
لإتمام إثبات نظرية كواراتوسكي؛ يكفي برهنة أن كل بيان مترابط من الدرجة 3 وخالٍ من بيان جزئي 
كواراتوسكي يكون Mos‏ . سنستخدم الاستقراء. ومن أجل تسهيل إثبات خطوة MR‏ فإن من المفيد 
إثبات نتيجة أقوى. 


8.2.6 تعريف: الطمر المحدّب لبيان هو طمر سويّ فيه كل وجه محاط بمتعدد أضلاع محدّب. 

لقد أثبت توت )]1960,1963[ (Tutte‏ أن لكل بيان سوي مترابط من الدرجة 3 طمرًا محدّيًا. إن هذا 
أفضل ما يمكن الوصول إليه بدلالة الترابط» وذلك لأنه إذا كانت 4 < A‏ فإنه لا يوجد alo‏ محدَّبٌ للبيان 
,ر السوي المترابط من الدرجة 2. 

سنتبع طريقة ثوماسين (Thomassen)‏ لإثبات نظرية كواراتوسكي من خلال إثبات نتيجة توت الأقوى 
المتعلقة بالبيانات المترابطة من الدرجة 3 التي ليس لها بيانات جزئية كواراتوسكية. (هناك إثبات آخر لنتيجة 
توت أساسه التفكيكات المقبضية - [2000] او 

eda‏ نظرية توت هذه باستخدام الا ستقراء على .n(G)‏ إن النموذج لإثنبات العبارات الشرطيّة 
بالاستقراء (الملاحظة 25.3.1) يخبرنا عن التمهيدات التي نحتاج إليها. إن فرضياتنا هنا هي: RT‏ 
عن الدرجة 3145s callus al jude B‏ كوان اة « والنتيجة المنشودة هي «طمر محدبء. للبيان © 
الذي يحقق hue pall‏ نحتاج إلى إيجاد بيان صقو G'‏ يحقق هذه الفرضيات لكي نستطيع تطبيق فرضية 
الاستقراء. 
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تسمح LI‏ التمهيدية الأولى (6. 2. 9) بالحصول على بيان أصغر“ © مترابط من الدرجة i3‏ عن طريق 
تقليص أحد أضلاع -G‏ 2 حين توضّح التمهيدية الثانية (6. 2. 10) أن'6 يخلو من بيان جزئي كواراتوسكي؛ 
Gi‏ أنه يحقق القضية الثانية. 

وسوف يتم JLS!‏ الإثبات بالحصول على طمر محدّب للبيان G‏ من خلال وجود طمر محدّب للبيان '6. 
6. تمهيدية . ) ]1980[ (Thomassen‏ إذا كان Ly G‏ مترابطًا من الدرجة 3 وله خمسة رؤوس 
على الأقل؛ فيوجد فيه ضلع E‏ بحيث إن G.E‏ مترابط من الدرجة 3. 
الإثبات: سنستخدم التناقض ومبدأ التطرفية (القيم القصوى). خذ 2 الحسبان ضلعًا © طرفاه × و 
y‏ فإذا كان Gee‏ غير مترابط من الدرجة 3: Ola‏ له مجموعة فصل بعنصري S‏ بما أن G‏ مترابط من 
الدرجة 3 فإن S‏ يجب أن تحوي الرَأس الناتج عن تقليص e‏ افترض Í‏ 2 الرّأسٌ الثاني us SZ‏ رفيق 
الزوج المتجاور Y 9X‏ ولاحظ أن {XYZ}‏ هي مجموعة فصل ل G‏ بثلاثة عناصر. 

افترض أنه لا يوجد 2 6 ضلع بحيث يعطي تقليصه بيانا مترابطا من الدرجة 3. لذاء فإن لكل زوج متجاور 
رفيقا. ومن بين أضلاع G‏ اختر Xy‏ = © ورفيقها Z‏ بحيث إن للبيان غير المترابط الناتج G — (xz)‏ مركبة 
Lua H‏ أكبرما يمكن. اجعل H‏ مركبة أخرى من مركبات G- (yz)‏ ( انظر الشكل أدناه). Ley‏ أن {XBZ}‏ 
مجموعة فصل صغری. فيوجد لکل من 2/< جار -2 كل من H' 9H‏ اجعل t‏ جارًا ل 2 H’.‏ واجعل V‏ رفيقٌ 
الزوج -UZ‏ ومن تعريف Gea I”‏ نجد أن G-(z UV}‏ غير مترابط Lal‏ البيان الجزئي من G‏ المولد من 
V(H) U {x,y}‏ فهو مترابط. 

إن حذف V‏ من هذا البيان الجزئي (إن وجد فيه ) لاي بعل هذا البيان الجزئي غير مترابط, BY‏ عندئن 
يكون (2,۷)-6 غير مترابط. لذاء -V. ola‏ (نزعو)ن(]1)ن) محتوى 2 مركبة من مركبات G-(z uv)‏ 


بحيث إن عدد رؤوس هذه المركبة أكبر من عدد رؤوس H‏ وهذا يناقض XYZ ghd‏ 5 





وفيما يلي نحتاج إلى برهنة أن تقليص ضلع يحافظ على غياب البيانات الجزئية الكواراتوسكية. 
سنعرّف مصطاحًا جديدًا وهو رؤوس التفريع ( التغصين) 2 تقسيم H'‏ ل H‏ الذي يشير إلى الرؤوس التي 
درجتها تساوي 3 على الأقل 2 H'‏ 

10.2.6 تمهيدية. إذا كان G‏ انا خاليًا من البيانات الجزكية الكو ار اة Gee ola‏ أيضًا JE‏ من 
البيانات الجزئية الكواراتوسكية. 2 
OLANI‏ سنبرهن المكافئ العكسي: إذا حوى la Gee‏ « فإن G‏ أيضًا يحوي Ésa Gly‏ كواراتوسكيًا. 
افترض أن 2 هو رأس Ge‏ الذي نحصل عليه بتقليص الضلع Xy‏ = ©. 
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إذا كان 2 لا ينتمي إلى H‏ فإن H‏ نفسه يكون i> Ube‏ كواراتوسكيًا من -G‏ وإذا كان V(H)‏ © 2 
لکن 2 ليس رأس تفريع ل A‏ فإننا نحصل على بيان جزئي كواراتوسكي د G‏ من ob H‏ يحل × أو y‏ أو الضلع 
Xy‏ محل Z‏ 

Jib‏ إذا كان 2 رأس تفريع بے H‏ وكان ضلع واحد على الأكثر يقع على 2-2 H‏ ويقع على G2-X‏ فإن 
تمديد Z‏ إلى Xy‏ يطيل هذا المسارء ويكون sa Y‏ رأس التفريع لبيان جزئي كوار اتوسكي GE‏ 

الحالة امتبقية (الموضحة أدناه) يمثل H‏ تقسيمًا د ر و2 رأس تقريع. والأضلاع الأربعة الواقمة 
على 22 H‏ مكونة من ضلعين واقعين على 2 6. 2 هذه الحالةء افترض أن ,1و U,‏ هما Luly‏ التفريع 2 
H‏ الموجودان على الأطراف الأخرى للمسارات,المغادرة ل 2 من خلال أضلاع واقعة على G 2X‏ واجعل ۷ 
و V,‏ رأسي تفريع H‏ الموجودين على الأطراف الأخرى للمسارات المغادرة ل 2 من خلال أضلاع واقعة على[ 
G‏ وبحذف المسارين من My‏ إلى My‏ ومن ,۷ إلى ر۷ من H‏ نحصل على تقسيم ل ر G2‏ حيث Upu,‏ لل 
Sid‏ رؤوس تفريع لإحدى مجموعتي تجزئة dinghy‏ أما Sala X V,V,‏ رؤوس تفريع المجموعة الأخرى. W^‏ 


Sd - DS 


تقسيم K3‏ في G‏ تقسيم Ks‏ من G‏ 
الآن» سنبرهن نظرية توت. 


56 . نظرية : )]1963 , 1960[ (Tutte‏ إذا كان G‏ بيانًا مترابطا من الدرجة 3 ولا يحوي تقسيمًا 

د ٤,‏ أو K,‏ فإن له طمرًا محدبًا 2 المستوى. بحيث لا يوجد له BI‏ رؤوس على خط مستقيم. 
(Thamassen [1980, 1981[( GLA‏ نستخدم الاستقراء على A(G)‏ ذا كان 4 > ol A(G)‏ البيان 
الوحيد المترابط من الدرجة 3 بحيث إن عدد رؤوسه يساوي 4 على الأكثر هو K,‏ والذي يوجد له مثل هذا 
TEARI‏ 

لذاء افترض أن 5 < N(G)‏ خذ © ضلعًا .2 G‏ بحيث إن Ge‏ مترابط من الدرجة 3 كما هو مؤكد ب 
التمهيدية 9.2.6. وليكن 2 هو الرأس الذي نحصل عليه بتقليص ©. من التمهيدية 10.2.6 نعلم أن G.e‏ لا 
يحوي Kija Le‏ كواراتوسكيًا . ونحصل من فرضية الاستقراء على طمر odas‏ ل H = 6.٤‏ بحيث لا 
يوجد él‏ ثلاثة رؤوس على خط واحد. 

2 هذا الطمرء يتحقق أن للبيان الجزئي الذي نحصل عليه بحذف الأضلاع الواقعة على 2 وجهًا يحوي 
Z‏ (ربما غير محدود ). وبما أن H - Z‏ مترابط من الدرجة 22 فإن حدود هذا الوجه عبارة عن حلقة C‏ إن 
جيران Z‏ جميعها تقع على C‏ وة الجوران ريما کون :2 hoy gh x luas G‏ تكليهماء YX cage‏ هما 
الطرفان الأصليان للضلع ©. 

إن الطفر ادب3 H‏ يشم ل ted‏ مسكيمة من 2 إلى Uil‏ جميعهاء احمل X, X,‏ جیران X‏ 
2 ترتيب حلقي على C‏ إذا وقعت جيران 2 جزء C‏ من ,× إلى . فإننا نحصل على طمر محدّب 
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د 6 يوضع عند 3-2 41 ووضع عند نقظة قرنية من #اداخل الرأوية المشكلة من ,قد و Ls‏ يظهر 2 
الشكل الموجود ب2 الحالة 0 أدناه. Sly‏ لم يحدث هذاء فإما: أن يث يشترك BID 2× ga y‏ جيران هي: 1,۷,۷. 
أو 2 يوجد YS‏ جاران‌ هما : ۷ يتفاوبان على C‏ مع جاري ×هما: ,او Xa‏ .2 الحالة الأولى ٠‏ يشكل C‏ مع XV‏ 
ومع الأضلاع من {XV}‏ إلى {U,VX}‏ تقسيمات ل K‏ أما .2 الحالة الثانية. إن C‏ يشكل مع المسارات uy V‏ 
و xy 9X, X X.‏ تقسيمًا ل Ky,‏ وبما أننا نتعامل فقط مع بيانات تخلو من بيانات جزئية كواراتوسكيةء فإن 
الحالة 0 هي التي يجب أن تحدث. 


E» do qo 


Xil 


الحالة 2 الحالة 1 الحالة 0 

إن التمهيدية 7.2.6 والنظرية 11.2.6 معًا تعطيان نظرية كواراتوسكي (النظرية 2.2.6). ويمكن 
الحصول على نظرية فاري على حدة: إذا Ía‏ لبيان طمرٌ Sou‏ فيوجد لهذا البيان طمرٌ سوي كخطوط 
مستقيمة (التمرين 6). 

وفيما يخص تطبيقات الحاسوب» فإننا نرغب أكثر 2 الحصول على palo‏ سوي .على JES‏ خطوط 
مستقيمة؛ رؤوسه تقع عند النقاط الصحيحة (النقاط التي إحداثياتها أعداد صحيحة) . 

لشبكة صغيرة نسبيًاء أثبت شنايدر ) ]1992[ (Schnyder‏ أنه يوجد لكل بیان سوي على 77 من الرؤوس 
طمرٌ كخطوط مستقيمة. رؤوسه تقع عند النقاط الصحيحة للشبكة ]1 — [n — 1] x [n‏ 

لقد تم إثبات العديد من توصيفات البيانات السّويّة. حيث تناولنا بعضها 2 التمارين. وسنقوم بوصف 
توصيفين إضافيين. 


12.2.6 * تعريف: نقول: إن البيان H‏ هو تصغير أو فرع (Minor)‏ للبيان © إذا أمكن الحصول على H‏ 

من © بحذف (بالحذف والتقليص) بعض أضلاع G‏ أو تقليصها. 

KAU gai بأن هذا الزيان لأ يحوي‎ le تيان بيعرسون:‎ pica KC, يمد‎ «B سبيل‎ th 
*ملاحظة. يمكن إجراء حذف الأضلاع أو تقليصها بأي ترتيب نريده إذا حافظنا على معرفة‎ 13.2.6 
.“ © «تقليصات لبيانات جزئية من‎ d G ما يحدث للأضلاع 2 أثناء هذه العمليات. لذاء فإن تصغيرات‎ 

إذا وُجِدّ G2‏ تقسيم SH’‏ فإن Lii H‏ هي تصغير ل 6 تم الحصول عليه بحذف أضلاع © غير 
الموجودة  LT‏ ومن ثم تقليص الأضلاع الواقعة على رؤوس درجتها تساوي 2. إذا كانت الدرجة الكبرى 
ل 6 تساوي 3 فإن H‏ تصغير ل G‏ إذا وفقط إذا 15 بے 6 تقسيم ل H‏ (التمرين 11). 

لقد أثبت واجنر )]1937[ (wagner‏ أن بیان G‏ يكون سويًا إذا وفقط إذا لم يكن K,‏ أو ر تصغيرًا 
ل 6. إن تمرين 12 يحصل على هذه النتيجة من نظرية كواراتوسكي. n‏ 
Ma" .6‏ حظة. yan CL‏ التوصيفات بدرجة كبيرة إلى طمورات حقيقية. فعلى سبيل JÈL‏ عندما 
eos‏ بيان ثلاثي الترابط 2 المستوى. فإن حذف مجموعة رؤوس حلقة محيطة بوجه معين يترك بيانًا ا 
مترابطا. 
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ونقول: إن حلقة 2 بيان هي حلقة غير فاصلة إذا لم تكن مجموعة رؤوسها مجموعة فصل. لقد zi‏ 
كيلمانز (Kelmans [1980,1981b])‏ أن أيّ تقسيم لبيان ثلاثي الترابط ونا إذا وفقط إذا وقع كل 
ضلع © 2 حلقتين غير فاصلتين. وقد ala‏ كيلمانز العام ]1993[ بعمل مسح للمادة المتصلة بذلك. 2 


اختبارات مستوية البيانات (اختيارى) 

لقد أعطى ديراك وشوستر (Schuster)‏ العام 1954 أول إثبات قصير لنظرية كواراتوسكي. وقد 
ظهر هذا الإثبات 2 )]109-112 ,1969[ (Bondy —Marty [ 1976, p 153 — 2., .(Harary‏ 
)]156 و2 )]48 — 96 asili (Chartrand — LesniaK [1986 , p‏ هذا الإثبات بعض البيانات 
الجزكية الخاصة للبيان. 
6 . تعرييف: .2 الحالة التي يكون فيها H‏ بيانًا US jm‏ من G‏ فإن شظية H-‏ من ca G‏ على أنها: 

(a‏ ضلع ليس HE‏ أما طرفاه ضفي H‏ أو: 

FH بالإضافة إلى مجموعة الأضلاع (ورؤوس الروابط) التي تربطها ب‎ G-V(H) مركبة من مركبات‎ (b 

يشكل البيان الجزئي H‏ بالإضافة للشظية -H‏ تفكيكا د 6. 

إن شظايا - H‏ هي عبارة عن ”القطع“ التي يجب إضافتها اه يده 
ل 6. قديمًا « استخدم الملصطلح جسر H-‏ إلا أننا نستخدم شظية H-‏ لتجنب الإشكالات التي تنتج 
الاستخدامات الأخرى للجسر . 

تختلف شظية - H‏ عن الفلقة — VH)‏ لأن الأولى تحذف أضلاع H‏ (لا تحوي أي ضلع من أضلاع 
(H‏ وكذلك يمكن لشظية H—‏ أن تتكون من ضلع واحد غير موجود FT‏ إلا أنه يربط بين رأسين من رؤوس 
آل ولف a‏ يجي ألا بكرن H‏ انا حزن anus‏ 

أما فيما يخص الحالة التي يكون فيها البيان مترابطا من الدرجة 3 من حالات نظرية كواراتوسكي, 
فقد قام ديراك وشوستر (Schuster)‏ باعتبار بیان 6 مترابطا مق الدزجة:3 أصفريًا يخلو من بيان جزئي 
كواراتوسكي. إن حذف ضلع € يعطينا بيانا سويًا مترابطا من الدرجة 2 . وبعد اختيار حلقة C‏ تمر بطر ©. 
نستطيع | إضافة © إلى الطمرء إلا إذا cries‏ شظية C=‏ مطمورة داخل C‏ «وتتعارض» مع ©. كما -2 إثبات 
النظرية 11.2.6 olo‏ هذا ينتج Uo. Le‏ كواراتوسكيًا من G‏ 

لقد استخدم توت فكرة شظايا -) المتعارضة للحصول على توصيف آخر للبيانات Aa‏ 
6. تعريف: افترض أن C‏ حلقة -2 بيان G‏ نقول: إن شظيتي C-‏ 4و B‏ تتعارضان إذا وجد لهما 

ثلاثة رؤوس مشتركة للربط مع C‏ أو إذا وجد لهما أربعة رؤوس هي: ,۷ء و ر۷ و ړل وبلا 4 ترتيب حلقي 

C إن بيان تعارض‎ -B هما رأسا الربط مع‎ V, هما رأسا الربط مع 4. وأن رلا و‎ V, بحيث إن ,۷ و‎ C ule 

هو بيان رؤوسه شظايا — C‏ من G‏ بحيث تكون شظايا C-‏ المتعارضة متجاورة. 

لقد أثبت توت عام 1958م أن البيان G‏ يكون سويًا إذا وفقط كان بيان تعارض كل حلقة 2 G‏ عبارة 
عن بيان ثنائي الفرع (التمرين 13). لقد استخدمنا هذه الفكرة 2 إثباتنا الأول الذي برهنا فيه أن K,‏ 
و olle Ky,‏ غير سويين (القضية 2.1.6). إن بيان التعارض لحلقة مولدة للبيان ۾ هو YC,‏ أن بيان 
التعارض لحلقة مولدة للبيان K,‏ هو C,‏ 

يوجد للبيانات المترابطة من الدرجة 3 غير السّويّة بياناتٌ جزئية كواراتوسكية من نوع خاص. . لقد قدم 
کیلمانز (Kelmans [1981b])‏ تيتا لتعميم نظرية کواراتوسکي» .239 أثبت هذا التخمين من قبل كيلمانز 
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Kelmans [1983, 1984b]))‏ وتوماسين )]1984[ (Thomassen‏ كل على حدة. والتخمين هو: كل بيان غير 
سوي مترابط من الدرجة 3 له ستة رؤوس على الأقل يحوي حلقة لها ثلاثة أوتار متقاطعة زوجًا زوجًا. 

إن إيجاد توصيفات للبيانات السّويّة قادنا إلى البحث عن خوارزمية سريعة لاختبار سوية البيانات. لقد 
قام JS‏ من هوبكرفت وترجان ([1974] (Hopcroft-Tarjan‏ وبوث ولوكر )]1976[ (Booth —LuecKer‏ 
بتقديم عروض خوارزميات خطية بالنسبة إلى الزمن ومعقدة« إلا أن بوير ومايرفولد (Boyer-Myrvold‏ 
([1999] قدما خوارزمية أسهل. وقام جولد )]185 — (Gould [1988,p177‏ بمناقشة أفكار خوارزمية 
هوبكرفت وترجان. إن الخوارزمية التي كانت موجودة قبل ذلك أبسطء إلا Lil‏ ليست خطية OY Abie}‏ 
زمن تشغيلها يتغير بحسب كثيرة حدود» وتعود هذه الخوارزمية إلى ds‏ من ديموكرون (Demoucron)‏ وما 
لجرانج (malgrange)‏ وبيرتوست ]1964[ .(pertuiset)‏ حيث إنها تستخد تستخدم شظايا .H-‏ 

تتضمن هذه الفكرة ما يلي: إذا أمكن تمديد طمر سوي ل H‏ ليصبح طمرًا سوا د G‏ » فإن هذا التمديد 

ol Ga‏ كل 3,1 pgs G (ya H‏ ناكل alg dag‏ هن ٠ Up G os Il. H‏ فإننا نبني بتزايد بيانات 

جزئية من G‏ بحيث تكون سوية وأكبرء ويمكن تمديدها لتصبح طمرًا للبيان G‏ ونحاول Babe‏ توسيع (S)‏ 
H‏ من خلال اتخاذ قرارات صغيرة لا تقود إلى مشاكل. 

ولتوسيع H‏ نختار F Leo. s‏ يقبل شظية aly H-‏ إن هذه الشظية هي B‏ إن حدود F‏ يجب أن تحوي 
رؤوس الربط جميعها مع B‏ وعلى الرغم من أننا لا نعرف أفضل طريق لطمر 8 2 . إلا أنه يوجد طريق 
واحد فقط لإضافة مسار 2 B‏ عبر F‏ بحيث يصل هذا المسار بين رؤوس رابط مع نفسه» لذا نضيف مثل هذا 
المسار. إن تفاصيل اختيار ۴ و B‏ تظهر .2 الخوارزمية أدناه. حيث تعمل هذه الخوارزمية كالخوارزميات التي 
ذُكرت. حيث إنها تؤدي إلى طمر إذا كان G‏ بيانًا سويًا. ١‏ 
6 . خوارزمية. (اختبارسويّة البيانات) 

المدخلات: بيان مترابط من الدرجة 2 (بما Gal‏ سوي إذا وفقط 131 كان كل ges All gà cps call‏ 
وبما أن الخوارزمية 23.1.4 تحسب عدد القوالب» فيمكن الافتراض G Sb‏ قالب له 395 ثة رؤوس على الأقل). 

الفكرة: أضف مسارإت بالتتابع من LIBAN‏ الحالية. وحافظ على مجموعات الرؤوس التي تشكل 
حدودًا للبيان الجزئي الذي Be‏ 

البداية : بعد G, aas]‏ وتحديدهاء G wes‏ كالتالي: 

M IR US ال تخوى ر الريك يتا‎ NAT cues Bk 2 

3. إذا كانت M(B)‏ مجموعة خالية لبعض Lila B‏ نحصل على الحالة التي يكون فيها البيان غير 
سوي. إذا كان 1 = | F(B)‏ | لبعض B‏ فاختر B‏ إذا كانت 1 < | F(B)‏ | لکل B‏ فاختر أي B‏ 

4. اختر مسارًا P‏ بين رأسين لرابط للشظية ,6 - 8 التي تم اختيارها. اطمر P‏ عبر وجه ذ F(B)‏ 
سم البيان الناتج G,‏ وحدّث قائمة حدود الأوجه. 

5. إذا كان 6 = G,‏ فاحصل على بيان سوي» وبخلاف ذلك» وسّع SE, T‏ إلى الخطوة الأولى. 
18.2.6 مثال: خن 2 الحسبان البيانين المرسومين أدناه. 

(من ]165—166 -Bondy - Murty 11276; p‏ إن الخوارزمية 17.2.6 تقود إلى طمر سوي للبيان 
الموجود عن اليسارء ولكنها تنتهي 2 الخطوة 3. للبيان الموجود عن اليمينء يوجد للحلقة 12348765 ثلاثة 
أوتار متقاطعة زوجًا زوجًا وهي: : 36.27.14 n‏ 


8 1| 8 1 
7 2 7 2 
6 3 6 3 
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19.2.6 . نظرد 2 : )]1964[ (Demourcron — Malgrange — Pertuiset‏ إن الخوارزمية 17.2.6 تنتج 

Ugu G سوا إذا كان البيان‎ (ale 
مترابط من الدرجة 2 لاحظ أن أي حلقة تظهر على شكل منحنى مغلق‎ G SI الإثبات: يمكننا افتراض‎ 
قابل للتمديد‎ G طمر لحلقة  بيان سوي‎ (S أنه يمكننا عكس المستوى. فإن‎ Lass بسيط 2 كل طمر سوي.‎ 
سويًا +الاحظ أنه يكفي برهتة‎ G لطمر سوي للبيان © إذا كان‎ G, يمكن تمديد‎ ٠ لذا‎ G ليصبح طمرًا للبيّان‎ 
وكانت الخوارزمية تنتج بيانا مستويًا ,6 من‎ » G .للتمديد لطمر سوي للبيان‎ SUI G, ما إذا کان بیان مستو‎ 
رأسًا ربط؛‎ G, - لاحظ أنه يوجد لكل شظية‎ G أيضًا يكون قابلاً للتمديد لطمر سوي للبيان‎ G, فإن‎ «G, 
مترائط من الدوجة2:‎ E 

Saag‏ شظية B - G,‏ بحيث إن 1 = | (7)8 | فإن وجها واحدًا فقط يوجد د G,‏ يمكن أن يحوي 
P‏ .2 تمديد د ,6 إلى طمر سوي للبيان -G‏ تضع الخوارزمية P‏ 2 هذا الوجه للحصول على G,‏ لذاء ola‏ 
,6 قابل للتمديد 2 هذه الحالة. 

تظهر المشاكل فقط 2 الحالة التي يكون فيها 1 < | FB)‏ | لكل B‏ حيث نقوم باختيار الوجه الخطأ 
لنطمر فيه مسارًا P‏ من الشظية التي تم اختيارها . افترض أننا :)1( طمرنا P‏ 2 وجه(8) 1 € (f‏ .2( 
مددنا G,‏ لطمر سوي GAG‏ فيه P‏ داخل الوجه f € F(B)‏ نعدّل G‏ لإثبات أنه يمكن تمديد © لطمر 
آخر GIG"‏ تكون فيه f Jl P‏ وهذا يوضح أن خيارنا لا يسبب مشاكل: وأن G,‏ الذي بني قابل للتمديد” 

لتكن C‏ مجموعة الرؤوس الموجودة على حدود كرو of”‏ وهذا يشكل الرؤوس الموجودة 2 ربط BS‏ نرسم 
G”‏ من خلال التبديل بين رو f"‏ لشظايا — G,‏ جميعها التي تضعها 6 ff‏ والتي تقع رؤوس ربطها ا C‏ 
إن هذا موضح 2 الشكل الموجود عن اليسار أدناه. حيث إن أضلاع G‏ غير الموجودة G2‏ هي القطع المنقطة. 





Jas‏ هذا اتير وكا GF 39434 yall‏ إلا إذا وجدت شظية BG,‏ غير مستبدلة تتعارض مع 
شظية مستبدلة. وبما 9 التبديل متمائل 2 oS‏ رويغير داخلهما «lae‏ فإننا نستطيع افتراض أن B‏ يظهر 
G 2. fe‏ . تعني كلمة ای اچوك lyf” 2B'G‏ نحاول تحريكها cums fll‏ يكون B's B‏ 
متجاورين 2 بيان التعارض JI‏ 

اجعل sÂ‏ 4 ترمزان إلى مجموعات الرؤوس التي يتم ais‏ ريط B' b Bib: fosa MB's B‏ 
تشكلان تعارضًاء فإما أن يوجد ل A‏ و4 ثلاثة رؤوس AS piia‏ أو أربعة رؤوس متناوبة على حدود/: Las‏ أن 
¢C,A'CC‏ 4 » فإن الاحتمالية الأولى تعطي الاحتمالية الثانية. اجعل u, X‏ ,زو تمثّل هذا التناوب الذي 
فيه x y € 4 C‏ .و '4 € 1,۷ كما هوواضح عن اليمين أعلاه: !13 لم يوجد مكل هذا التثاوب:.فان B' 4B‏ 
لا تتعارضان أو أنه يمكن تبديل Jo B‏ 

2 تفشل‎ 8 ots. Ix V a من‎ IS فإنه لایوجد وجه آخر يحوي‎ » fie ۷ 11و‎ sy suu € Col Las 
u [F (B) > 1 أن تكون رؤوس ربطها محتواة  وجهين على الأقل؛ وهذا يناقض فرض أن‎ 

نستطيع أن نبدأ باختيار وجود 6 - 37 ضلعًا على الأكثر للبيان G‏ محافظين على قوائم لحدود الوجوه. 
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ونقوم بإجراء عمليات أخرى من خلال بحث خطي (يعتمد على معادلة خطية). لذاء فإن هذه الخوارزمية 
تشتغل بزمن تربيعي. إن الإثبات الذي قدمه كلوتز )]1989[ (Klotz‏ لنظرية كواراتوسكي يعطي Ll‏ 
adole‏ تربيعية لاحسان سوية US agi jas Usos Lily chads cones Gly‏ عنما Ls G css‏ غير سوي. 
تمارين 
6 (-) أثبت Si‏ متممة البيان ,© She‏ غير سوي. 
2.2.6. )1( أعط ثلاثة براهين لإثبات أن بيان بيترسون غير سوي باستخدام: 

(a‏ نظرية كواراتوسكي. 

5 صيغة أويلر وحقيقة أن خصر بيان بيترسون يساوي‎ (b 

(C‏ خوارزمية ديموكرون ومالجرانج وبيرتوست الخاصة باختبار سوية البيانات. 
6 (-) جد طمرًا Das‏ 2 المستوى للبيان أدناه. 


4.2.6 (-) أثبت عدم السُويّة أو أعط طمرًا محدبًا لكل بيان من البيانات الموضحة أدناه. 


A © 


. 

Jal sua 5.2.6‏ عدد من الأضلاع يمكن حذفه من بيان بيترسون للحصول على بيان جزئي سوي. 
6.2.6. )1( نظرية فاري. افترض أن R‏ منطقة محاطة بمتعدد أضلاع بسيط له على الأكثر خمس حواف 
( يعني مضلع بسيط أن الأضلاع عبارة عن قطع مستقيمة لا تتقاطع) . أثبت أنه يوجد RA,‏ نقطة تری ۸ كلهاء 

بمعنى أن القطعة المستقيمة من × إلى أي نقطة 2 ۸ لا تقطع حدود R‏ استخدم هذا لتبرهن استقر Ust ua‏ أنه 
POSEE CARES WORT EK‏ 
47.2.6 )1( استخدم نظرية كواراتوسكي لتبرهن أن البيان G‏ يكون سويًا خارجيًا إذا وفقط ]13 خلا © من 
بیان جزئي يشكل تقسيمًا ل K, 4313 K,‏ (مساعدة: لتطبيق نظرية كواراتوسكي؛ حد cA GS alis Saas‏ 
هذاً أسهل كثيرًا من تقليد إثبات نظرية كواراتوسكي) . 
8.2.6. )1( إذا كان هناك بيان مترابط من الدرجة 13 وله ستة رؤوس على JEN‏ ويحوي تقسيمًا د K,‏ 
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فبرهن أن G‏ يحوي تقسيمًا ل و -(Wagner [1937] ( .K,‏ 

9.2.6. (+) لکل 5 < ۸. انت أن أكبر غد ین الأتتلاع لبيان موي یط غ ۲میا فوس سو ته Hale‏ 
منفصلتان هو 1 - 27 (تعليق: قارن مع التمرين 28.2.5). )]1999[ -(MarKus‏ 

6 . )1( افترض أن cra für)‏ أكبر عدد من الأضلاع لبيان بسيط على 7 من الرؤوس لا يحوي تقسيمًا 
Kd‏ 

An) = 3n-5 كانت 2 - # تقبل القسمة على 3 فجد بيانًا لتوضح أن‎ (a 

Jn) = 3n-6 يكون 2 - 7 قابلاً للقسمة على 3 وبخلاف ذلك» فإن‎ ie f(r) = 3" - 5 أثبت أن‎ (b 
واستخدم التمرين 8.2.6 2# الحالة التي يكون فيها البيان مترابطًا‎ A (مساعدة: استخدم الاستقراء على‎ 
(Thomassen ]1984[( 3 من الدرجة‎ 

(تعليق: لقد أثبت مادر )]1998[ (Mader‏ النتيجة الأصعب» وهي أن 3n-6‏ هي أكبر عدد من الأضلاع 
لبيان بسيط على 77 من الرؤوس لا يحوي تقسيمًا د (Ke‏ 

11.2.6 .)1( افترض Gly Hol‏ درجته إلكبرى تساوي 3 على الأكثر. أثبت أن بيانا © يحوي تقسيمًا ل H‏ إذا 
وفقط 131 كان G‏ يحوي بيانا Us jos‏ قابلاً للتقليص إلى H‏ 

Y: ipti ipe Cola Ré gaps gl pul 1957م‎ ela ése cir) .12.2.6 
من خلال إجراء عمليات الحذف والتقلي ص للأضلاع:‎ K, 453 K, يمكن الحصول على‎ 

(a‏ أثبت أن حذف الأضلاع وتقليصها يحافظ على السّويّة. واستنتج من ذلك أن شرط واجنر ضروري. 

(b‏ استخدم نظرية كواراتوسكي لإثبات أن شرط واجنر كاف. 

13.2.6. أثبت أن البيان © يكون سويًا !13 وفقط إذا كان Sly‏ تعارض JS‏ حلقة C‏ .2 © ثنائي الفرع 
Tutte [1958])‏ 

6. افترض أن × و y‏ رأسان لبيان سوي © أثبت أنه يوجد ل G‏ طمر سوي فيه ×و على الوجه نفسه 
إلا إذا وجدت حلقة G — X — y 2 C‏ بحيث إن و Y‏ ينتميان إلى شظايا - C‏ متعارضة 2 6 (مساعدة: 
استخدم نظرية كواراتوسكي. تعليق: لقد أثبت توت هذا النتيجة دون استخدام نظرية كواراتوسكي كما 
استخدمها لإثبات هذه النظرية ). 

15.2.6. افترض أن G‏ بيان مستو بسيط مترابط من الدرجة 3 يحوي حلقة C‏ أثبت أن C‏ تكون حدودًا 
لوجه 2 6 إذا وفقط إذا 5 GE cas‏ شظية - C‏ واحدة بالضبط. ( تعليق: لقد أثبت توت عام 1963م هذه 
Am‏ للحصول على نتيجة ويتني (Whitney's [1933b])‏ وهي أنه يوجد aua‏ - طمر سوي واحد das‏ 
للبيانات السّويّة المترابطة من الدرجة 3. انظر أيضًا (Kelmans [1981a])‏ 

16.2.6. )+( افترض أن G‏ بيان سوي خارجي له 77 من الرؤوس» وافترض أيضا أن / مجموعة فيها 7 نقطة 
اوی amy‏ آنه ترجو Gin Bo‏ على الحط تفه إن delati‏ التصوى ل Gene Ulises Gated P‏ 
يحوي باقي النقاط 2 داخله: 

(a‏ افترض أن p, sp‏ نقاط قصوى متتابعة  P‏ أثبت على وجود نقطة p © P-(p, P,}‏ بحيث 
إن:1) لا توجد أي نقطة من P‏ داخل pp‏ )و 2 )يوجد خط ood‏ /ويفصل 7 عن P‏ ويقطع P‏ فقط 
عند pP‏ ويوجد بالضبط 2 - [نقطة من نقاط P‏ محتواة 2 جانب L‏ الذي يحوي Py‏ 

(b‏ أثبت أنه يوجد ل G‏ طمر على شكل خطوط مستقيمة بحيث ترسل رؤوسها إلى Aes P‏ (مساعدة: 
استخدم فرع (a)‏ لإثبات النتيجة الأقوى وهي أنه: إذا كان كل من Vy‏ ورلا رأسين متتابعين للوجه غير المحدود 
لبيان G‏ سوي خارجي أعظمي» وكان D, s,‏ رأسين متتابعين للغلاف المحدب ل P.‏ فيمكن G pab‏ خطيًا 
على DP‏ بحيث إن .(Gritzmann — Mohar — pach — PollacK [1989]) fv) = Ps fv) = P,‏ 


3.6 وسطاء المستوية 257 


3.6. وسطاء المستوية 

إن كل Aue‏ وكل SLL olin daas‏ العامة يمقن ah ALUM oly Al coL azul jo‏ 
الأهمية التاريخية الأكثر هي مسألة أكبر عدد لوني للبيانات السّويّة. لذاء سنقوم بدراسة الوسطاء الذين من 
خلالهم نقيس مقدار بُعد بيان معين عن خاصية Ala‏ 


تلوين البيانات المستوية 
Ley‏ أن لكل بیان سوي بسيط على 7 من الرؤوس 6 aai‏ عق ol. pall‏ مثل هذا البيان يحوي 
Lal)‏ درجته تساوي 5 على الأكثرء إن هذا يعطينا إثباتا استقرائيًا لخاصية أن البيانات السّويّة قابلة للتلوين 
بستة ألوان (انظر التمرين 2( لقد حسّن هيود (Heawood)‏ هذا الحد. 


6.. نظرية + (نظرية الألوان الخمسة - ]1980[ 11631000). كل بيان سوى قابل للتلوين بخمسة 

ألوان. : 
الإثبات: بالاستقراء على WG)‏ 

إذا كان 5 > JS gla A(G)‏ بيان من هذه البيانات يكون قابلاً للتلوين بخمسة ألوان. لذاء افترض أن 
n(G)> 5‏ إن الحد على الأضلاع (النظرية 6. 1. 23) يعطي أنه يوجد للبيان G‏ رأس V‏ درجته تساوي 5 
علي الأكثر. ومن فرض الاستقراءء نعلم أن G - V‏ قابل للتلوين بخمسة ألوان - اجعل ]2[5 Un f: VW(G-v)‏ 
s‏ د G - V‏ بخمسة ألوان. إذا لم يكن G‏ قابلا للتلوين بخمسة ألوان: sas fole‏ كل لون لجار من جيران 
V‏ وهذا يعني أن 5 = (v)‏ لیکن V‏ و V,‏ ويلا i‏ و۰۷ و۷ هم جيران V‏ بے ترتيب مع اتجاه عقارب الساعة 
حول ۷ء أعد تسمية الألوان بحيث إن 1 > AY)‏ 

افترض أنَّ G,‏ البيانٌ الجزئي من ۷ G-‏ المستحدث من الرؤوس التي عليها اللونان gf‏ . وبتبديل اللونين 
على أي مركبة من مركبات G,‏ نحصل على تلوين بخمسة ألوان للبيان ۷ - 6. إذا كانت مركبة G,‏ التي 
تحوي V,‏ لا تحوي ۷ فبامکانتا تبديل الألوان عليها لإزالة اللون d‏ من («). الآن» إن إعطاء اللون ‏ إلى ١‏ ينتج 
sles Cyt‏ للبیان © . لذاء G ols‏ قابل للتلوين بخمسة ألوان: إلا إذا كانت مركبة G,‏ التي تحوي V‏ تحوي 
,۷ء وذلك لكل خيار ل آو Jj‏ اجعل p,‏ مسارًا 2 ,7) من LV, SLY,‏ « إن هذا موضح أدناه عندما (3 ,1( = (4j)‏ 





خذ بعين الاعتبار الحلقة C‏ التي يتممها ۷ مع ,0 إن هذا يفصل Vy‏ عن ۷. ومن نظرية منحنى 
جوردان» نجد أن المسار ر P,‏ يجب أن يقطع -C‏ وبما أن G‏ سويء فإن المسارات تتقاطع فقط عند الرؤوس 
المشتركة. إن لرؤوس , ,۶ اللون 1 أو 3 Lol‏ رؤوس , Lets P.‏ اللون 2 أو 4. لذاء لا يوجد بينهما رأس ied ya‏ 
ومن هذا التناقض نجد أن G‏ قابل للتلوين بخمسة ألوان. Li‏ 
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إن كل بيان سوي قابل للتلوين Lacus‏ ألوان. ولكن. هل هناك حاجة فعلية حقيقية إلى خمسة ألوان؟ 
إن تاريخ هذا السؤال المحيّر قد نوقش من قبل العديدين Ore [1967a] 5 Aigner [1984,1987] Jis‏ 
Saaty — Kainen [1977,1986],‏ و ]1998[ Appel — HaKen‏ و ]1989[ .Fritsch — Fritsch‏ 

إن أول ما وصل Lil‏ بخصوص نظرية الألوان الأربعة هو ما ورد ب4 رسالة بعث بها أوجستس دي 
مورجان (Augustusde morgan)‏ إلى السير وليام هاملتون (Sir William Hamiltan)‏ 2 الثالث 
والعشرين من تشرين أول العام 1852م. 

لقد سنل هذا السؤال من SB‏ طالب دي مورجان وهو فريدريك جوثري (Frederich Guthrie)‏ والذي نسبه 
فيما بعد إلى أخيه فرانسيس جوثري (Francis Guthrie)‏ وقد تم صياغة هذا السؤال بدلالة تلوين الخرائط. 

إن سهولة نص المسألة وخواصها الهندسية اللطيفة قادت إلى الكثير من البراهين غير الصحيحةء 
بعضها تم نشره وبقي دون كشف لسنوات. لا يكفي منع وجود خمسة مناطق متجاورة زوجًا زوجًاء وذلك لوجود 
بيانات لونية من الدرجة 5 (لها خمسة ألوان) ولا تحوي K,‏ (فعلى سبيل المثال تذكر بناء مسيلسكي) . 

لقد أعلن كيلي المسألة العام 1878 إلى جمعية iid puly‏ وقام كمب (Kempe)‏ العام 1879 بنشر 
«حل» للمسألة, .2 العام 1890 قام 1 7004 بنشر دحض لهذا الحل. وعلى الرغم من ذلك» فإن فكرة 
كمب عن المسارات المتناوبة التي EE‏ من قبل هيود لإثبات نظرية الألوان الخمسة قادت أخيرًا ell‏ 

تقديم إثبات للمسألة من قبل أبل (Appel)‏ [1976,1977,1986] من خلال العمل مع كوك (KOCK)‏ يُسمَى 

المسار الذي تتناول ألوانه بين لونين Dalai dte‏ كمب. 

عندما برهنا نظرية الألوان الخمسة ABI staal‏ قلنا إن أصغر مثال ناقض يحوي LÀ)‏ درجته 5 على 
الأكذر. وأن البيان السوي الذي له مثل هذا الرأس لا يعد مثالاً ناقضًا أصغر. إن هذا يقترح علينا طريمًا 
لنظرية الألوان الأربعة؛ إننا نبحث عن مجموعة بيانات لا يمكن تفاديها ولا يمكن أن تكون موجودة! نحتاج 
فقط إلى اعتبار بيانات مثلثاتية (تثليثات)؛ OY‏ كل بيان سوي بسيط يكون محتوى ب4 تثليث. 
6.. تعريف: نعرّف التشكل 2 تثليث سوي على أنه حلقة فاصلة ( الحلقة) C (The ring)‏ بالإضافة 

إلى جزء البيان الموجود داخل C‏ وفيما يخص مسألة الألوان الأربعة. نقول: إن مجموعة من التشكلات 

لايمكن تفاديها إذا وُجِدَ مثال ناقض أصغر بحيث إنه يجب أن يحوي عنصرًا منها. 
à‏ نقول: إن التشكل مصغر (قابل للتصغير) إذا وٌجد بیان سوي يحويه بحيث لا يمكن أن يكون مثالا ناقضًا 
aal‏ 
3.3.6 مثال: مجموعة لا يمكن تفاديها. لقد لاحظنا أن 5 > ( 6)6 لكل بيان سوي بسيط. لاحظ أنه 2 
Seats‏ درجة كل رأس تساوي 3 على الأقل. لذاء لا يمكن تفادي مجموعة التشكلات الثلاثة الموضحة أدناه. 


A BR € 


لقد رُسمت الأضلاع من الحلقة إلى الداخل على شكل خطوط متقطعة؛ لأنه يتم تحديد التشكل ).2 
تثليث) إذا علمت درجات الرؤوس المجاورة للحلقة وتم حذف الحلقة (التمرين 7). وبناء على ذلك: فإننا 
نكتب هذه التشكلات على الصورة ”03“ , ”4ه* و ”05“ على الترتيب. n‏ 

عندما نقول: إن التشكل لا يمكن أن يكون -2 مثال ناقض أصغرء فنعني أنه إذا ظهر هذا التشكل 4 تثليث 

G تلوين رباعي ل'‎ IS بحيث يمكن التلاعب‎ «Jal أن يستبدل به تثليث ' © عدد رؤوسه‎ Baie فيمكن‎ G 
G3 للحصول على تلوين رباعي‎ 
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6. ملاحظة : إثبات كمب. لنحاول أن نبرهن نظرية الألوان الأربعة بالاستقراء مستخدمين المجموعة 
التي لا يمكن تفاديها }63.04.05{ 

إن طريقة الإثبات تشبه إثبات النظرية 1.3.6. نستطيع تمديد تلوين رباعي VI‏ - 6 لإكمال تلوين رباعي 
ل ©. إلا إذا ظهرت الألوان الأربعة على MO)‏ لذاء فإن ”03“ مصغر. 

إذا كانت 4 = («)4» فإن Jalas‏ سلسلة كمب يعمل كما .2 النظرية 1.3.6. ويكون ”04“ مصغرًا. 

الآن خذ ”05“ بعين الاعتبار. وعندما 5 = (4)7. ola‏ الحصر على التثليثات يعطينا أن اللون المكرر على 
N(V)‏ .2 التلوين الرباعي الفعلي G - VI‏ يظهر على جيران غير متتابعة ل ۷ء افترض ثانيةٌ أن: V9 Vag V,‏ 
ورلا و ,۷ جيران V‏ مرتبة مع اتجاه عقارب الساعة. من SLI‏ نستطيع افتراض أنه إذا Ligh fols‏ رباعيًا 
د 6-۷ فإن 2 = Axix4Agufv)-isf(v)‏ 

عرف , ,6 و LSP‏ .2 النظرية 1.3.6.. نستطيع أن نحذف اللون 1 من MO)‏ إلا إذا وُجدت السلسلتان 
PoP ys‏ من ,۷ إلى ۷ و ۷ عن الترتيب» كما يظهر 2 الشكل الموجود على اليسار أدناه. إن المركبة H‏ 
ل ر6 التي تحوي V,‏ تفصل عن V,‏ و V,‏ بالحلقة المكونة من V‏ مع 3 P‏ وكذلك» فإن H'às JM‏ ل G,,‏ التي 

- ^ 

تحوي V,‏ تفصل عن V,‏ و V,‏ بالحلقة المكونة من V‏ مع OUP),‏ نستطيع حذف اللون 2 من N(V)‏ بتبديل 2 
مع 4 HA‏ و 2 مع 23 '77. هل هذا صحيح؟ 

لقد كانت هذه هي الحالة الأخيرة .2 إثبات كمب. 





تكمن المشكلة هنا -2 أن رو P,‏ يمكن أن يدلا (تتشابك على شكل ضفيرة)؛ أو تتقاطع عند رأس 
لونه 1 كما يظهر 2 الشكل أعلاه عن اليمين. ونستطيع أن نعمل تبديلا ب2 H‏ أو HS‏ ولكن عمل تبديل -2 
كليهما يُنْتَجّ زوجًا من الرؤوس المتجاورة التي لها اللون 2. . 

بسبب هذه المعضلة؛ لم نبرهن أن ,5 مصغرء. ويجب علينا اعتبار تشكلات أكبر. لقد ساهم هيسك 
(Heesch ]1969[(‏ بفكرة البحث عن تشكلات حجم حلقاتها أصغر بدلا من قلة من الرؤوس ب4 الداخل. 
ليس Case‏ إثبات أن JS‏ تشكل حجمه 3 أو 4 يكون مصغرًا (التمرين 9). إن هذا Gals‏ إثبات أنه لا يوجد 
تثليث خماسي اللون أصغر يحوي حلقة فاصلة طولها يساوي 4 على الأكثر. 
6. مثال* : لقد دفع بيركوف )]1913[ (BirKhoff‏ بهذه الفكرة إلى الأمام» حيث أثبت أن JS‏ تشكل 
حجم حلقته يساوي 5 وله أكثر من رأس داخل الحلقة يكون مصغرًا. كما أثبت أيضا أن التشكل الذي حجم 
حلقته يساوي 6 والموجود coliai‏ والمسمى ماسة بيركوف» يكون مصغرًا. 
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إن إثبات أن ماسة بيركوف مصغرة: يحتاج إلى صفحة كاملة من التحليل المفصل. وأن asd‏ الطرق هو 
محاولة إثبات أن التكوينات الفعلية الرباعية جميعها لحلقة تمتد إلى داخلها. على الرغم من أنه يمكن ضم 
بعض الحالات» وانه يمكن تمديد بعضها GSW‏ إلا أنه من الضروري 2 بعض الحالات استخدام سلاسل 
كمب لإثبات إمكانية تبديل الألوان إلى حالة ALLS‏ للتمديد. " 

إن هذا التحليل المعقد لأول JU‏ غير بديهي يوحي إلينا Lal‏ بالكاد بدأنا. إن التفاصيل المتبقية هائلة. 
فمنذ عام 1913م إلى عام 1950م تم إيجاد تشكلات مصغرة إضافية تكفي لإثبات أن Js‏ البيانات السوية 
التي لها 36 LOI;‏ على الأكثر تكون قابلة للتلوين بأربعة ألوان. لقد كان هذا تقدمًا بطيئًا. و السّتينيّات 
قام هيسك بتركيز انتباهه على حجم الحلقةء وأعطى موجهًا مساعدًا على الاكتشاف) لإيجاد التشكلات 
المصغرة, وطور طرقا لتوليد المجموعات التي لا يمكن تفاديها. 

لقد استخد م أول إثبات تث ت يصل حجم حلقتها إلى 14. إذا كان لدينا حلقة حجمها 13 ola‏ لها 
sajna dts em‏ إن التصغير يتطلب إثبات أن كل تشكل مصغر يقود إلى تلوين رباعي لكامل 
البيان. لاحظ أنه يمكن أن نحتاج إلى التعليلات بواسطة سلاسل كمب والانهيار الجزئي لبعض التشكلات. 
لذاء فإن براهين التصغير (إيجاد تشكل مصغر ) ليست سهلة. 

لقد قام أبل وهيكن (HaKen)‏ بالعمل مع كوك (KOCK)‏ بتحسين مستكشف هيسك وآخرين وذلك 
des‏ باحثي الحواسيب على البحث عن التشكلات «الواعدة». وبالعمل 1000 ساعة علي ثلاثة حواسيب العام 
6م؛حيث وجدوا مجموعة لا يمكن تفاديها تحوي 6م Isäs‏ مصغفرًا. حجم JS‏ منها يساوي 14 على 


الأكثر. 
6. نظرية : (نظرية الألوان الأربعة ]1977[ JS (Appel —HaKen - Koch‏ بيان سوي قابل للتلوين 
بأربعة ألوان. " 


E‏ التحسينات 2 العام 1983م إلى اكتشاف مجموعة لا يمكن تفاديها تحوي 8 تشكلاً مصغفرًا. 

ققد تمت العودة إلى cout‏ من IS Ja‏ من روبرتسون (Robertson)‏ وساندرز (Sey- 2942249 (sanders)‏ 
mour)‏ وثوماس ale (Thoams)‏ ]1996[ حيث إنهم باستخدام الطريق نفسه قاموا بتقليل عدد القواعد 
التي تنتج مجموعات لا يمكن تفاديها لو يي او الحاسوبية من خلال 
الشبكة العنكبوتية (الإنترنت) 2 العام 1997م: وبهذا نستطيع LS!‏ نظرية الألوان الأربعة خلال ثلاث 
ساعات من العمل على محطة عمل على سطح المكتب. 

7.3.6. *ملاحظة : (تفريغ الشحنة). لتوليد مجموعات لا يمكن تفاديهاء نستبدل بحالة المسألة (رأس 
درجته (D‏ تشكلات أكبر تتضمن LOL‏ درجته 5 ويمكن رؤية هذا على أنه تحليل حالة بتفصيل أكثر للحالة 
الأصعب. 

نحتاج إلى قواعد منظمة للحفاظ على مجموعة مُستنزفة (مستنفدة) صغيرة معقولة. 

2 أي تثليث. نعلم أن 67-12 = Led(v) = 2e(G)‏ أعد Abs‏ ذلك على الشكل((«)4 - 2(6 = 12 
وفكر 2 (v)‏ - 6 كشحنة على الرأس -V‏ بما أن 12 موجبةء فإن بعض الرؤوس لها شحنة موجبة (درجة 5). 
إن قواعد استبدال الحالات الرديئة تتضمن تحريك الشحنة من مكان إلى آخر. وتسمى هذه قواعد تفريغ 
الشحنة. وبما أن الشحنة الموجبة يجب أن تكون موجودة ب4 مكان ماء فإننا نحصل على مجموعات جديدة لا 
يمكن تفاديها. إن القضية التالية تصف تأثير أبسط قواعد تفريّغ الشحنات. " 


6. فضية + يحوي کل تثليث سوي درجته الصغرى 5 923 .2 المجموعة أدناه. 
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الإثبات: ابدأ بشحنة Aa paa‏ بواسطة («)4 - 6. إن أول قاعدة لتفريغ الشحنة تأخذ الشحنة من رأس 
شحنة موجبة (درجة 5) وتوزعها بالتساوي بين جيران هذا الرأس 

الآن. IRI VEE VE I oS al‏ البو ان الذي درجته 7 
وشحنته موجبة ستة رؤوس على الأقل درجة كل منها تساوي 5 أما الرؤوس التي درجتها 8 أو Asi‏ فلا يوجد 
لها شحنة موجبة. ومن قاعدة تفريغ الشحنة هذهء نعلم أن الشحنة الكلية 2 البيان ت 12,25 431 فان راس 
-«شحنة موجبة . ومن هنا siop.‏ التشكلات المحددة يحدث ,2 كل حالة من حالات (v)‏ " 

يتم Él‏ استخدام طرق تفريغ الشحنات لحل بعض المسائل باستخدام التحليل لحالات بمساعدة 
الحاسوب. 

لقد جوبهت نظرية الأنوان الأربعة بضجيج كبير. حيث إن بعضهم يعارض مبدئيًا استخدام الحاسوب» 
.2 حين تذمر آخرون من طول الإثبات لصعوبة التحقق من صحته. أما آخرون. فكانوا قلقين من أخطاء 
الخاشوب. تقد وجه القليل من ea ME‏ .ف الخواززميات الأصلية: ولكن تم إصلاح ذلك من Js Ja‏ 

من أبل وهيكن )]1986[ (Appel - HaKen‏ إن الذين تحققوا من الحسابات يدويًا يعلمون أن احتمالية 
الخطأ البشري 2 الإثبات الرياضي أكبر Vas‏ من احتمالية خطأ الحاسوب» وذلك بعد التثبت من صحة 
الخوارزميات. 


عدد التقاطع (Crossing Number)‏ 
فيما تبقى من هذا الجزء. سنأخذ بعين الاعتبار الوسطاء الذين من خلالهم نستطيع قياس انحراف 
بيان ما عن السّويّة. إن sol‏ هؤلاء الوسطاء هو الوسيط الطبيعي الذي يمثل عدد البيانات Ag tall‏ اللازمة 

لتشكيل بيان ones‏ والتمارين من 16 إلى 20 تتعامل مع هذا الوسيط. 
9.3.6 تعريف: نعرّف Wed‏ البيان © على أنه أقل sae‏ من البيانات السّويّة 2 هذا البيان إلى بيانات 
سوية. 
6. قضية : يساوي سّمك البيان G‏ الذي له 7 من الرؤوس» m s‏ من الأضلاع )6 - 37)//على الأقل. 
وإذا خلا هذا البيان من المثلثات» فإن سمكه يساوي m /(2n-4)‏ على الأقل. 
الإثبات: من النظرية 23.1.6 نعلم أن المقام هو أكبر حجم لكل بيان جزئي سوي. gun‏ ميو | مراك 
الحمام؛ نحصل على المتباينة. 
Abbau, Gust‏ نرسم oll‏ .2 المستوى. ٠‏ حتى ob‏ لم يكن هذا البيان سوا ومثال ذلك الدارة 
الموضوعة على رقاقة ترتبط برسم بيان. وبما أن تقاطع الأسلاك يقلل من الأداء. ويسبب مشاكل كامنةء 
فإننا نحاول تقليل عدد التقاطعات. وسنقوم بمناقشة هذا الوسيط 2 الجزء المتبقي من هذا الجزء. 
6. تعريف: نعرّف عدد التقاطع v(G)‏ لبيان 6 على أنه أصغر عدد من التقاطعات عند رسم 2G‏ المستوى. 
W(K,) = 3 : Jå .12.3.6‏ 9 2 — )3:3 6). نستطيع إيجاد عدد التقاطع لبعض البيانات الصغيرة عن 
طريق الأخذ 2 الحسبان بيانات جزئية سوية عظمى من هذه البيانات. خذ رسمًا ل 6 .2 المستوى. إذا كان 
اا جرا وا أعظم من هذا البيان. JS obe‏ ضلع من أضلاع G‏ غير الموجودة 2 H‏ يقطع ضلعًا من 
أضلاع -H‏ لذاء فإن هذا الرسم يحوي e(G) - e(H)‏ تقاطعًا على الأقل إذا كان عدد رؤوس olan G‏ 
e(H) > 3n - 6‏ وإذا خلا G‏ من المثلثات. .e(H) > 2n - 4 os‏ 


262 الفصل 6 البيانات المستوية 


Ley‏ أن عدد أضلاع م يساوي 15 وأن عدد أضلاع JS‏ بيان سوي له ستة رؤوس يساوي 12 على الأكثر. 
WK,) < 3 ob‏ .ويبرهن الرسم الموجود عن اليسار أدناه المساواة. 

بما أن ,را يحوي 16 ضلعًاء وعدد أضلاع أي بيان سوي على سبعة رؤوس يساوي 15 على الأكثرء 
(K. 433) Z > lob‏ إن أفضل رسم وجدناه يحوي تقاطعين كما يظهر 2 الرسم أدناه عن اليمين. ولتحسين 
الحد الأدنى. لاحظ أن رر يحوي Lo Ky,‏ أن K,‏ خال من المثلثات, فإن بيانه الجزئي السوي يحوي 10 
أضلاع على الأكثر. لذاء فإن 2 < .V(K,,)‏ وبما MEINT,‏ يحوي را للبيان Ky‏ فإ 
WK, ) > WK,) > 2.‏ 





6. قضية : افترض أن © بيان له 77 من الرؤوس» و M‏ من الأضلاع. ‏ اذا Se asia ss beet‏ 

-2 بيان جزئي سوي من v(G) > m - k ots. G‏ بالإضافة إلى أن Ney‏ 
الإثبات: إذا CN NOR‏ للبيان G‏ 2 المستوى» M‏ ا ار MT Ceca thesis‏ الرسم 
بحيث لا يوجد أي تقاطعات بين أضلاع OLH‏ كل ضلع غير موجود 2 H‏ يقطع على الأقل ضلمًا من أضلاع H‏ 
وبخلاف ذلك» يمكن إضافته إلى H‏ وبما أن عدد أضلاع H‏ يساوي k‏ على الأكثر, فإن هناك على الأقل m-k‏ 
تقاطعًا بين أضلاع H‏ وأضلاع E(H)‏ - © 

بعد إهمال ECH)‏ يوجد لدينا m - K‏ ضلعًا متبقيًا على الأقل إن التعليل نفسه يعطينا (m - k) - k‏ 
تقاطعًا على الأقل عند رسم الجزء المتبقي من البيان. وبتكرار خطوات التعليل أو إعادتها. نحصل على 
J 0-0‏ تقاطمًا على الأقل؛ حيث | 4= . إن قيمة هذا المجموع تساوي 1(/2 + Int - HAE‏ 

الآن؛ نكتب am = ther‏ حيث 1 - ۸ > (m - ryK gagag 0 > r‏ = #4 قيمة المجموع. وبالتبسيط 
نحصل على أن z giam. WU‏ 

يكون ven‏ الأول m - k‏ الموجود 2 القضية 13.3.6 مفيدًا عندما يكون عدد أضلاع G‏ قليلاً ٠‏ إن عدد 
التقاطع لبيان بسيط G‏ يساوي على الأقل 6 + e(G) - 3n‏ وعندما يكون ALS G‏ الفرع. فإن عدد 
التقاطع يساوي 4 + e(G) - 2n‏ علي الأقل. إن تكرار خطوات التعليل يحسب الحد الأدنى عندما يكون 
eCG)‏ أكبر. ولكن هذا الحد يكون ضعيمًا للبيانات الكثيفة. 

خد K,‏ على سبيل المثال. .2 ظل عدم وجود إجابة دقيقة قيقةء نأمل على الأقل 4 تحديد الحد القائد 2 
كثيرة الحدود التي تعطينا By .V(K,)‏ العادة؛ تكتب كثيرة الحدود التي درجتها k‏ 2 المتغير 7 على الشكل 
O(n)‏ + © ). وهذا منسجم مع تعريف الرمز O»‏ الكبيرة» 2 التعريف 3.2.3. تعطي القضية 13.3.6 أن 
v (K> r? +0(n?)‏ . ولكن ب2 الحقيقةء فإن ) V(K‏ ينمو ككثيرة حدود من الدرجة 4. إن عدد التقاطع لا 
يكو aiio‏ عزو ؛ لأن بإمكاننا وضع الرؤوس على محيط Slo‏ ثم نرسم أوتارًا د K,‏ إن كل أربعة 
رؤوس تسهم بتقاطع واحد بالضبط. و2 الواقع: فإن هذا أسوأ رسم ممكن 3 K,‏ على شكل خطوط مستقيمة؛ 
ولأن ‏ أي رسم على شكل خطوط مستقيمة؛ فإن كل مجموعة مؤلفة من أربعة رؤوس تسهم 2 تقاطع واحد 
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على SSM‏ حيث يعتمد ذلك على وجود الرأس الرابع داخل المثلث المشكل من قبل الرؤوس الثلاثة الأخرى أو 
خارجه. فكم تقاطعًا يمكن أن نختصر إذا رسمنا رسمًا أفضل من هذا؟ 
gj" +0 0ı) ev (K,) < Ln" +00) (R Guy [1972]) «à tas .6‏ 
الإثبات: إن التعليل بطريقة Gaga Sec glans ci Casi‏ الى ابا دح أدني. K,, eol».‏ بأقل عدد من 
التقاطعات يحوي 77 رسمًا ل ,كل ونحصل على JS‏ منها بحذف رأس واحدء وکل رسم جزئي يحوي xK, n)‏ 
تقاطعًا على الأقل. لذا فإن العدد ASI‏ يساوي (, )7۷ على الأقل. ولكن تم حساب كل تقاطع 2 الرسم qii‏ 
(n - 4)‏ مرة. لذاء نستنتج أن (n-4)V(K,)> nV(K,,,)‏ 

من هذه المتباينة. نبرهن استقرائيًا أن )1( =( WK‏ لكل 5 < in‏ عندما 5 = sae ole n‏ تقاطعات 
K,‏ يساوي 1. لذا افترض أن 5 > وباستخدام فرضية الاستقراء نحسب: 


n 1 (n-D(n-2)n-3)(n-4) _ 0 


W(K,_,) 2 
GA. d 5 24 5 





n 
v> 


يمكن تحسين مقام الحد الذي درجته 24 الحد الأدنى أعلاه من 120 إلى 80 آخذين 2 الحسبان نسحًا 
x‏ من البيان K, ns‏ الذي sae‏ تقاطعه يساوي 1 E‏ |= 16 6 (التمرين ا26). 

إن رسمًا أفضل لهذا يخفض الحد الأدنى من ) G‏ إلى ol m= 2k as Zon" +0(n*).‏ رسم 2K,‏ 
المستوى يكافىٌ رسمه على كرة أو على علبة. ضع Lily k‏ على الحافة | العليا للعلبة. و Lal, k‏ على الحافة 
السفلى uda‏ نرسم أوتارًا بے أعلى العلبة » وأوتارا أخرى 2 أسفلها لتمثل هذه اذ ۸ عصبة. 

إن الأضلاع من أعلى إلى أسفل تقع عع bod‏ . إن «عدد الصف هو عبارة عن الفصل الدائري 
بين النقاط الطرفية الغليا والسفلى: joo na gals‏ =[ إلى ]23[ نرسم هذه الأضلاع بحيث يكون 
التفافها حول العلبة أقل ما يمكن عند مرورها من أعلى إلى أسفل. لذاء فإن الأضلاع الموجودة .2 الصف 
نفسه لا تتقاطع. الآن. نقوم Zo‏ العلبة (تحريكها دائريًا) لجعل إزاحة الصفوف تبدأ من 1 وتنتهي ب . إن 
هذا يسهل عملية حساب التقاطمات ولا يغير أزواج الأضلاع المتقاطعة. 

إن التقاطع على جوانب العلبة يشتمل على وجود رأسين 2 hel‏ ورأسين آخرين 2 الأسفل. لنقل أن 
Lua (×‏ الرأسان 2 الأعلىء و WZ‏ هما الرأسان 2 الأسفل. حيث إن ل 2 × إزاحة موجبة أصغر من إزاحة 
XW‏ يوجد لدينا تقاطع د Y, X‏ ,2و ۷ إذا وفقط إذا كانت الإزاحات ل نل و 2: و ۷ تمدّل قيمًا موجبة مختلفة 
ومتزايدة. (فعلى سبيل JÈL‏ يتحقق هذا Zoi Voi XS‏ .5 2۷ الشكل التوضيحي أدناه. ولكنه لا يتحقق (XS‏ 
ولإ و2 و OY.‏ الضلع aah Ya‏ حول العلبة). لذاء يوجد fe (F)‏ تقاطمًا على جانب العلبة الملوية. لذاء فإن: 


k k 1 
v(K,) 2| 4 |+k| 3 T7 1900 
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15.3.6 مثال : YK, p)‏ إن أبسط رسم يضع الرؤوس على جانبي SLB‏ حيث يضع مجموعة على جانب» 
2 حين يضع المجموعة الاخرى على الجانب الآخرء وحيث يتم رسم الاضلاع كخطوط مستقيمة عبر القناة. 
إن هذا يحوي (7()7) bls‏ ولكن من السهل إنقاص هذا بمعامل مقداره 4 K ouio‏ على محورين 
متعامدين ثم ضع | 74 | Lo‏ على محور:[الموجب.و | 4| Lily‏ على محور:[ السالب. istos‏ اقسم cle Lm‏ 
محور × الموجب والسالب. وبجمع هذه الأنواع من التقاطعات التي نحصل عليها عندما نصل كل رأس على goa‏ ×بكل 
ad y‏ على (ZarnaKiewicz ]1954[( vœ.) [| | zi ll E ; joie aiti aoa,‏ لقد psd‏ 
هذا al‏ على أنه s‏ أمثل (لمزيد من المعلومات؛ ارجع Guy [1969] 2t‏ (- 

لقد أثبت كليتمان (Kleitman)‏ العام 1970م هذه النتيجةعندما 6 > min {n,m}‏ أماوود ال (woodall)‏ 
فوجد أن ,۸ و وو هما أصغر حالتين غير معروفتين. وكان هذا 2 العام 1993م باستخدام الحاسوب. 
واستنادًا إلى ما توصل إليه كليتمان فقد أثبت جاي (Guy)‏ العام 1970 |=[ | ل در 1K,‏ 
وهذا غير بعيد عن cod‏ الأعلى ( التسرين A26‏ 2 5 

لقد s vd‏ أدنى لعدد التقاطع من Ja‏ ايردوز وجاي العام 91970 وهذا التخمين Leb‏ إلى تطبيق 
هندسي. إن إثباتنا استقرائي. ويعمم الحد الأدنى الموجود 2 إثبات النظرية 14.3.6. وهناك إثبات احتمالي 
مناسب 2 التمرين 11.5.8. كما توجد نتيجة أقوى .2 )]1997[ (Pach - To'th‏ 


(Aitai —chva’tal-Newbom-Szemer’ edi[1982],Leightpm [1983]). نظرية‎ * .6 
vG)z ee, /nGy ots .e(G) < 4n(G) بیان بسيط. إذا كان‎ G افترض أن‎ 


الإثبات: افترض أن n = n(G) ,m = e(G)‏ نستخدم الاستقراء على N‏ 5 كانت m > 5n‏ (هذا 
يشمل البيانات البسيطة جميعها والتي عدد رؤوسها يساوي 11 على الأكثر) dM.‏ أن (a- Jie‏ عندما 
5> 4 > 4 . يجعل 001 = 771 حيث 5> d‏ > 4 نحصل على أن In?‏ قبن ل ذيرة UNE‏ ما هو sighs‏ 
افترض أن 11 > 131.7 أعطينا رسمًا أمثل للبيان © » ola‏ كل تقاطع سيظهر .2 71-4 من الرسوم التي 
ker un‏ بحذف رأس واحد - وميم فتركية اسیا م تحب ON) eh‏ قاد <(« مر لذاء 
6t uet “(n- -4»(G)2 Y, 1 (m- de) ;‏ 
P 7 5 20H (n-l)‏ 5 
من التحدب» نعلم أن الحد الأدنى - دائمًا - يكون مساويًا على الأقل U‏ نحصل عليه عند تبديل 
درجات الرؤوس بمعدل الدرجة لهذه الرؤوس. وبكلمات n-d) < n(m -2m [ny gd)‏ . كذلك 
.(n-1P (n - 4) € (n - 2?‏ لذاء wols‏ 
3 3 3 
vG)> - (n-2)m EI p‏ " 
p n(n -1(n— 3^ 64 n‏ 








17.3.6 مثال: تحقيق الحد. إن المقدار الموجود 2 النظرية 16.3.6 هو أفضل ما يمكن. خد pud" Knn‏ 


solius cad‏ العدد الكلي للرؤوس هو 7. كما أن العدد الكلي للأضلاع يقارب bags 2 zl =) =m‏ أن 
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2mY 1m 1 
pem =——— fd ig s— 
N m) g, فان‎ KIS Tr 


القضية 16.3.6. " 


=(6)«. إن هذا المقدار يختلف بمقدار ثابت عن الحد الأدنى الموجود 2 


سنطبق القضية 16.3.6. على مسألة 2 الهندسة التوافقية أو التركيبية (Combinatorial Geomerty)‏ 
لقد سأل إيردوز العام [1946م] قائلاً: كم وحدة مسافة يمكن أن يكون بين 7 من النقاط 2 المستوى؟ إذا 
cass‏ البيانات ب4 شبكة وحدة (البعد الأفقي أو العمودي بين النقاط يساوي ٠ a‏ فإن البيان الذي يمثل 
مسافات الوحدة هو الضرب الديكارتي لمسارين: وهذا ينتج حوالي ) N-O (Vn‏ د Lbs‏ 32,5 النقاط جميعها 
(الشبكة منتقاة) التي تقع ضمن مسافة مناسبة من نقطة الأصل. حصل إيردوز على نحو "1*88 وحدة 
مسافات. إن معدل هذا النماء أكثر من خطي. إلا أنه يقل سن IA E‏ صداد Benge‏ 

لقد أثبت إيردوز كذلك حدًا أعلى قيمته Lo O(n”)‏ أن أي Sis‏ لصفا فر كل Laos‏ يساوي 
d HR‏ طون على الأكثر, فان ciliata‏ الوحدة © لا يمكن أن يحوي K, o‏ لذا VES‏ 
ذوج من النقاط جارين مشتركين على الأكثر. وبما أن كل رأس Y‏ يشكل جارًا مشتركا 3 s UP‏ 
من جیرانه» ICO) < > 2 )( obs‏ . وبما أن معدل الدرجة يساوي obs 2e(GYN‏ التحدب H Tic‏ 
n(n)‏ 2 . إن هذه المتباينات مجتمعة معًا تعطينا الحد المنشود (يتعامل التمرين 25.2.5 مع 
مسألة تعظيم الأضلاع عمومًا ب2 الحالة التي لا تحوي فيها البيانات عصبًا ثنائية). 

باستخدام بعض التعليلات من نظرية الأعداد المتعلقة بعلاقات الوقوع بين النقاط والخطوط 2 
مجموعة bla‏ قام JS‏ من سبنسر (Spencer)‏ وسيميردي (Szemeredi)‏ وتروتر (Trotter)‏ 2 العام 
4م بتحسين الحد الأعلى إلى O)‏ كما ald‏ سزكلي (SzeKely)‏ بتطبيق النظرية 16.3.6 لإعطاء 
إثبات رائع وقصير لهذا الحد باستخدام نظرية البيانات. 
18.3.6. *نظرب (Spencer -Szemer'edi-Trotter[1984]) : Aa‏ 

يوجد على الأكثر “47 زوجًا من النقاط؛ بحيث إن المسافة بين عنصري GI‏ زوج منها تساوي 1 من بين 
مجموعة تحوي ۸ من النقاط 2 المستوى. 
الإثبات: )]1997[ (Sze'Kely‏ بتحريك النقاط أو cio‏ النقاط دون تقليل عدد الأزواج ذات المسافة 1 
نستطيع أن نؤكد أن كل نقطة تكون مشمولة بأحد هذه الأزواج» وأنه لا توجد نقطتان على بعد مقداره 1 daas‏ 
إحداها عن الأخرى. إذا وُجدت نقطة مشمولة بزوج واحد فقط مسافته 1. فبإمكاننا تدويرها حول قرينتها 
-2 الزوج حتى تكون على بعد بمقدار 1 من نقطة أخرى » وهذا يختصر المسألة إلى الحالة التي تكون كل نقطة 
من النقاط مشمولة ب زوجين من هذه الأزواج على الأقل. 

افترض أن P‏ تشكل أمثل على 7 من النقاط. حيث يوجد 4 زوجًا ذات مسافة وحدة (المسافة بين 
عنصري الزوج تساوي 1 أووحدة). 

لنحصل على بيان من P‏ باستخدام الأزواج ذات مسافة الوحدة ig Duals‏ وإنما برسم دائرة وحدة حول 
کل فط إذا كانت نقطة بے P‏ تبعد بمقدار 1 عن k‏ نقطة من نقاط P‏ فإن هذه النقاط تقسم الدائرة إلى 
k‏ قوسًا. وبا لمحصلةء نحصل على 20 قوسًاء إن هذه هي أضلاع لبيان © JU‏ من العرى. ويما أن كل نقطة 
يمكن أن تظهر على دائرتي وحدة (ليس على ثلاث)؛ فمن الممكن أن يوج 2 G‏ بعض الأضلاع المكررة 
مرتين؛ لا أكثر. 

نحذف ضلعًا من كل ضلع مكرر للحصول على بیان ب بسيط '6 له q‏ ضلمًا على JN‏ لاحظ أنه يمكن 
افتراض .q < An i‏ وبخلا ف ذلكء ola‏ الحد المنشود يكون متحققًا مُسبقا. 
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بما أن هذه الأقواس تقع على 7 من الدوائر, فمن غير الممكن أن يكون بينها العديد من التقاطعات 
يتقاطع كل زوج من هذه الدوائر مرتين على الأكثر. لذاء فإن الطريقة التي وضعنا بها G'‏ تحوي ) (2 
تقاطمًا على الأكثر. ومن النظرية 16.3.6 نجد أن G'‏ يحوي i RA‏ لط تقاطمًا على الأقل. إن هذه المتباينات 
تعطينا أن “4۸> ۾. n‏ 

Surfaces of Higher Genus ذات ث الجن الأعلى (اختياري)‎ Bela 

So ose‏ نغيّرٌ السطح لتفادي التقاطعات بدلاً من تقليل التقاطعات -2 المستوى. إن هذا هو تأثير بناء 
الجسور وملتقيات الطرق التي تتقاطع بمستويات مختلفة. بدلاً من تركيب الإشارات الضوئية. إن سطح 
الأرض عبارة عن كرة. كما أن من المناسب لهذا النقاش أن نرسم على الكرة بدلا من الرسم 2 المستوى. 

وكما لاحظنا 2 الملاحظة 27.1.6( فإن هذين الوضعين متكافئان ولتفادي حدوث حدود .2 السطح؛ 
فإننا نضيف جسرًا يقطع حفرتين 2 الكرة؛ ومن ثم نصل أضلاع الحفرتين بأنبوب وبتمديد الأنبوب وضغط 
باقي SII‏ 3 فإننا نحصل على كعكة ( الدونت) التي لها شكل العجلة. 


eE 


19.3.6 تعريف: نعرّف المقبض على أنه أنبوب يربط بين حفرتين مقطوعتين ‏ سطح. Lal‏ الطارة 

(Torus)‏ فهي السطح الذي نحصل عليه بإضافة مقبض واحد إلى الكرة. 

إن الطارة توبولوجيا هي نفسها الكرة التي لها مقبض واحد؛ بمعنى أنه يمكن نقل أحد السطحين إلى 
الآخر بواسطة دالة متصلة". 

يمكن ol‏ يكون GL‏ الكبير عدد كبير من التقاطعات» ويحتاج إلى عدد أكبر من المقابض إن إضافة 
مقابض كافية إلى le aal‏ الكرة بحذف التقاطعات الموجودة 4 البيان جميعها 2 ez‏ طمرًا. لاحظ أنه 
عندما نضيف عددًا من المقابض إلى كرة فإننا لا نهتم بكيفية عمل ذلك» وذلك بسبب وجود نتيجة 2 
التوبولوجي مفادها Lil‏ إذا حصلنا على سطحين بإضافة العدد نفسه من المقابض إلى الكرةء فإن هناك دالة 
متصلة تنقل كلا منهما إلى الآخر. 


6 . تعريف: نعرّف جنس المنحنى للسطح الذي نحصل عليه بإضافة مقابض إلى الكرة على أنه عدد 
المقابض المضافة إلى هذه الكرة. وسنستخدم الرمز. Sy‏ للتدليل على السطح الذي جنسه يساوي y‏ 2 
حين نعرّف جنس البيان على أنه أصغر Y‏ بحيث يمكن طمر G‏ ج ر ofS‏ البيانات التي (Se‏ طمرها 2 
السطوح التي جنسها 0.1.2 هي البيانات dl‏ والطارية (التي لها طمر على الطارة) وثنائية الطارة 
(السطح الذي له مقبضان oud‏ طارة ثنائية) على الترتيب. 
إن نظرية البيانات السّويّة تعمم ‏ بعض الاتجاهات إلى البيانات التي يمكن طمرها على سطوح من 
جنس أعلى؛ وسنناقش هذا باختصان: ولأخمية ذلك was Gala‏ إن رسم البيانات الكبيرة ة على سطوح 

جنسها Jle‏ ليس Sheu‏ > ومن الصعوية بمكان تتبعهء حتى الرسم على AS.) dmn‏ . موضعياء يظهر هذا 

السطح كصفحة ورق مستوية . ومن أجل رسم البيان؛ علينا أن نضع السطح كله منبسطا Jedi.‏ الاك صحف 
قطعه. إذا استطعنا متابعة كيفية إلصاق الأضلاع معًا من أجل استعادة السطح» فبإمكاننا وصف السطح 

على قطعة ورق منبسطة. أولاء خذ 4# الحسبان الطارة. 


(1) هذا مصدر النكتة التي تقول: إن الشخص المتخصص 2 التوبولوجيا هو الشخص الذي لا يعرف الفرق بين حبة الدونت وفنجان القهوة. 
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56. مثال: وصف توافقي (تركيبي) للطارة. 


SS c j| 


إن قطع الأنبوب المغلق مرة واحدة يحوله إلى أسطوانة؛ وبشق هذه الأسطوانة طوليًاء نستطيع وضعها 
منبسطة كمستطيل. إن وضع علامات دالة على أضلاع المستطيل يشير إلى كيفية إعادة إلصاق هذه الأضلاع 
Lee‏ بحيث تتم مطابقة الاضلاع التي لها العلامة الدالة نفسها بعضها ببعض. 

إن متابعة مطابقة الأضلاع مهمة لأنه يمكن لأضلاع طمر على سطح معين أن تقطع مثل هذا القطع 
وعندما يصل ضلع إلى أحد حدود المستطيل» فإنه يكون قد وصل إلى أحد جوانب القطع SAÍ‏ وعندما يعبر 
(يقطع) الضلع هذا القطع؛ فإنه ينفذ من النقطة المماثلة على النسخة الأخرى من هذا الحد. إن الزوايا 
الأربع لهذا المستطيل ت ترتبط بنقطة واحدة على السطح والتي يمز من خلالها القطعين. 

أدت هذه الأفكار الجيدة لطمر جميل على الطارة لكل من و ور Ky y.‏ 





$ لاحظ وجود بعض Aig ll‏ 2 عمل القطوع للسطوح ذات الجنس الأعلى. ولكن Caled SL Ga ple JS‏ 
لكل مقبض قبل أن تستطيع وضع السطح بصورة منبسطة. إن التمثيل العادي يأتي من خلال التعبير عن 
المقابض “gus”‏ ' للسطح. حيث توجد نقطة مشتركة بين القطوع على المحور hub)‏ 
6. مثال: وضع الطارة الثنائية منبسطة. تجد أدناه تمثيلاً مضلمًا للطارة الثنائية. إن عمل القطوع 
يكافئ إضافة عرى عند رأس واحد حتى تحصل على طمر ب وجه واحد لضمة العرى. وعمومًاء نعمل 2y‏ 
قطمًا عبر نقطة واحدة ولتكن من وضع SY‏ منبسطا. 
إن متابعة الحدود من كل قطع تقو د إلى تمثيل د Sy‏ كمضلع عدد أضلاعه Ay‏ يتحقق فيه أنه يمكن وصف 
كل Stat‏ أو عبور (استعراض) للحدود 2 اتجاه عقارب الساعة من خلال قراءة القطوع 2 أثناء عبورنا لها 
ونسجل القطع باستخدام رمز النظير العكسي عندما نجتازه 2 الاتجاه المضاد. 
ay a IRE eee a ,‏ 
كل ضلع مرة إلى الأمام ومرة أخرى إلى الخلف. ولهذا المثال هنا فإن المستعرض هوا apa Papa; B.‏ 
لاحظ أنه يمكن وضع JS‏ سطح على الشكل: Bay B a, B,a,'B,"‏ ويمكن الحصول 
على وضعيات (تمثیلات) | أخرى للسطح من خلال عمل قطوع بطرق مختلفة أي طرق مختلفة لطمر باقة 
مؤلفة من 2Y‏ عروة. فمثلاء يمكن تمثيل الطارة الثنائية بمضلع ثماني حدوده y E‏ 8 08 . 
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23.3.6 ملاحظة : صيغة أويلر ل S,‏ نعرّف الخلية الثنائية على أنها منطقة تحقق أنه يمكن تقليص 
كل متشت MEE‏ بواسطة دالة متصلة إلى نقطة. إن طمر الخلية الثنائية عبارة عن طمر تكون AS‏ 
منطقة فيه خلية ثنائية. يمكن تعميم صيغة أويلر لتشمل طمور الخلية الثنائية للبيانات المترابطة على S,‏ 
(التمرين 35(« بحيث تصبح على الشكل: 
n—e+f=2-2y‏ 

فعلى سبيل JÈU‏ إن طمرنا ل K,‏ على الطارة )1 = (y‏ له 7 رؤوس» و21 ضلعاء و 14 وجها 
و0 = 14 + 21 -7. يشبه إثبات صيغة أويلر ل S,‏ إثبات هذه الصيغة 2 حالة المستوىء إلا أن إثبات الخطوة 
الأساس للبيانات التي لها رأس واحد يحتاج إلى حذر أكثر. حيث يلزمنا أن نبين حاجتنا إلى (2 قطعًا لكي 
نستطيع جعل السطح منبسطا ( أي للحصول على طمر خلية ثنائية لبيان له رأس واحد ووجه واحد). " 
24.3.6 تمهيدية. US‏ بیان بسيط على 7 من الرؤوس مطمور 2 S,‏ يحوي 2Y)‏ + 2 - 3)7 ضلمًا على الأكثر. 
الإثبات: التمرين 35. " 

لاحظ أن يحقق التمهيدية 24.3.6 مع المساواة على الطارة (1 = (y‏ وبما أن كل وجه 2 الطمر الطاري 
yb)‏ 2 الطارة) ل K,‏ عبارة عن مضلع ثلاثيء فإن K,‏ بيان ylh‏ أعظميّ. وبإعادة كتابة + 3(n-2‏ > © 
)27( نحصل على حد أدنى لعدد المقابض التي يجب إضافتها للحصول على سطح يمكن طمر G‏ فيه. لذاء فإن 
-(Gy21+ 6329.‏ 

توصل التمهيدية 24.3.6 إلى مثيل لنظرية الألوان الأربعة د Sy‏ 


6 . نظرية : (صيغة هيود - ]1890[ (Heawood‏ إذا كان © قابلاً للطمر على ,0(5 > () ol‏ 

asas 1+ 487) /2 |‏ 
الإثبات: افترض أن 2 / )487 +1 +7( C=‏ يكفي أن نبرهن أنه يوجد JI‏ بيان بسيط قابل للطمر على 
HLS,‏ درجته 1 - © على الأكثر. وبذلك؛ فإن الحد على Y (G)‏ يتبع من الاستقراء على JG)‏ 

بما أن © > (G)‏ للبيانات التي لها © LOL,‏ على الأكثر جميعهاء فيجب علينا معالجة الحالة التي يكون 
فيها © > (7)0فقط. 

نستخدم التمهيدية 24.3.6 SLAY‏ أن معدل (ومن ثم أقل قيمة) الدرجة يساوي 0-1 على الأكثر. وتتبع 
المتباينة الثانية أدناه من كون 0 > بزو © < ۸. وبما أن © تحقق أن C? - 7C + )12 - 12y)=0‏ فإننا نحصل 
على أن ©/(127 - 12( - 6 = 1 - ©. لذاء ole‏ معدل الدرجة يحقق الحد المنشود. 


= 2e < 61-2427) < c _ 12-127 رہ‎ 


إن المتباينة الرئيسة تفشل هنا عتدما 0 = «. لذاء ofa‏ التعليل غير صالح للبيانات Magill‏ وعلى الرغم 
من ذلك فإن الصبيقة تختض رلتصيعة > y = 0 Lade X(G)‏ إن إثبات do‏ هيوود حاد يتضمن طمر K‏ 
على S,‏ حيث ]12 Y =[(n-3) (n-4)/‏ 

ينقسم الإثبات إلى عدة حالات بحسب صفوف تكافؤ N‏ بمقياس 12 K;)‏ هو المثال الأول ب AM‏ 
السّهل). منجزا 2 )]1968[ (Ringle — youngs‏ حيث يشتمل على كتاب نظرية تلوين الخرائط 
.(Ringel [1974])‏ 

Lal Lo‏ أخذنا مسألة التلوين على 2S)‏ الحسبان» فمن الطبيعي أن يتساءل أحدنا عن البيانات التي 
تنطمر على S,‏ توجد عدة توصيفات للبيانات Agal‏ بدءًا من نظرية كواراتوسكي ( النظرية 2.2.6) ونظرية 
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واجنر (التمرين 12.2.6( لاحظ أن حذف الأضلاع أو تقليصها لا يؤثر .2 طمر البيانات على أي سطح. 
توجد JS‏ سطح قائمة صغرى فرعية من العوائق التي تعيق الطمر. تنص نظرية واجنر على أن قائمة 
العوائق للمستوى هي  (K,, Kg}‏ وأن كل بيان غير سوي يحوي أحد هذه البيانات كبيان فرعي. 
يوجن cpa p35]‏ 800 من المتوعات المرعية الصكرى Ang pall‏ للطارد: 35535( قاكمة"النتوعاك مندهية 
JSI‏ سطح» وهذا يتبع من العبارة الأعم الموجودة أدناه. (تؤدي علاقة التقسيم 2 نظرية كواراتوسكي إلى 


قوائم غير منتهية) . 
6 . نظرية + (نظرية البيان الفرعي - Robertson -seymour[1985])‏ 2 أي قائمة غير منتهية 
من البیانات» يوجد بیان معين بحيث يكون a je Lo‏ لبيان آخر. . 


ربما تكون هذه أصعب نظرية معروفة 2 نظرية البيان؛ لأن إثباتها يحتاج إلى أكثر من 500 صفحة (دون 
مساعدة الحاسوب) موجودة على شكل سلسلة مؤلفة من أكثر من 20 sey‏ امتدت إلى ما بعد العام 2000م. 
كما يوجد لها العديد من التشعبات حول تركيبة البيان وبنيته» وتعقيد الحسابات. إن التقنيات المستخدمة 
ك الإثبات أوجدت فروعًا جديدة 2 نظرية البيان. وأن بعض جوانب هذه التقنيات وعلاقتها بإثبات نظرية 
البيان الفرعي موجودة 2 الوحدة الأخيرة من كتاب ديستل )]1997[ «(Diestel‏ 


تمارين 
26 -) هات LE‏ لخوارزمية كثيرة حدود زمنية بحيث تأخذ lagos Ula‏ كمدخل. agb g5 By‏ فعليا بخمسة 
ألوان لهذا البيان. 


C) 2.3.6‏ يكون البيان © (ÁLKA) shade’‏ من الدرجة (k-degenerate) k‏ إذا وُجد 2 كل بيان جزئي 
منه a‏ درجته تساوي ۸ على الأكثر. أثبت أن البيان المضمحل( المتفسخ) من الدرجة k‏ يكون قابلاً للتلوين 
isk +I‏ 

6.) استخدم نظرية الألوان الأربعة لتبرهن أن JS‏ بيان سوي خارجي يكون قابلاً للتلوين بثلاثة ألوان. 
6 )-( جد عدد التقاطع لكل من 222 وكلوريكل » وعدد التقاطع لبيان بيترسون كذلك. 

6ه استخدم نظرية الألوان الأربعة لتبرهن أن كل بيان سوي يتفكك إلى بيانين ثنائيي الفرع. 
(Hedetniemi [1969], Mabry [1995])‏ 

6.3.6 دون استخدام نظرية الألوان الأربعة, أثبت أن کل بيان سوي له 12 ple LEN,‏ الأكثر يكون قابلاً للتلوين 
بأربعة ألوان. استخدم هذا لتبرهن أن کل بيان سوي له 32 LU,‏ على الأككر بكرن Sus‏ للتلوين بأزيعة الوان. 
(Y) .7.3.6‏ افترض أن H‏ تشكل 2 تثليث سوي (التعريف 2.3.6 ). وافترض كذلك أن H”‏ هو البيان الذي 
نحصل عليه من وضع درجات الرؤوس كعلامات دالة على جيران رؤوس الحلقةء ومن ثم نحذف رؤوس 
الحلقة. أثبت إمكانية استرداد Hoya H‏ 

6. جد تشكلاً حجم حلقته يساوي 5 ے تثليث سوي» بحيث إن درجة كل رأس تساوي 5 على الأقلء وبحيث 
يوجد أكثر من راس داخلي واحد. 

6 )+( أثبت أن كل تشكل سوي حجم حلقته يساوي 4 على الأكثر يكون مصغرًا. (مساعدة: الحلقة عبارة 
عن حلقة فاصلة C‏ أثبت أنه إذا كانت التثليثات الأصغر قابلة للتلوين بأربعة ألوان» فإن للفلق C-‏ من G‏ أربعة 
ألوان تتوافق على (BirKhoff [1913]) (C‏ 

6 . تظرية جروتزك ,(Grotzch[1959])‏ (انظر «(Thomassen[1994a]‏ 
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تنص هذه النظرية على أن كل بيان سوي G‏ خال من المثلثات يكون ثلاثي اللون. لذاء فإن 
a(G) < 6/83‏ لقد أثبت 2-5 (Tovey)‏ وستاينبرج (stienberg)‏ العام 1993م أن 3/ a (G) < n(G)‏ 
دائمًا. أثبت أن هذا أفضل ما يمكن من خلال الأخذ 2 الحسبان عائلة من البيانات على الشكل التالي: ,6 
عبارة عن حلقة خماسية رؤوسها: is » 9X 3 A‏ و2 على الترتيب. ل 1 > ck‏ نحصل على G‏ من 6 
بإضافة الرؤوس الثلاثة: Xp‏ ول[ » 3 ,2 والأضلاع الخمسة: × Mp‏ ,لل ,× Z, 36. ZV Vi Ze‏ تجد البيان 
G,‏ موضحًا عن اليسار 2 Je‏ أدناه. )]1985[ .(Franghnaugh‏ 





a 21 Vi 22 y» 23 ys 


11.3.6 . عرف متتالية من بيانات المستوى على الشكل التالي: افترض أن ,6 هي 1.٤,‏ 1 > احصل على 
G,‏ من ,© بإضافة حلقة رباعية تحيط ب dente,‏ كل رامن :من رفوس الحلقة الجديدة يجاور رأسين 
متتابعين من رؤوس الوجه الخارجي السابق 2 الشكل أعلاه عن اليمين تجد البيان G,‏ أثبت أنه إذا كان 77 
(Sue‏ زوعيًا olo‏ كل تلوين رباعي فعلي ل G,‏ يستخدم کل لون على 71 من الرؤوس بالضبط -(Albentson)‏ 
12.3.6 )1( من دون استخدام نظرية الألوان الأربعة. أثبت أن JS‏ بيان سوي خارجي يكون قابلا للتلوين 
بثلاثة ألوان. طبق هذا لتبرهن نظرية صالة عرض الآثار (الفنون) Gall‏ تنص على أنه: إذا وضعت صالة 
عرض الآثار كمضلع له :7 من algal‏ فإن من الممكن وضع | 7/3 | حارسًاء بحيث إن JS‏ نقطة داخلية تكون 
مرئية من قبل أحد الحراس. ل 3 < A‏ ابن مضلعًا يتطلب | 12/3 | حارسًا. 





6. نعرّف صالة عرض (معرض) الآثار (الفنون) الذي له جدران على أنه مضلع إضافة إلى بعض 
الأوتار غير المتقاطعة التي ت تسمى IDs‏ والتي تصل (تربط) ب بين الرؤوس کل جدار داخلي يحتوي على فتحة 
صغيرة تسمى «مدخلا» إذا وضع الحارس على Jal‏ فإنه يستطيع رؤية كل ss‏ داخل الغرفتين المتجاورتين» 
ولكن الحارس الذي لا يكون موجودًا 2 المدخلء فإنه لا يستطيع أن يرى أبعد من الجدار. حدد أصغر عدد / من 
الحراس يلزم استخدامه لحراسة معرض فني له جدران بحيث تكون كل نقطة داخلية مرئية من قبل أحد الحراس 
(Hutchinson [1995], Kinalgenf 1999])‏ . 
14.3.6 )+( أثبت أن البيان السوي الأعظمي يكون قابلاً للتلوين بثلاثة ألوان إذا وفقط إذا كان هذا البيان 
As‏ (مساعدة: لإثبات الكفاية؛ استخدم الاستقراء على (71)07 اختر Log}‏ مناسيًا أو ثلاثة رؤوس متجاورة 
لاستبدالها بأضلاع ( )]1898[ .(Heawood‏ 

15.3.6 )1( أثبت أنه يمكن تجزئة رؤوس بيان سوي خارجي بسيط إلى مجموعتين؛ بحيث يكون البيان 
الجزئي الذي تحدثه كل مجموعة عبارة عن اتحاد منفصل لمسارات (مساعدة: عرف تجزئة باستخدام نوعية 
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المسافة (زوجية أم فردية) بالنسبة إلى رأس مثبت) » 
(MihoK-[1983] ,AKiyama-Era-Gervacia-Watanabe[ 1989],Goddard [1991])‏ 

6 (+) أثبت أن المكعب الرباعي,0) بيان غير سوي. فكك © إلى بيانين متشاكلين سويّين لذاء فإن سّمك Q,‏ 
يساوي 2. 

15 t n+7 4 ALS 
بإيجاد بيان‎ Ky يساوي ]= على الأقل. وبرهن كذلك أن المساواة تتحقق للبيان‎ K, beds أثبت أن‎ .56 
3 عدا رکا حيث سّمك کل منهما يساوي‎ ela سوي ذاتي التتام له ثمانية رؤوس (تعليق: يساوي السمك‎ 
n 4mod 6 وذلك عندما‎ (BeineKe -Harary [1965]) 2 تجد الحدود العليا عندما 10 > 7 موجودة‎ 
. = Amod يكون:‎ Lesie(AleKsee GonCaK ov [1976]) 25 
AL) إلى ثلاثة بيانات سوية متشاكلة زوجًا‎ K, فكك‎ .6 
استخدم البيانين الموجودين أدناه لتبرهن أن‎ y (G) > 12 يساوي 2 فبرهن أن‎ G اإذا كان سّمك‎ 6 
AT.SulanKe) 2 يساوي‎ G had يمكن أن تكون كبيرة؛ وتصل إلى 9 عندما يكون‎ y (G) 

2 4 


di SP MX ig Ead) acer cto eiie (i) 203,6‏ فيرهن أن ملك NC‏ پان 
.(BeineKe-Harrary-moon [1964]), 1/2‏ 
21.3.6 حدد قيمة (ر رر )۷ واستخدمها لحساب )15 WK,‏ 
22.3.6 أثبت أنه لا يوجد بيان جزئي سوي من ر ر بحيث يكون لهذا البيان الجزئي 15 ضلعًاء واستخدم هذا 
لتعطي إثباتا ثانيًا لحقيقة أن 2 < WK,,,)‏ 
6ه ليكن M,‏ البيانَ الذي نحصل عليه من الحلقة C,‏ بإضافة أوتار تربط بين الرؤوس المتقابلة (إذا كان 
Sae n‏ زوجيًا )؛ وتربط بين الرؤوس شبه المتقابلة (إذا كان 7 عددًا فرديًا). إن البيان M,‏ منتظم من الدرجة 
3 إذا كان 7زوجياء ومنتظم من الدرجة 4 إذا کان 7 عددًا فرديًا. جد (1967[(.1)0/1] (Guy-Harary‏ . 
6ه ا البيان / له مجموعة رؤوس [N]‏ ومجموعة أضلاع هي: Sh}‏ |ز- | {ij‏ أثبت أن 5 P‏ بيان سوي 
أعظمي» استخدم طمرًا Gyas‏ بيان 7 .(Harary — Kainen [1993]) wP 7)- n 24 D GA al P‏ 
6. )+( لكل عدد صحيح موجب k‏ ابن (جد) بيانا يمكن طمره على الطارة إلا أن رسمه 2 المستوى 
يحوي K‏ تقاطعًا على الأقل (مساعدة: يكفي أعطاء عائلة طاريّة (يمكن La pab‏ على الطارة) واحدة بحيث 
تكون سهلة الوصف: استخدم القضية 13.3.6.). RE‏ 
26.3.6. )1( استخدم حساب کلیتمان |||" 6= Uk)‏ لتعطي تعليلا حسابيًا (Ése)‏ للحدود الدنيا 
التالية: 

(Guy [1970]) دي عو‎ > m zaz] إا‎ (a 


ET AE Por) (b 
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27.3.6 )1( لقد تم تخمين أن | ج* | | + | ]77 | | |-<..»ء. افترض أن هذه المخمنة صحيحة ل KK,‏ 
I Oly‏ عدد فردي. cal‏ أن هذه المخمنة صحيحة كذلك ل (KLeitman [1970]) Kan‏ . 
56 افترض أن gM‏ 7 عددان فرديان» وبرهن أن نوعية عدد أزوا- ج الأضلاع المتقاطعة تكون نفسها 
2 دسوم ,£ جميعها (نأخذ ب الحسبان pad‏ تتقاطع فيها الأضلاع مرة واحدة على الأكثر «zn‏ 
مع الأخذ 2 الحسبانٍ أيضًا أن الأضلاع التي لها النقطة الطرفية نفسها لا تتقاطع) استنتج Joe‏ ,)ا يكون 
Go ya‏ عندما يكون كل من 3 Nolan - 3,m-‏ للقسمة على 3 » ولكنه يكون زوجيًا بخلاف ذلك. 
6 ,., افترض .أن N‏ عدد فرديء أثبت أن نوعية عدد أزواج الأضلاع المتقاطعة تكون نفسها. استنتج أن 
VCK, )‏ يكون Éag)‏ عندما يكون 7 Lala‏ لواحد أو ثلا n=1mod 8 E‏ أو3 = (n‏ 
mod 8)‏ ويكون Gaya‏ عندما يكون n‏ مكافتًا ل 5 أو 7 بمقياس 8. 
30.3.6 )1( من المعلوم أن 2(77 (C, OC) > (m-‏ إذا كانت , ,5( am <min‏ وكذلك 377 = (KOC)‏ 

(a‏ جد رسمًا 2 المستوى لإثبات الحدود العليا. 

(b‏ أثبت أن (C1 C3)22‏ . (مساعدة: جد ثلاثة تقسيمات ل ر K,‏ بحيث تستخدم هذه التقسيمات 
مجتمعة JS‏ ضلع مرتين) . 

AN)=V(Kinn) اجعل‎ 31.3.6 

3wK,) SAM > 3 CP آثبت أن‎ (a 

9 SW(K,,,)S15 9.5 <W(K,,,) < 7 ثم أثبت أن‎ . ۷) a) 3 9W(K,,,) = 2 أثبت أن‎ (b 

BEN MAD *O (n^) يساوي‎ (a) أن الحد الأدنى .2 فرع‎ 26a 3.6 يبرهن التمرين‎ (c 
n) > r? (n- 16 هذا الحد باستخدام علاقة خطوات مكررة لإثبات أن‎ 

esca +00: الحد إلى الحدّ‎ Ie n* «O(n*) هو‎ (a) الحدّ الأعلى .2 الفرع‎ à (d 
hailing Ki un ويعمم لبناء‎ (tetrahedron) السّطوح‎ Gely 2 (مساعدة: أحد البناءات يطمر البيان‎ 
(K, " , ويعمم لبناء‎ K, آخر يستخدم‎ 
جد (ابن) طمرًا على الطارة لبيان بسيط غير ثنائي الفرع منتظم من الدرجة 3 بحيث يكون‎ +6 
طول كل وجه ذيه عددًا زوجيًا.‎ 
لعدد أولي. جد‎ anco بحيث إن 7 ليس عددًا أوليًاء وليس‎ SBN افترض أن 7 عدد يساوي 9 على‎ (*) .6 
.6 ويكون منتظمًا من الدرجة‎ LI 77 (ابن) بيانا على الطارة (يمكن رسمه على الطارة دون تقاطعات) بحيث يكون له‎ 
)نقول: إن طمرًا لبيان على سطح معين يكون منتظمًا إذا کان لوجوهه جميعها الطول نفسه جد‎ 6 
: A ; Ka 9 Ky 69: Ky, طمرًا منتظمًا على الطارة لكل من:‎ 
لبيان على‎ ABLE إن عدد رؤوس أي طمر وأضلاعه وأوجهه لخلية‎ : P أثبت صيغة أويلر للجنس‎ ) * 6 
.۸ - € + f = 2 - 2( يحقق العلاقة‎ Sy سطح‎ 

استنتج من ذلك أنه يوجد (( 2 + 2 -307 ضلعًا على الأكثر لبيان بسيط NA‏ من الرؤوس» وقابل للطمر على, E‏ 
36.3.6 )$( استخدم صيغة أويلر ل, 5 لتبرهن أن .27-2 (K,..)‏ وحدد هذه القيمة بالضبط عندما 3 > /7. 
Ie -(* ).37.3.6‏ س موحي | استخدم صيغة أويلر لتبرهن أنه يوجد بيان سوي G‏ بحيث إن 
(GOK) 2k‏ 


الفصل السابع 
الأضلاع والحلقات (Edges and Cycle)‏ 


1.7. البيانات )4.43 (Line Graphs and Edge Coloring)‏ 
يوجد للكثير من المسائل المتعلقة بالرؤوس مشابه طبيعي متعلق بالأضلاع RUE OR‏ المستقلة ليس 
لها رؤوس متجاورة؛ والمواءمات ليس لها أضلاع ”متجاورة ‏ بالإضافة إلى J‏ تلوين الرأس يجزئ الرؤوس إلى 
مجموعات مستقلة. ويدلاً من ذلك: نستطيح تجزفة الأضلاع إلى مواءمات. إن هذه الأزواج من المسائل مرتبظة 
من خلال البيانات الخطية (التعريف 18.2.4). وهنا نعيد التعريف. لنؤكد عودتنا إلى السياق ob‏ البيان ربما 
يملك أضلاعًا متكررة. نستعمل Úle”‏ خطيًا أو خطانيًا“ و LG)‏ بدلا من ” بيان ضلعي“؛ لأن BG)‏ ترمز 

أصلا إلى مجموعة الأضلاع. 


7 .. تعريف: البيان الخطاني (line graph)‏ للبيان G‏ يكتب L(G)‏ هو البيان البسيط الذي تكون 
رؤوسه هي الأضلاع 2 G‏ حيث Cf € E(LG)‏ عندما يكون © و“زلهما نهاية طرفية مشتركة ب ©. 


E 


L(G) 


لاحظ أن بعض المسائل حول الأضلاع 2 البيان G‏ يمكن التعبير عنها بوصفها مسائل حول الرؤوس 2 
L(G)‏ وعندما توسع إلى البيانات البسيطة جميعهاء فربما تكون مسألة الرأس أكثر صعوبة. أما إذا استطعنا 
حلها ؛ فنكون قد أجبنا عن السؤال الأصلي حول الأضلاع 2 G‏ بتطبيق نتيجة ال رأس على AES)‏ 

درسنا ‏ الفصل الأول الدارات الأويلرية. إِنَّ دارة أويلرية .2 G‏ تعطي حلقة مولدة 2 البيان الخطي 
L(G)‏ (يبين التمرين .10.2.7 أن العكس Ley‏ لا يتحقق!) 2 الجزء 2.7( سوف ندرس الحلقات المولدة 
VO ere‏ نوقش 2 الملحق ol B‏ هذه المشتالةضتعية aos‏ 
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«aJ L(G) 2 تصبح مجموعة مستقلة‎ G 2 فقد درسنا المواءمات. إن مواءمة‎ clit! الفصل‎ 2 Li 
وأن دراسة '» للبيانات هي نفسها دراسة © للبيانات الخطية. وأن حساب 0 للبيانات‎ e (G) =a(L(G)) ole 
gall العامة هو أكثر صعوبة من حسابها للبيانات الخطية. يأخذ الجزء 1.3 هذا 2 الحسبان للبيانات الثنائية‎ 
B ونصف الحالة العامة باختصار .2 الملحق‎ 

و2 الفصل الرابع درسنا الترابط. لقد أعطت نظرية منجر علاقة أصغر أعظم للترابط وللمسارات 
المنفصلة داخليًا 2 البيانات جميعها. وبتطبيق هذه النظرية على بيان خطي مناسب. نكون قد أثبتنا علاقة 
أصغر أعظم مشابهة للترابط الضلعي وللمسارات المنفصلة ضلعيًا 2 البيانات جميعها. 

و درسنا ‏ الفصل الخامس تلوين الرأس. Lal‏ تلوين الأضلاع؛ فإنه يجعل كل صف لوني ael ga‏ تصل 
فعليًا إلى تلوين رأسي للبيان الخطي. لذلك» فإن التلوين الضلعي هو حالة خاصة من التلوين الرأسي؛ وعليه فهو 
e a 5‏ 
أسهل. سوف نناقش التلوين الضلعي -2 هذا الجزء. عندما تصاغ نتيجتنا الرئيسة بلغة التلوين الرأسي للبيانات 
الخطية؛ فإنها خوارزمية لحساب (A)‏ ضمن مدى لا يتعدى 1 عندما يكون H‏ هو البيان الخطي لبيان بسيط 
لذلك» تقترح البيانات الخطية المسائل للتلوين الضلعي والحلقات المولدة التي سوف تناقش .2 هذا الفصل. A‏ 
سوف ندرس هذه البنود بصورة منفصلة. وأما 2 الجزء .3.7( فسوف ندرس صلات بعضها ببعض» وصلاتها 
بالبيانات المستوية أيضًا. 

عند تطبيق الخوارزميات للبيانات الخطيةء قد نحتاج إلى معرفة ما إذا كان Úle G‏ خطيًا. هناك 
خوارزميات جيدة تستخدم تمييزات البيانات الخطية لفحص ذلك .ولكن سوف نناقشها 2 نهاية هذا الجزء. 
التلوينات الضلعية (Edge-Colorings)‏ 

احتجنا & المثال 11.1.1 الذي قرم qaad JE ag‏ ي إلى جدولة لجان مجلس الشيوخ. أما مسائل التلوين 
الضلعي فتظهر عندما تكون الأشياء التي تجدول أزواجًا من العناصر الموجودة فعليًا 
2.1.7 مثال: التلوين الضلعي -Kond‏ نريد جدولة مباريات 2 بطولة تتكون من 27 فريقًاء بحيث يلعب كل زوج من 
الفرق لعبة واحدة؛ على أن يلعب كل فريق مرة واحدة 2 الأسبوع على الأكثر. بما أن كل فريق يجب أنْ يلعب )1- (2n‏ 
مباراة مع الفرق الأخرى» فإن الموسم يستمر (277-1) أسبوعًا على الأقل .ويجب أن تشكل مباريات كل أسبوع مواءمة. 
لاحظ أننا نستطيع جدولة الموسم 2 )277-1( أسبوعًا إذا وفقط إذا استطعنا تجزئة UE (Kon)‏ (277-1) مواءمة. 
وبما Konci‏ بيان منتظم من الدرجة )1 (2n-‏ بقن هذه انو بماك يحب أكون مامات نامة. 

والشكل أدناه يصف الحل. ضع els Ll‏ المركز. رتب ال )1 - LL, (2n‏ المتبقية حلقيًاء بحيث تُعرض 
كصفوف متطابقة للأساس )1 - 27). كما 2 النظرية 16.2.2: ola‏ الفرق بين صفين متطابقين هو 1 إذا LLS‏ 
متقاليين» و 2 إذا وجد صف بينهما: وهكذا uie‏ تصل إلى الفرق 1 - لاحظ ai‏ يوجد )1 - 270( lus‏ مع 
كل فرق 7 لكل 1- ۸> 7> 1. 


تتكون كل مواءمة من ضلع واحد من كل صف مختلف» بالإضافة إلى ضلع واحد يصل إلى الرأس المركزي. 
ونعرض واحدة من المواءمات بالخط السميك. إن تدوير الصورة (لنحصل على مواءمة رفيعة) يعطي 7 ضلعًا 
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جديدًا. مرة أخرى. هؤلاء هم واحد لكل طول زائد واحد للمركز. إن ال )1 - Ul ss (2n‏ للشكل يعطي المواءمات 
المطلوبة؛ GY‏ هذه المواءمات تأخذ أضلاعًا منفصلة من كل صف اختلاف؛ وأضلاعًا منفصلة أخرى تتضمن 
الرأس المركزي. 3 
7.. تعريف: التلوين الضلعي من الدرجة (k- edge - coloring) k‏ للبيان © هو Als‏ أوسمة 
peas = =k cea E(G)5S‏ عادة (S = [A]‏ الأوسمة هي الألوان (colors)‏ ؛ والأضلاع 
التي من لون واحد وکل صقا لونيًا (color class)‏ . يسمى التلوين الضلعي من الدرجة K‏ تلويئًا فعليًا 
(proper)‏ إذا ols‏ للأضلاع الواقعة على الرأس نفسه أوسمة مختلفة؛ أي (jl‏ كل ضف لوني هو مواءمة. 
ويكون البيان قابلاً للتلوين الضلعي من الدرجة (k- edge colorable) k‏ 131 كان يملك تلوينًا ضلعيًا 
فعليًا من الدرجة ۸. والعدد اللوني الضلعي olt (edge - chromatic number) 7'(G)‏ العديم 
Gs pall‏ هو أصغر causes k‏ يكون G‏ هابا للتلوين الضلعي من الدرجة ۸. 
الدليل اللوني (Chromatic index)‏ هو اسم آخر ل (6)//. Ley‏ أن الأضلاع التي تتشارك برأس 
تحتاج إلى ألوان مختلفةء لذلك aat y (G) < A(G)‏ أثبت Js‏ من ]1964[ Gupta [1966] , Vizing‏ على 
حدى أن 1 + A(G)‏ من الألوان تكون كافية عندما يكون البيان G‏ بسيطا؛ وهذا هو هدفنا الرئيس. لاحظ 
أن العصبة 2 L(G)‏ هي مجموعة أضلاع ل G‏ متقاطعة زوجًا زوجًا. وعندما Unser G iss;‏ « فإن مثل هذه 
الأضلاع تشكل نجمة أو G 2. Éta‏ (التمرين 9). لاحظ أن نظرية فايزنج Cal‏ الوراثي 2 البيانات الخطية 
للبيانات البسيطة تنص على أن 1 + (A) € oH)‏ وعليه. فإن البيانات الحظية iab Lo‏ تقرييًا. 
وعلى النقيض ل Z(G)‏ -2 الفصل الخامس؛ فإن تأثير الأضلاع المتكررة يكون aS‏ على (©)'/ز. لاحظ أن 
البيان الذي يحتوي على عروة لا يملك تلويتا Ék Kali‏ . والصفة ”عديم f “Spall‏ تستثني العرى. ولكنها تسمح 
بالأضلاع المتكررة. 


4.1.7 تعريف: 2 بيان © مع أضلاع dijs‏ نقول إن زوج الرؤوس XY‏ هو ضلع مضاعفته 
m (multiplicity)‏ إذا وجد M‏ من الأضلاع التي نقاطها الطرفية YX‏ ونكتب (XY)‏ ۸ للتعبير عن 
تضاعف الزوج؛ 2 حين نكتب U(G)‏ للتعبير عن المضاعفة الكبرى للأضلاع ‏ ©. 

5.1.7 مثال: satt"‏ السمین“ (Fat Triangle)‏ 2 البيانات العديمة العرى التي تحوي أضلاعًا متكررة, 

نجد أن ky X (G)‏ تتعدى 1 + AGG)‏ لقد أثبت شانون ]1949[ أن الحد الأعلى د x (G).‏ بدلالة AGG)‏ 

وحدها هو 0(/2) A‏ 3(انظر النظرية 13.1.7). ثم أثبت فايزنج وجيتا أن q'(G) SAG) + WG)‏ حيث 

إن MG)‏ هي مضاعفة الضلع الكبرى. إن البيان أدناه يحقق كلا الحدين. حيث تتقاطع الأضلاع زوجًا 43.55 

وعليه فإنها تحتاج إلى ألوان مختلفة. لذلك فإن X(G)-3 N(GY2 = AG) + WG)‏ . 


6.1.7 ملاحظة : لاحظنا دائمًا أن a (G) < AG)‏ إضافة إلى أن الحد العلوي 1 - X(G) > 2 AG)‏ 
يتبع أيضا بسهولة. إن تلوين الأضلاع بترتيب ماء يعطي الدليل اللوني الأقل للضلع الحالي دائمّاء وهو يختلف عن 
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الأنوان التي ظهرت سابقًا على الأضلاع التي تشترك بالرأس نفسه مع الضلع الحالي. وبما أنه لا يوجد ضلع يقع 
على أكثر من )1 - 2(A(G)‏ ضلعًا أخرى, فإنه لا يستعمل أكثر من (1 - Ég (A(G)‏ لذلك؛ فإن الإجراء هو 
التلوين الشره لرؤوس UALS L(G)‏ 
AG) = x(L(G)) €^ (L(G)) + 1 <2A(G)- 1‏ . 
لاحظ أنه إذا اشترك ضلعان بالرأس نفسه»ء فإننا نقول إنهما واقعان على بعض الرأس أو على الرأس نفسه. 
للبيانات الثنائية الفرع 2 الفصل GUL‏ نجد Gi‏ النتائج تحسن الحد العلوي لملاحظة 6.1.7 وتحقق 
الحد الأدنى الواضح حتى عند السماح بوجود الأضلاع المتكررة. Sind‏ عن ذلكء توجد خوارزمية مناسبة 
لإعطاء تلوين ضلعي فعلي من الدرجة A(G)‏ 2 البيان الثنائي الفرع 6. 


XG) = AG) ola ثنائي الفرع»‎ Ely © إذا كان‎ (Konig [1916]) : نظرية‎ ..7 


الإثبات. تنص النتيجة 13.1.3 على أن كل بيان ثنائي الفرع منتظم 41H‏ معامل من الدرجة 1. وبالاستقراء 
على ob ACH)‏ هذا يؤدي إلى تلوين ضلعي فعلي من الدرجة NEA)‏ يكفي إثبات أنه لكل بيان ثنائي الفرع 
G‏ مع درجة كبرى ik‏ يوجد بيان ثنائي الفرع H‏ منتظم من الدرجة k‏ يحتوي على ©. 

ولإنشاء مثل هذا aul!‏ نضيف أولا رؤوسًا إلى المجموعة المجزأة الأصغر د 6 إذا كان ضروريًا ؛ حتى نعادل 
الحجمين. إذا كان الناتج G’‏ ليس منتظمًا قان كل مجموعة LOL, alas 3 pene‏ درحفه Lal‏ من cael ADK‏ 
ضلعًا مع هذين الرأسين بوصفة نقاطا طرفية: استمر ف إضافة مثل هذه الأضلاع حتى يصبح البيان منتظمًاً 
من الدرجة ۸؛ إن البيان الناتج سوف يكون n H‏ 

للبيان المنتظم G‏ لاحظ أن التلوين الضلعي الفعلي ب ACG)‏ من الألوان يكافى التفكيك إلى معاملات من 
الدرجة 1. 


8.1.7 تعريف: إن التفكيك للبيان المنتظم G‏ إلى معاملات من الدرجة 1 هو تحليل إلى العوامل من الدرجة 1 
(1-factorization)‏ ل -G‏ يسمى البيان الذي له تحليل من الدرجة 1 Úle‏ قابلا للتحليل إلى عوامل 
من الدرجة 1 factorable)‏ - 1). 
لاحظ أن الحلقة الفردية غير قابلة للتحليل إلى العوامل من الدرجة 1: وأن(1 + A(Co‏ > 3 = )1 + ,رون)) K‏ 
كما أ نيان بيعرسون ينالب Lio! Gg‏ واد ا فط 
7. مثال: إن العدد اللوني الضلعي لبيان بيترسون يساوي 4 ([1898] «(Peterson‏ نعلم أن بيان بيترسون 
منتظم من الدرجة 3 . وقابلية التلوين الضلعي من الدرجة 3 تتطلب تحليلاً من الدرجة 1. إن حذف مواءمة 
calis als‏ عناملا من الدرجة 2. و المركبات جميعها حلقات. وأن التحليل من الدرجة 1 يمكن أن يتم فقط إذا 
كانت هذه الحلقات جميعها زوجية. لذلك» فإنه يكفي تبيان أن كل معامل من الدرجة 2 يشاكل 2005. GW‏ خذ 
2 الحسبان الرسم الذي يحتوي على حلقتين من الدرجة 5 ومواءمة (الأضلاع المتقاطعة (cross edges‏ 
بينهما. ونأخذ 2 الحسبان حالات بعدد الأضلاع المتقاطعة التي استعملت. 
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تستخدم كل حلقة عددًا Éag)‏ من الأضلاع المتقاطعة؛ لهذا فإن معافلاً 8 من As all‏ 2 يلك Bas‏ 
M Ling)‏ من الأضلاع المتقاطعة. إذا كان 0 = 77 (الشكل عن اليسار)ء فإن 205 = -H‏ 

إذا كان 2 > m‏ (الشكل بالوسط)» فإن للضلعين المتقاظهين نقاطا طرفية غير متجاورة على الحلقة الداخلية 
أو على الحلقة الخارجية. فعلى الحلقة التي عليها أضلاع متقاطعة والتي نقاطها الطرفية غير متجاورة: فإن الرؤوس 
الثلاثة المتبقية تجبر الأضلاع الخمسة جميعها لهذه الحلقة لتكون T2‏ وهذا يخالف متطلب المعامل من الدرجة 2. 

إذا كان 4 = m‏ ( الشكل عن اليمين)؛ فإن أضلاع الحلقة تجبر على الدخول إلى H‏ من خلال الأضلاع 
المتقاطعة غير المستخدمة لتشكل 2Ps‏ والتي تكملتها الوحيدة هي لمعامل من الدرجة 22 H‏ هو .205 لاحظ أنه 
بما أن Cs‏ قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3 obs.‏ البيان قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 4. الآنء سوف نأخذ 
البيانات البسيطة جميعها ‏ الحسبان. نجعل 1 + gh A(G)‏ 2 المتناول» ونبني تلوينًا alio‏ فعليًا من خلال 
دمج الأضلاع واحدًا بعد الآخر حتى يصبح لدينا تلوين ضلعي فعلي من الدرجة (1 + (A(G)‏ للبيان -G‏ وتسير 
هذه الخوارزمية بسرعة مذهلة. 


7. نظرية ؛ )]1965 ,1964[ (Gupta [1966], Vizing‏ إذا كان Ly G‏ بسيطاء فإن 

X(G) <A )© + 1‏ 
الاثبات: fos‏ تلوينًا ضلعيًا فعليًا من الدرجة (1 + (AGG)‏ للبيان الجزئي G'‏ من البيان 6. إذا كان 
E 6‏ '6» فإنه يوجد ضلع UV‏ لم يلون من قبل . ومن الممكن بعد إعادة تلوين بعض الأضلاع توسيع التلوين 
ليشمل UV‏ أن ندعو هذه موسعة أو توسعة (augmentation)‏ وبعد (07)© من الموسعات. نحصل على تلوين 
ضلعي فعلي من الدرجة )1 + (AG)‏ للبيان -G‏ 

بما أنعدد الألوان تجاوز AG)‏ فيوجد لكل رأس لون لم يظهر على الأضلاع الواقعة على مثل هذا الرأس 
لیکن 40 Ugh‏ لم يظهر عند U‏ . نولد قائمة من الجيران ل U‏ وقائمة متشابهة من الألوان. ابدأ مع Vo = = (١‏ 

لیکن © لونًا مفقودًا عند Vo‏ . نستطيع افتراض أن di‏ يظهر عند U‏ على ضلع ما مثل UV)‏ وبخلاف ذلك» 
نستطيع استعمال © على 11۷0. 

لیکن Ligh d‏ مفقودًا عند Vi‏ . نستطيع افتراض Si‏ 42 يظهر عند U‏ على ضلع ما مثل V2‏ وبخلاف ذلك: 
نستطيع استبدال اللون d‏ مع o‏ على UVI‏ ثم نستعمل ٩1‏ على UVo‏ لنوسع التلوين. 

افترض أنه تم اختيار الضلع :11۷ مع اللون Gia‏ وليكن :© Ugh‏ مفقودًا عند Vir‏ إذا كان Ai‏ مفقودًا عند 
Vale ut‏ نستعمل Ai‏ على Via‏ وننقل اللون Aj‏ من uv;‏ إلى uvja‏ لكل1 - 7 > Sj‏ 1 لنكمل الموسعة. وهذا ما 
يدعى الإزاحة السفلية من .(7)downshifting from i‏ إذا ظهر A;‏ عند U‏ (على ضلع ما ola (UVi Jis‏ 


العملية تستمر. 
a u‏ د a3?‏ 
u2 1‏ 
N‏ \ 
“ج04 
s‏ 
s‏ 
e.‏ 
vi V0 =v‏ 


LSS. gh) سوف صقرن أخيرا‎ a oie متها هان شافية الأران‎ joe gr (A(G) + 1) أنه يوجد فعظ‎ Ly 
Ay, ...,41 هو 2 القائمة‎ Vi الموسعة بالإزاحة السفلية). ليكن / هو الدليل الأصغر بحيث يكون اللون المفقود عند‎ 
نستخدم هذا التكرار لعمل الموسعة بإحدى الطرائق المتعددة.‎ ASLAM بدلا من توسيع‎ Akg وليكن هذا اللون‎ 
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اللون المفقود +4 عند Vi‏ يكون مفقودًا أيضًا عند Vier‏ ويظهر على UME‏ إذا لم يظهر Ao‏ عند Vi‏ « فإننا نقوم 
بالإزاحة السفلية من Vi‏ ونستعمل اللون 40 على UVI‏ لإكمال الموسعة. لذلك نستطيع افتراض أن Qo‏ يظهر عند Vi‏ 

ليكن sa‏ المسار المتناوب الأعظم بأضلاع ألوانها 0و0 تبد أعند ۷١‏ على طول اللون40. يوجد فقط مسارواحد 
مثل هذا ؛ لأن كل رأس يقع على الأكثر على ضلع واحد -2 كل لون (نهمل الأضلاع التي لم تلؤن بعد ). لإكمال الموسعةء 
سوف نبدل اللونين ٩٠‏ و0 على P‏ ونقوم بالإزاحة السفلية من الجار المناسب U I‏ بالاعتماد على مكان ذهاب P‏ 
إذا امتد Vet P‏ فإنه يصل إلى Vie‏ على طول ضلع ما مع لون «do‏ ويتبع VU‏ -2 لون Ae‏ ويتوقف عند UM‏ الذي 
ينقصه اللون Ao‏ # هذه الحالة, نقوم بالإزاحة السفلية من Ve‏ ونحول الألوان على P‏ ( الصورة أسفل اليسار). 
quss‏ إذا امتد إلى Vier‏ فإنه يصل إلى Via‏ على اللون Ao‏ ويتوقف هناك؛ Gg OY‏ لا يظهر عند 4.۷١‏ هذه 
AL!‏ نقوم بالإزاحة السفلية من Viet‏ ونعطي اللون Ao‏ إلى Js Via‏ الألوان على P‏ ( الصورة الوسطى) . 

أما إذا لم يمتد 7 إلى ۷١‏ أو 1ء فسوف ينتهي عند رأس خارج المجموعة (U, VIVE Ve-‏ ب4 هذه الحالة؛ نقوم 
بالإزاحة السفلية من Vi‏ ثم نعطي اللون 40 إلى UVI‏ ونبدّل الألوان على ”/(الصورة أقصى اليمين) 

و كل Gls vale‏ التغيرات الموصوفة تؤدي إلى تلوين ضلعي فعلي من الدرجة 1 + «G uv 3 A(G)‏ 
وهكذا نكون قد أكملنا الموسعة المطلوية. ] a‏ 


Qk Ak 





غير ذلك P‏ تصل P Vk-1‏ تصل Vk‏ 
Lely‏ فيما يتعلق بالبيانات البسيطة: فإنه يوجد لدينا الآن احتمالان فقط د A‏ 


11.1.7 تعريف: البيان البسيط G‏ هوصنف من النوع 1 (أوصنف 1 (Class‏ )1( إذا كان -4'(G) = AGG)‏ 
وهوصنف من النوع 2 أوصنف )2 (Class‏ إذا كان 1 + X (G) = AG)‏ 
يعد تحديد ما إذا كان البيان هو صنف 1 أو صنف 2 عمومًا صعبًا ( ]1981[ Holyer‏ انظر «(B galt‏ 
لذلك نبحث عن شروط تمنع أو تضمن التلوين الضلعي من الدرجة A(G)‏ وهناك أمثلة على مثل هذه الشروط 
متضمنة 2 التمارين 24 - 27. 
12.1.7 . ملاحظة : يوجد شرط ضروري واضح لبيانٍ ما ليكون صنف 1 ٠والذي OAS‏ ليكون شرطا Gals‏ عندما 
-A(G) >; an (O)‏ يلاحظ من التمرين 27 فرع (a)‏ أن Sja bly‏ من G‏ مع درجة فردية هو عائق ق abla‏ 
التلوين الضلعي من الدرجة A(G)‏ إذا كان يحوي أضلاعًا كثيرة Sly Aa‏ سانا ola ga H Vos.‏ سيظ نهو 
بيان جزئي فوق (overfull subgraph) ¿sieti‏ إذا كان (7)11فرديًا وكان 2e(H) / ((H) - 1) > AG)‏ 
تنص مخمنة فوق (Overfull Conjecture) — Chetwynd- Hilton [1986]) grat!‏ انظر أيضًا 
Hilton [1989])‏ على أنه إذا كان ACG) > n(G)/3‏ فإن البيان البسيط G‏ هو صنف 1 إذا وفقط إذا كان © 
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لايملك je Ely‏ فوق Etal‏ لاحظ أن بيان بيترسون مع رأس محذوف يبين أن الشرط غير كاف عندما يكون 
A(G) = 83‏ (تمرين 28). 1 

لاحظ أن مخمنة فوق الممتلىٌ تؤدي إلى مخمنة التحليل إلى عوامل من الدرجة 1 factorization)‏ -1 
Conjecture‏ ): ذا r < mols‏ (أو 1 - bir 2m‏ كان 7# (Ling‏ فإن كل بیان بسيط منتظم من الدرجة 7 
ورتبته 27# هوصتف 1. وهذا أيضًا حاد (التمرين 29). 

تتحقق الاستنتاجات لهاتين المخمنتين عندما يكون A(G)‏ كبيرًا بما فيه الكفاية. 

Chetwynd- Hilton [1989], Niessen- Volkmann [1990], Perkovic — Reed [1997], 

Plantholt [2001] 

عندما يملك G‏ أضلاعًا $4 3( فإن ل (Shannon [1949]) .y'(G) € [3A(G)/2]‏ 

و (Gupta [1966], Vizing [1964, 1965]) .Y'(G) <AG) + u(G)‏ تتبع هذه الحدود ( التمرين 
35( حدود أندرسين ]1977[ (Andersen)‏ وجولد بيرج ]1984 ,1977] (Goldberg)‏ 

x'(G) > max{A(G),max, |1/2(4(x)  u(xy) + u(yz) + d(2)]) 

10.1.7. النظرية‎ 2-3 pla إن إثباتهذا الحد يستخدم‎ -P - yz € V(G):y ENS) N NO) حيث‎ 

إضافة إلى حجج العد. لتوضيح استخدام حجج العد؛ نثبت نظرية شانون من تلك التي 2 Vizing‏ و -Gupata‏ 


AG) > > A(G) ola ity © إذا كان‎ (Shannon [1949]) نظرية ؛‎ *.13.1.7 
أصغريًا ل © مع‎ s Úle G' وليكن‎ -k < )3/2( AG) وافترض أن‎ k = x" (G) الاثبات: لیکن‎ 
MG’) < A(GY2 فسنحصل على أن‎ (Vizing—Gupta) k € A(G’) + (G^) أن‎ s . Y (G^) = k 

ليكن © ضلعًا نقاطه الطرفية X. Y‏ مع مضاعفة (عدة مرات تكرار) MIG’)‏ 

ليكن/رهو تلوين ضلعي فعلي من الدرجة (1 .G' - e k-‏ ب2 © - JSG!‏ من WY 9X‏ درجة على الأكثر 
A(G) - 1‏ لذلك تحت ريكون على الأقل 1 - (AGG)‏ - (1-/) لونا مفقودًا عند X‏ و الشيء نفسه ode‏ ولا 
يوجد أي لون مفقود عند كليهما؛ G' OY‏ غير Jald‏ للتلوين الضلعي من الدرجة 1 - Ae‏ وبحساب ال 1 - HCG’)‏ 
Lgl‏ المستخدمة على أضلاع نقاطها الطرفية Lab YX‏ أن: 

2(k - A(G) + (A(G)2) - 1 > 2 (k- AG)) + u(G) - 1 €- 1) 
3 k > (3/2) ^ (G) ola وعليه‎ 
أخيرًا. توجد مخمنة عامة تماثل مخمنة فوق الممتلى.‎ 


X'(G) 2 A(G) + ols إذا‎ (Seymour [1979a], Goldberg [1973, 1984]) : مخمنة‎ *.14.1.7 


= e(H) | . 
" - AG) max ncc inal ols .2 


تمييز البيانات الخطية (الخطانية) (اختياري) 
(Characterization of Line Graphs (Optional))‏ 

إن تمييزات البيانات الخطية يمكن أن تقود إلى خوارزميات ملائمة لفحص فيما إذا كان بيان ما مثل G‏ 
La‏ خطياء وإذا كان كذلك» فللحصول على H‏ بحيث يكون © = LA)‏ 
7. مثال: لتوضيح هذه الأفكار» نثبت أن البيان الموجود على أقصى اليمين أدناه ليس بيانا خطيًا لبيان 
بسيط. إن بيان الطائرة الورقية G‏ (مثلثان مع ضلع مشترك) هو البيان الخطي للكف H‏ (مخلب زائد ضلع) . 
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وبتحليل الوضع» نجد أن H‏ هو البيان البسيط الوحيد الذي بيانه الخطي هو LG.‏ والأضلاع التي أصبحت رؤوسًا 
GE‏ درجتها 2 يجب أن تكون الأضلاع المنقطة. 

al‏ البيان الموجود أقصى اليمين يضيف LON‏ إلى G‏ جيرانه فقط الرؤوس التي درجتها 2. والنتيجة أن هذا 
Goats Glad‏ ؛ بسبب عدم وجود طريقة لإضافة ضلع إلى H‏ بحيث i ih DISSE i‏ 
متقطع دون أن يتشارك بنقطة طرفية مع ضلع متصل. 


e--- 


Ús ليس بيانا‎ 
G=L(A) H not a line graph 


يوضح تمييزنا الأول عملية أخذ البيان الخطي من بيان ما. إذا كان L(H)‏ = 6و H‏ بيانًا بسيطاء فإن 
كل v € V(H)‏ بحيث 2 < A(v)‏ يولد G2 0)1( tuas‏ تقابل أضلاعًا واقعة على -V‏ إن هذه العصب تجزئ 
L(G)‏ وفضلا عن ذلك. فإن كل رأس VG)‏ € © ينتمي فقط إلى العصب المولدة من خلال النقاط الطرفية 
.e E V(H)3‏ 

على سبيل المثال» عندما يكون G‏ طائرة ورقية؛ فإننا نستطيع تجزئة E(G)‏ إلى ثلاث عصب (مثلث زائد 
ضلعين) ؛ ويكون كل رأس مغطى على الأكثر مرتين. وهذه العصب الثلاث تقابل الرؤوس التي درجتها 2 على الأقل 
4 الكف.لاحظ أن البيان الموجود أقصى اليمين 4 الأعلى ليس له مثل هذه التجزئة. 
7 . نظرية : ([1943] (Krausz‏ للبيان البسيط G‏ يوجد حل للمعادلة L(A) = G‏ إذاوفقط إذا كان G‏ 

يتفكك إلى بيانات جزئية تامةء بحيث يظهر كل رأس G2‏ على الأكثر 4 اثنين منهذه البيانات الجزئية التامة. 
الإثبات: أثبتنا أعلاه أن الشرط ضروري. لاحظ أنه عندما G = L(A)‏ فإن الرؤوس 2 6 التي تنتمي فقط 
إلى واحدة من هذه العصب التي عرفناها سابقًا هي تلك التي تقابل أضلاعًا 2 H‏ والتي 3 تقح على Bla‏ 

alas‏ لتكن Sh ..., S‏ هي مجموعات الرؤوس للبيانات الجزئية التامة المعينة. نكون H‏ بحيث يكون 
L(A)‏ = ©. إن الرؤوس المعزولة G2‏ تصبح أضلاعًا معزولة 2 H‏ لذلك يمكن أن نفترض أن 1 < (G)‏ 5 
لتكن 1,... Vi,‏ هي الرؤوس G2‏ (إذا وجدت) التي تظهر بالضبط 2 واحدة من المجموعات „Si, -Sk‏ أعط 
LLL, A‏ واحدًا لكل مجموعة ف القائمة A = $1, Ss (vi iss (vi)‏ ولتكن الرؤوس ذا H‏ متجاوزة das‏ 
إذا كانت المجموعات المقابلة تتقاطع. 

يظهر كل رأس .2 G‏ 2 مجموعتين تمامًا  A‏ فضا عن أنه لا يوجد رأسان يظهران 2 هاتين المجموعتين 
نفسيهما. لذاء فإن H‏ بيان بسيط مع ضلع واحد لكل رأس G2‏ إذا كانت الرؤوس متجاورة G2.‏ فإنها تظهر معا 2 
واحدة من المجموعات Si‏ والأضلاع التي تقابلها -2 H‏ تتشارك ال رأس 5 Sj‏ لذاء فإن L(A)‏ = ©. . 

إن تمييز كروسز (Krausz)‏ لا يعطي مباشرة اختبارًا eld‏ للبيانات الخطية؛ لأنه يوجد الكثير من 
التفككات المحتملة للاختبار. والتمييز الآتي يختبر التراكيب الجزئية ذوات الحجم الثابت» وعليه؛ فإنه يعطي 
خوارزمية حسنة. ونقول إن كل مثلث T‏ 0 يكون فرديًا أو زوجي كما هو معرّف أدناه. 

v € VG) فرديًا لبعض‎ [N(v) N V(T)| إذا كان‎ (odd) فرديًا‎ Toss, (a 
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v € V(G) لكل‎ Éag INO) N V(T)| إذا كان‎ (even) حین يكون 7 زوجيًا‎ 2 (b 
حيث تتكون من مثلثين‎ «(double triangle) لاحظ أن الطائر ة الورقية المحدثة هي مثلث ثنائي (مزدوج)‎ 
يشتركان بضلع؛ والرأسان اللذان ليسا على الضلع المشترك غير متجاورين.‎ 


7.. نظرية : )]1965[ (van Rooij and Wilf‏ للبیان البسیط G‏ يوجد حل ل 6 = L(H)‏ إذا وفقط 

إذا كان G‏ يخلو من المخالب» ولا يوجد فيه مثلث ثنائي له مثلثان فرديان. 
الإثبات: الضرورة. افترض أن L(A)‏ = © . إِنَّ الرأس Le‏ 6 الذي جيرانه XYZ‏ يقابل ضلع © © H‏ يقع 
على الأضلاع 2,[:2. بما أنه توجد ل © نقطتان طرفيتان فقط ole H2‏ اثنتين من X,Y,Z‏ تقعان على إحدى هذه 
النقاط الطرفية؛ لذا تكون هذه الأضلاع متجاورة ب G‏ . وهذا ي يمنع أن يكون المخلب بيانًا جزئيًا محدثا ل -G‏ 

الشرط الآخرء شاهدنا 2 المثال 15.1.7 أن رؤوس المثلث الثنائي  G‏ يجب أن تقابل الأضلاع لكف 2 
H‏ وخصوصًا أن رؤوس أحد هذه المثلثات G2‏ تقابل أضلاع مثلث 2 وهذا المثلث يجب أن يكون زوجيًا؛ OY‏ 
كل ضلع ب2 ٨1‏ يقع بالضبط على أحد رؤوس مثلث يتشارك بنقطة طرفية واحدة بالضبط مع ضلعين من أضلاع 
EE e‏ 

الكفاية: افترض أن 6 يحقق الشروط المعينة . نستطيع افتراض أن 6 مترابط؛ t‏ وبخلاف ذلك» نطبق البناء 
لكل مركبة. لاحظ أن الحالة التي يخلو فيها G‏ من المخالب» ويمتلك مثلثا USUS‏ حيث كل من المثلثين زوجي هو 
All‏ خاضة dad 2515 Ling ie‏ من مكل ode‏ البياثات: Ling (38 cys pail!)‏ استاحد 2 الحسئان الحالة 
العامة daia‏ والتي يكون فيها لكل مثلث ثنائي .2 6 مثلث فردي واحد بالضبط. 

من النظرية 16.1.7 يكفي أن نفكك G‏ إلى بيانات جزئية تامة باستخدام كل رأس -2 اثنين منهما على 
الأكثر. لتكن Si, -Sk‏ بيانات جزئية تامة عظمى 2 G‏ والتي لا تكون مثلثات زوجيةء ولتكن Thy ..., Ti‏ هي 
الأضلاع التي تنتمي إلى مثلث زوجي واحد ولا تنتمي إلى مثلث فردي؛ حيث تشكل Ua‏ التفكيك المطلوب 8. 





. يظهر كل ضلع 2 بيان جزئي تام أعظم؛ ولكن كل مثلث -2 بيان جزئي تام على أكثر من ثلاثة رؤوس يكون 
فرديا. لذاء فإن كل ضلع ;7 2 القائمة غير موجود 2 أي Si‏ وأيضا لا يتشارك كل من زك و S/‏ بأي ضلع؛ لأن 6 لا 
يملك مثلثات ثنائية بحيث يكون المثلثان فيها فرديين. لذلك» فإن البيانات الجزئية B2‏ منفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًا. 

إذا كان ECG)‏ © € فإن © ينتمي إلى بعض Si‏ ما لم تكن العصبة العظمى الوحيدة التي تحتوي © مثلثًا 
ling}‏ ويكون € 2 هذه الحالة (7؛ لأننا منعنا وجود المثلثات الثنائية التى يكون Lite‏ كل منها زوجيين. لذلك 
يكون B‏ تفكيكا. 1 

بقي إثبات أن v € G‏ كله يظهر 2 بيانين من هذه البيانات الجزئية على الأكثر. افترض أن ۷ تنتمي إلى 
A,B,C € B‏ إن خاصية الانفصال الضلعي تعطي أن ل XYZ Ul an V‏ حيث ينتمي كل منهم إلى واحد فقط 
من Lay {A,B,C}‏ أن YG‏ يملق ual ibl Sad Mises les‏ أن X OY‏ وباستخدام خاصية الانفصال 
الضلعي: فإن المثلث Y VXy‏ يمكن أن ينتمي إلى عضو call. B2.‏ يجب أن كو fs‏ زوا . وعليه؛ ola‏ 2 يجب 
أن يمتلك بالضبط ضلعًا آخر للمثلث VAY‏ فلنقل ‏ € و POY‏ 2. ولكن الحجة نفسها تبين أن ZVX‏ هو مثلث 
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زوجيء وعليه أصبح لدينا مثلث SLB‏ بحيث يكون مثلثاه زوجيين. : 
إن النظرية 17.1.7 قريبة من خاصية تمييز البيانات الجزئية المحظورة. 

7. نظرية : )]1968[ (Beineke‏ يكون البيان البسيط G‏ بيانًا خطانيًا لبيان بسيط ما إذا وفقط إذا 
كآن Y G‏ يمك Gi‏ من calla‏ السعة Bly Leung, Jiu 2 dill‏ جرا a‏ 


A PEO? 
POOL? 


الإثبات: باستخدام النظرية 17.1.7( يكفي أن نبين أن قائمة البيانات الثمانية التي تختلف عن Kis‏ هي 
البيانات التي تخلو من المخالب الأصغرية الرأس» وتحتوي على مثلث ثنائي يكون مثلثاه فرديين. يملك كل بيان 
مثل هذا Lilo sus tta‏ أو رأسين إضافيين بحيث تجعل هذه الرؤوس المثلثات فردية بسبب امتلاك جار أو 
ثلاثة جيران 2 المثلثات. التفاصيل التي تبين أن هذه هي القائمة التامة مطلوبة موجودة 2 التمرين40. n‏ 

إن التمييزات 2 المثبتات 17.1.7 - 18.1.7 تعطي خوارزميات لفحص ما إذا كان Úle G‏ خطيًاء والتي 
تنفذ 4 زمن .2 صورة كثير حدود 2 (7)6. 2 Adal‏ يوجد مثل هذه الخوارزمية التي تنفذ 2 زمن خطي 
(Lehot [1974])‏ وتنتج بیان H‏ حيث G = L(H)‏ عندما يكون G‏ بيانًا la‏ ويكون هذا البیان H‏ وحيدًا إذا 
كان G‏ لا يملك BAS po‏ صورة مثلث ( التمرين 39( 


تمارين (Exercises)‏ 
7 (-) لكل بیان © من البيانات أدناه. احسب L(G) eola (G)‏ 


AN DX 


2.1.7 )-( أعط تلوينًا Las pre Labs‏ لإثبات أن ۸)09 = 00)'/ز. 

-Cn D Ko العدد اللوني الضلعي للبيان‎ sand od he: 

7 )7( احصل على متباينة د (©)'/زبدلالة e(G)‏ و a '(G)‏ 

5.1.7 )-( أثبت أن بيان بيترسون هو المتممة ل L(K5)‏ 

6.1.7. (-) حدد sue‏ المثلثات 2 البيان الخطي لبيان بيترسون. 

.L(H) = P, بحيث‎ H كان كذلك» فجد‎ 131. lias Úle P. ما 131 كان‎ saa )-( 7 
L(Kmn) > Ko Kno eia (-) 8.1.7 
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Ely Gosa 9.1.7‏ بسيطا: أثبت أن رؤوسًا تشكل عصبة ب2 L(G)‏ إذا وفقط إذا كانت الأضلاع المقابلة لها 
G 2‏ تملك نقطة طرفية واحدة مشتركة: أو أنها تشكل مثلثا. (تعليق: وعليه O(L(G)) = A(G)‏ إلا إذا كان 
A(G) = 2‏ وبعض المركبات ل 6 هي مثلث) . 
10.1.7 ليكن Gly G‏ بسيطا يخلو من الرؤوس المعزولة. أثبت أنه إذا كان L(G)‏ مترابطًا ومنتظمًاء فإما أن 
يكون G‏ منتظمًاء أو أن يكون Gly‏ ثنائي الفرع بحيث تكون درجات الرؤوس -2 كل مجموعة مجزأة متساوية. 
(Ray — Chaudhuri [1967])‏ 
7 . )3( لیکن G‏ بيانًا بسيطا: ite‏ 
(a‏ أثبت أن عدد الأضلاع 2 L(G)‏ هو ) 2 2 
(b‏ أثبت أن © يتشاكل مع DIL(G)‏ وفقط إذا كان © منتظم من الدرجة 2. 
117 يكن 6 Oly‏ مسيطا dian‏ استخدم “فرع gS qua aunt 1117 gape X. (a)‏ 
.e(L(G)) < e(G)‏ 
13.1.7 )+( أثبت أن المتممة للبيان عن اليسار 4 التمرين 1.1.7 هو البيان البسيط الوحيد G‏ بحيث 
L(G) = G «Albertson)‏ 
14.1.7 )1( لیکن G‏ بيانًا بسيطا مترابطا abs‏ من الدرجة k‏ أثبت أن L(G)‏ مترابط من الدرجة ik‏ 
ومترابط as‏ من الدرجة 2 - /2. (مساعدة: للقطع الضلعي الأصغر L(G) & [SS]‏ صف مآذا يقابل 
القطع G2‏ واحسب عدد أضلاعه بدلالة الرؤوس بذ ©) . 
Q) 45.1.7‏ استخدم نظرية توت للمعاملات من الدرجة 1؛ لتثبت أن لكل بيان خطي مترابط زوجي الدرجة 
مواءمة تامة. استنتج من هذا أن الأضلاع للبيان البسيط المترابط التي حجمها زوجي يمكن تجزئتها إلى مسارات 
طولها 2. (تعليق: يبين التمرين 22.3.3 أن كل بيان مترابط يخلو من المخالب يملك مواءمة تامةء إلا أن النتيجة 
الأقوى أكثر صعوبة من هذه) )]1973[ (Chartrand — Polimei — Stewart‏ . 
16.1.7 )#( لیکن G‏ بيانًا بسيطا. أثبت أن «y (LG) < y (G)‏ حيث Y (G)‏ يرمز إلى جنس G‏ (تعريف 
(D. Greenwell) .(20.3.6‏ 
17.1.7 احسب عدد التلوينات الضلعية الفعلية التي درجتها 6 للبيان أدناه. 





A G3) = ۸ (Kes) صريحًا لتثبت أن‎ aus Lag daci (1) 7 

ea (2) -19.1.7‏ أنه يوجد لكل بيان ثنائي الفرع بسيط G‏ بيان H‏ ثنائي الفرع بسيط منتظم من الدرجة 
A(G)‏ بحوي -G‏ 

20.1.7 )1( لیکن be D‏ موجهًا (العرى مسموح (Ve‏ بحيث (v) > d sd (v) > d‏ 4 نكل v € WD)‏ 
أثبت أنه يمكن تلوين E(D)‏ باستخدام gl d‏ على GAS‏ بحيث يكون للأضلاع الداخلة على كل رأس ألوان 
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مختلفةء وكذلك تكون ألوان الأضلاع الخارجة من كل رأس مختلفة. (مساعدة: حول البيان الموجه إلى شيء آخر 
مدرك بالحواس حيث يمكن تطبيق نتيجة معروفة) . 

7 إثبات خوارزمي للنظرية .1.7 .” ليكن Úle G‏ ثنائي الفرع مع درجة كبرى تساوي foto. k‏ ريا لديا 
as‏ من الدرجة ۸ لبيان جزئي H‏ من © . وليكن UV‏ ضلعًا لیس 2 H‏ باستخدام مسار يتناوب 2 لونين» focal‏ 
يمكن Je I‏ يوسّع إلى تلوين ضلعي فعلي من الدرجة ل H + uv‏ استنتج أن X KG) = A(G)‏ 
22.1.7 استخدم نظرية بروكس 2 بيان ملائم لتثبت أنه إذا كان Bly G‏ بسيطا له 3 ala A(G)=‏ قابل 
للتلوين الضلعي من الدرجة 4. (تعليق: النتيجة هي حالة خاصة من نظرية فايزنج؛ لا تستخدم نظرية فايزنج 
لإثبات هذا). 

23.1.7 )+( ليكن K(p.q)‏ بيانًا ثنائي الفرع Lab‏ من الدرجة P‏ له LL) q‏ -2 كل مجموعة مجزأة. ولترمز 
[17]©إلى عملية التركيب» بحيث يوسع كل رأس يذ G‏ إلى نسخة من H‏ لاحظ أن K(p,q) = K(p, d) [Kd]‏ 
عندما © يقسم 0: 

eu. PEK IM] تفكيكًا إلى نسخ من‎ fm] فإن ل‎ F تفكيك إلى نسخ من‎ G أثبت أنه إذا كان ل‎ (a 
هي متعدية.‎ Foye أن العلاقة 6“ يتفكك إلى نسخ مولدة‎ Gal 

(b‏ تتفكك العصب التي درجتها زوجية إلى معاملات من الدرجة 1. أما العصب التي درجتها فردية 
فتتفكك إلى حلقات مولدة. استخدم هاتين العبارتين وفرع (a)‏ لتثبت أن K(p,q)‏ يتفكك إلى 
معاملات من الدرجة 1 عندما يكون (Hartman [1997]) -É> pq‏ 

24.1.7 )1( لیکن G‏ و H‏ بيانين بسيطين غير تافهين. استخدم نظرية فايزنج لتثبت أن (A) = AOT)‏ 
يؤدي إلى أن AG a H) = ۸)6 ON‏ 
7. نظرية كوتزج للضرب الديكارتي للبيانات البسيطة: 
(a‏ استخدم نظرية فايزنج لتثبت أن (Go K2) = A(G ۵ Ka)‏ 
Gr Gigss (b‏ بيانين منفصلين ضلعيًا مع مجموعة رؤوس V‏ « وليكن Hoe Hi‏ بيانين منفصلين ضلعيًا 
مع مجموعة رؤوس .(GUG;) o (Hı U H;) = (Gia A2) U (G2 n Hy) ed. W‏ 
(C‏ استخدم ÑS‏ من فرع (a)‏ و (b)‏ لتثبت أن o H)-A(G 0 H)‏ 6)/إذا كان كل من © و H‏ يملك 
معاملات من الدرجة 1. (تعليق: بوصفها نتيجة» ضرب بيان بيترسون ‏ نفسه هو من الصنف الأول 
الذي لا يتبع من التمرين .24.1.7 chiag‏ ليس بالضرورة أن يكون أي معامل من الصنف الأول يوجد 
بيان G‏ لا يملك معاملا من الدرجة 1( . )]1979[ (J. George [1991] .Kotzig‏ 
26.1.7 )1( لیکن Úle G‏ منتظمًا له رأس قطع. esl‏ أن X(G) < AG)‏ 
7 . شروط الكثافة ل X (G) > A(G)‏ 

AG) > A (G) ols .e(G) > m. A(G) و‎ 7)0( = 2m + 1 أثبت أنه إذا كان‎ (a 

(b‏ أثبت أنه إذا حصلنا على G‏ من بيان منتظم من الدرجة / على 1 + 277 من الرؤوس بحذف أقل من 
k/2‏ من الأضلاع» AG) > ^ (G) ots‏ 

(c‏ أثبت أنه إذا lilaa‏ على G‏ بتقسيم جزئي لضلع بيان منتظم على 277 من الرؤوس درجة كل رأس 
منها على الأقل 2  K(G)> AG) ols‏ _ 

7 (*-) أثبت أن بيان بيترسون Y‏ يملك بيانا جزئيًا فوق الممتلى. 

7ه ليكن G‏ البيان المترابط المنتظم من الدرجة 1 - m‏ المتشكل من ,2/6 بحذف ضلع من كل AS po‏ وإضافة 
ضلعين بين المركبات ليعيد الانتظام. أثبت أن G‏ غير قابل للتحليل إلى العوامل من الدرجة 1 إذا كان 77 فرديًا وأكبر 
من 3. (تعليق: يبين هذا أن مخمنة التحليل إلى العوامل من الدرجة 1 (الملاحظة 12.1.7( هي مخمنة حادة. 
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30.1.7 (*!)مخمنة فوق الممتلن -> مخمنة التحليل إلى العوامل من الدرجة 1 (الملاحظة 12.1.7): 
(a‏ أثبت آنه -2 البيان المنتظم الذي درجته زوجيةء يكون البيان الجزئي المحدث فوق ممتليٌ إذا وفقط إذا 
كان البيان الجزئيٍ المحدث من بقية الرؤوس فوق ممتلئ. 
Élu G gst (b‏ بسيطا منتظمًا من الدرجة in ys K‏ 27 وملك Éa Lao‏ قوق cath ita‏ أن 
jk > 7‏ كان Ésa m‏ و1 - Ilk <m‏ كان 7# -É>‏ 
31.1.7 إذا أعطيت Dagh‏ ضلعيًا للبيان G‏ إجعل C(V)‏ يرمز إلى عدد الألوان المختلفة التي تظهر على 
الأضلاع الواقعة على -V‏ من بين التلوينات الضلعية جميعها التي درجتها ۸ للبيان G‏ يكون تلوينٌ ما هو الأمثل 
(optimal)‏ إذا كان يعظم :Yenoc(v)‏ 
(a‏ أثبت أنه إذا لم تكن أي مركبة د G‏ حلقة ays pb‏ فإن G‏ يملك تلويتا ضلعيًا من الدرجة 2 حيث يظهر 
كلا اللونين عند كل رأس درجته 2على الأقل. (مساعدة: استخدم الحلقات الأويلرية) . 
(b‏ ليكن / تلوينًا ضلعيًًا أمثل من الدرجة k‏ بحيث يظهر اللون © على الأقل مرتين عند الرأس 
Li u © V(G)‏ اللون b‏ فلا يظهر عند #. وليكن ٨1‏ هو البيان الجزئي من G‏ الذي يتكون من الأضلاع 
الملونة باللون © أو اللون ceu Be‏ أن المركبة ل H‏ التي تحوي U‏ هي حلقة فردية. 
ts G osa (c‏ ثنائي الفرع. استنتج من فرع (b)‏ أن © قابل للتلوين الضلعي من الدرجة A(G)‏ 
(تعليق: : تقود هذه الأفكار لإثبات نظرية فايزنج.) )]1973[ (Fournier‏ 
32.1.7 ليكن G‏ بيانًا ثنائي الفرع له درجة صغرى k‏ أثبت أن G‏ يملك تلوينًا ضلعيًا من الدرجة / بحيث يتحقق عند 
كل رأس أن كل لون يظهر [/(40] أو [4)7(/6] مرة. (مساعدة: استخدم تحويلا للبيان) )]1966[ (Gupta‏ 
3.7 . استخدم نظرية فايزنج لتثبت أن كل بيان بسيط ذي درجة كبرى A‏ يملك تلويتا ضلعيًا “Sole”‏ 
(equitable)‏ من الدرجة 1 + A‏ أي أنه يملك تلويتا ضلعيًا فعليًا بحيث يكون كل لون مستخدمًا 
|e(G) / (^ + 1)] sife(G) / (A+ 1]‏ مرة ]1971[ -McDiarmid [1972] .De Werra‏ 
34.1.7 استخدم نظرية بيترسون JS)‏ بيان منتظم من الدرجة 2۸ يملك معامل من الدرجة 2- النظرية 
9.3.3( لتثبت أن ]2 / [A(G)‏ 3 > (0)//عندما يكون © بيانا خاليًا من العرى. 
35.1.7 )7( الحدود على X (G)‏ ضع P = (yz € VG): y e Nx) N N(z))‏ أثبت أن الحد الأخير 
أدناه ([1977] (Goldberg [1977, 1984]. Andersen‏ يعطي الحدود السابقة. 
X(G) < |3 ^(Gy2]. (Shannon [1949])‏ 
X(G) <AG) + KG). (Vizing [1964, 1965], Gupta [1966])‏ 
x(G) x max {A(G). max» | d) + dy) + d(2))])- (Ore [1967a])‏ 


X(G) <max {A(G). max» | _L(d(x) + u(xy)* uz) + de}. 
هو البيان البسيط المنتظم من الدرجة )4 - 27( الوحيد الذي رتبته‎ L(Kn) أثبت أن‎ in 2 8 ل‎ )+( .. 1 
بحيث تملك الرؤوس غير المتجاورة أربعة جيران مشتركة. 4 حين تمتلك الرؤوس المتجاورة 2 - 7 جارًا‎ (3 2) 

. بيانات استثنائية تحقق الشروط)‎ BI (تعليق: عندما 8 = 7 فإن‎ aos 

(Hoffman [1960]. Chang [1959]) 

37.1.7 )+( ل Tt m‏ بحيث لا يكون كلاهما يساوي 4 أثبت أن L(Kinn)‏ هو البيان البسيط المنتظم من الدرجة 
(M+ m - 2)‏ الوحيد الذي رتبته MIN‏ بحيث تملك الرؤوس غير المتجاورة فيه جارين مشتركين؛ و (I)‏ ذوجًا من 
الرؤوس المتجاورة تملك )2 - (m‏ جارًا مشتركًا »و ( 7)3 زوجًا من الرؤوس المتجاورة تملك )2 - 7) جارًا مشترکا. 
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(تعليق: عندما 4 m=‏ = يوجد بيان استثنائي واحد. 

(Shrikande [1959]. Moon [1963]. Hoffman [1964]) 

38.1.7 (*) ليكن ily G‏ بسيطًا مترابطا LO‏ من المخالب. ويملك H ULE Lie‏ بحيث يكون كل مثلث من 
aita‏ زوا . أثبت أن G‏ هو أحد البيانات الثلاثة المرسومة olol‏ واستنتج أن G‏ بيان خطي. 

(تعليق: يكمل هذا الإثبات لنظرية 17.1.7( 


>? A 


39.1.7 )*( تفكيك كروسز (Krausz decomposition)‏ للبيان البسيط H‏ هو تجزئة E(H)‏ إلى (uas‏ 
بحيث يظهر كل رأس ل ٨1‏ على الأكثر .-2 عصبتين من هذه العصب: 
(a‏ أثبت أأن للبيان البسنبيظ المترابط H‏ تفكيكين من تفكيك كراسوز د H‏ بحيث تكون بينهما عصبة 
مشتركة يكونان متطابقين: 
(b‏ جد تفكيكات كروسز مختلفة للبيانات الموجودة 2 التمرين 38.1.7. 
ash (c‏ أنه لا يوجد Gly‏ بسيط مترابط غير Ks‏ بحيث يملك تفكيكين مختلفين من تفكيكات كروسز 
(استخدم التمرين 38.1.7 والإثبات 2 النظرية 17.1.7). 
(d‏ استنتج أن Kus‏ و Ks‏ هو الزوج الوحيد من البيانات البسيطة المترابطة غير المتشاكلة التي تكون 
بياناتهما الخطية متشاكلة. (Whitney [1932a])‏ 
7 (*) أكمل الإثبات للنظرية 7 .1 بإثبات أن البيان البسيط الذي ليس فيه مخالب يملك ita‏ 
sls‏ بحيث يكون كل من مثلثيه فرديًا إذا وفقط إذا كان يحوي بيانًا Bae’ Us ya‏ من بين البياتات ale!‏ 
الأخرى التي تضمنها نص النظرنة: 
2.7 حلقات الهاملتونية (Hamitonian Cycles)‏ 
درست الحلقات الهاملتونية أولا من Ji‏ كيركمان ]1856[ (Kirkman)‏ والتي سمّيت باسم السيد وليام 
هاملتونّ (Sir William Hamilton)‏ الذي وصف لعبة على البيان ذي الاثني عشر erg‏ حيث يعين فيها أحد 
اللاعبين مسارًا على 5 رؤوس: أما اللاعب الآخر فيجب أن يوسعه إلى حلقة مولدة. BSA‏ اللعبة باسم ”المسافر 
ذي الاثني عشر  ( Traveller's Dodecahedron) "Us.‏ حيث ضعت نسخة خشبية؛ وسمّيت فيها الرؤوس 





7.. تعريف: البيان الهاملتوني (Hamilton graph)‏ بيان له حلقة مولدة تسمّى حلقة هاملتونية 
(Hamiltonian Cycles)‏ . 
حتى سبعينيات القرن العشرين؛ كان الاهتمام بالحلقات الهاملتونية مركزًا حول علاقتها بمسألة الألوان 
الأربعة (الجزء 3.7). Lal‏ الدراسة اللاحقةء فقد 2545 بالتطبيقات العملية ومسألة التعقيد (الملحق 8). 
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لا يعرف تمييز سهل قابل للاختبار للبيانات الهاملتونية. وسوف ندرس الشروط الضرورية والشروط 
Aalst‏ لاحظ Si‏ العرى والأضلاع المتكررة لا علاقة لها بالموضوع. إذ ÓL‏ البيان يكون هاملتونيًا إذا وفقط إذا 
كان البيان البسيط الذي نحصل عليه بالاحتفاظ بنسخة واحدة لكل ضلع ليس عروة يكون هاملتونيًا. وعليه. ففي 
هذا الجزء حصرنا اهتمامنا بالبيانات البسيطة؛ وهذا مناسب عند مناقشة شروط تتضمن درجات الرؤوس. 

لمزيد من المعلومات حول الحلقات الهاملتونية؛ انظر (Chy’atal) [1985a]‏ * 
الشروط الضرورية (Necessary Conditions)‏ 

كل بيان هاملتوني يكون مترابطا من الدرجة 2؛ لأن حذف رأس يخلف بيانا sja‏ يمتلك مسارًا مولدًا. 
والبيانات الثنائية الفرع تقترح طريقة لتقوية هذا الشرط الضروري. 
7.. مثال: البيانات الثنائية الفرع. Pas‏ الحلقة المولدة ‏ بيان ALS‏ الفرع على المجموعتين المجزأتين 
تبادليًاء لذاء لا توجد مثل هذه الحلقة إلا إذا كانت المجموعات المجزأة لها الحجم نفسه. ولهذا السبب؛ Km noha‏ 
يكون هاملتونيا فقط إذا كان 77 = JH‏ تبادلياء نستطيع مناقشة أن الحلقة ترجع إلى رؤوس مختلفة 2 مجموعة 


مجزأة ما بعد كل مرور بالمجموعة المجزأة الأخرى. z‏ 
7.. قضية + إذا امتلك G‏ حلقة هاملتونيةء فإن لكل مجموعة غير S € V adl‏ فإن البيان G - S‏ يملك 
[S]‏ مركبة على الأكثر. 


الإثبات: عندما نترك G - SIAS pa‏ فإن الحلقة الهاملتونية يجب أن تذهب إلى oS‏ والحلقات التي تصل إلى 
S‏ يجب أن تستخدم رؤوسًا مختلفة ,2 S‏ لذاء يجب أن تملك S‏ من الرؤوس مثلما تملك G - S‏ من المركبات على 
الأقل. . 


7. تعريف: لیکن CHM)‏ يرمز إلى عدد المركبات 2 البيان H‏ 

وهكذاء فإن الشرط الضروري هو c(G-S) > |S]‏ لكل V‏ © 5 ۶ ©. هذا الشرط يضمن أن G‏ مترابط من 
الدرجة 2 (إِنَّ حذف رأس واحد يترك مركبة واحدة على الأكثر)؛ ولكنه لا يضمن حلقة هاملتونية. 
5.2.7 مثال : البيان عن اليسار أدناه هو ثنائي الفرع مع مجموعات مجزأة لها أحجام متساوية. على أي Jla‏ 
هذا لا يحقق الشرط الضروري 2 القضية .3.2.7 لذلك» فهو ليس بيانا هاملتونيًا. 
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إن البيان الموجود عن اليمين يبين أن الشرط الضروري غير كاف» حيث إن هذا البيان يحقق الشرط ولكنه 
Y‏ يملك حلقة مولدة. الأضلاع التي تقع على رؤوس درجتها 2 جميعها يجب أن تستخدم. ولكن يتطلب هذا البيان 
ثلاثة أضلاع تقع على الرأس المركزي. 

بيان بيترسون هو بيان غير هاملتوني آخر يحقق الشرط. وقد أثبتنا 2 المثال 9.1.7 أن 2005 هو المعامل 
الوحيد من الدرجة 2 لبيان بيترسون. لذاء فإنه لا يملك حلقة مولدة. 
7 ملاحظة : إن تقوية شرط ضروري يمكن أن يعطي شرطا كافيًا. Lays‏ إذا اشترطنا أن 
2c(G-S)‏ < |5| لكل مجموعة قطع S‏ فإننا نضمن وجود حلقة مولدة Sar.‏ البراق G‏ يدانا Ue‏ عو ta oll‏ 
(t-Tough)‏ إذا كان (5 - - |S] > te(G‏ لكل مجموعة قطع SC V‏ والمتانة (toughness)‏ ل G‏ هي الكبرى 
casey‏ يكون Lista G‏ من lad [às adi‏ سيل SLE‏ تساوي المتانة 2 بيان بيترسون 4/3 (التمرين 23). 

من القضية 3.2.7 نجد أن الحلقات المولدة تتطلب متانة مقدارها tel‏ الأقل. لقد ضمن كفتال (Chvátal)‏ 
4 العام à [e1973]‏ المتانة التي تكون كبيرة بما فيه الكفاية تكون شرطًا كافيًا. لا توجد قيمة للمتانة أكبر من 1 
ضرورية؛ بسبب Cn‏ نفسها فقط متينة من الدرجة 1. ولبضع سنوات» كان يعتقد أن المتانة من الدرجة 2 يمكن أن 
تكون كافية. لاحظ أن إنوموتو — جاكسون — كاترينز — Enomoto - Jachson — Katerinis) [1985] polu‏ 
Saito‏ —( ركبوا بيانات غير هاملتونية متانتها من الدرجة 6 - 2 لكل 0 > € وأخيرّاء لاحظ أن باور وبرورسما 
وفيلدمان ]2000[ (Bauer -Broersma — Veldman)‏ ركبوا بيانات غير هاملتونية درجة متانتها تقترب من 
9.9/4 تنص مخمنة كفتال التي Y‏ تزال غير مثبتة على أن بعض قيم المتانة تكفي كشرط كفاي. a‏ 


(Sufficient Conditions) شروط الكفاية‎ 

إن Se‏ الأضلاع التي نحتاج إليها لنجبر بيانا على #رأسًا ليكون هاملتونيًا كبيرٌ جدًا. (التمارين 26 -27). 
وتحت الشروط التي تنثر الأضلاع بعيدًا. نستطيع تقليص عدد الأضلاع ‏ حين أن الحلقات الهاملتونية ما تزال 
مضمونة وأبسط هذه الشروط هو حد أدنى على الدرجات الصغرى؛ لاحظ أن الشرط (G) 2 n(G)/2‏ يكفي. 
Vol das ui‏ أنهالااتوجد أسفر من Aa jul‏ الصغرى تكو كافية: 
7. مثال: للبيان الذي يتكؤن من العصب التي رتبتها |172 + | s‏ ]172 + #)] وتتشارك برأس 
ذي درجة صغرى تساوي [1(/2 - 7)| ولكنه ليس هاملتونيًا (حتى أنه ليس مترابطا من الدرجة 2). وللرتبة 
الفرديةء هناك بيان آخر غير هاملتوني له هذه الدرجة الصغرى وهو العصبة الثنائية مع المجموعات المجزئة 
التي أحجامها 1)2 - (n + 1)2 (n‏ 

يجبر إثبات أن (G) < (G2.‏ 8 وجود حلقة مولدة؛ وهذا (n - 12] Bi cie‏ هي القيمة الأكبر 
للدرجة الصغرى من بين البيانات غير الهاملتونية على 77 من الرؤوس. . 


CO BRA 


8.2.7 نظرية + (Dirac [1952b])‏ إذا کان 6 Úle‏ بسيطًا على ثلاثة رؤوس على الأقل وكانت 8G) xn(G)2‏ 
Gols‏ بيانهاملتوني. 

الاثبات: على الرغم من أن الشرط 3 < NCG)‏ مزعج. إلا أنه يجب أن يكون موجودًا؛ Ka OY‏ غير هاملتوني: 

ولكنه يحقق أن (K2) = n(K3)2‏ 8 
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يستخدم إثبات التناقض ومبدأ القيم القصوى. إذا وجِدَ بيان غير هاملتوني يحقق الفرضيات» فإن إضافة 
الأضلاع لا يمكن أن تقلل الدرجة الصغرى. وهكذا يمكن أن نحصر اهتمامنا على البيانات غير الهاملتونية 
العظمى التي درجتها الصغرى تساوي على الأقل 2 / M‏ حيث يعني وصف ”عظمى“ إن إضافة أي ضلع يربط 
رؤوسًا غير متجاورة ينشيئ حلقة مولدة. 

عندما يكون G2 UP V‏ فإن شرط العظمى ل © يؤدي إلى أن G‏ يملك مسارًا مولدًا VI... Vn‏ من 
U = Vi‏ إلى ,لا > OY V‏ كل حلقة مولدة G + UVB‏ تحوي الضلع الجديد UV‏ لإثبات النظرية؛ يكفي إجراء 
تغيير بسيط 4 هذه الحلقة لتجنب استخدام الضلع UV‏ وهذا سوف يبني حلقة مولدة GB‏ 

إذا as‏ جار ل U‏ يتبع مباشرة جارًا د ۷ على ball‏ مثل Vi gU Vier‏ فإن 

(u. Viti, Via, Y Y, Via, ...,V2)‏ حلقة مولدة. 


ae ee 


4 Vj Vi+1 y 


Ona pall مكدر كا .2 الجدوعدين 8و7‎ Sls ulli نوف ني أن‎ (333a أن مكل هذه الحلعة‎ AA ilg 
وجمع الأحجام لهذه المجموعات يعطي‎ T= (iv e vi} و‎ S- (Eu o via ب‎ 
|S UT] + |SO T = |S| + |T| = d(u) + dv) < 
ولهذا السببء فإن‎ «|S لا‎ T] > n لا يحتويان على الدليل #. لذاء فإن‎ T و‎ S لاحظ أن كلا من المجموعتين‎ 
تناقضًا بإيجاد حلقة مولدة 2 6. لذاء فإنه لا يوجد بيان غير هاملتوني‎ Links وعليه نكون قد‎ . Is TIZ 
E يجدق:الفرضيات:‎ (eaa) 
Au) + A(v) Zn فقط لإثبات أن‎ 6 (G) < n(GY2 أن هذه الحجة تستخدم‎ (Ore) 2) لقد لاحظ‎ 
فقط عندما‎ d(u) + d(v) < 71 المطلوب للدرجة الصغرى 71/2 ليصبح المطلوب هو‎ cala لذلك» ؛ نستطيع أن‎ 
بيانًا غير هاملتوني أعظم» وقد احتجنا إلى أن يكون‎ G وأيضًا فإننا لسنا بحاجة إلى أن يكون‎ U  v يكون‎ 
. MU هاملتونيًا . وبذلك زودتنا بمسار مولد من‎ G + uv 
بحيث إن‎ G 2. بيانًا بسيطا. إذا كان/ و رأسين غير متجاورين‎ G لیکن‎ (Ore ]1960[( : تمهيدية‎ 9.2.7 
هاملتونيًا.‎ G + UV يكون هاملتونيًا إذا وفقط إذا كان‎ Gols du) + d(v) 2 n(G) 
n .8.2.7. الإثبات: أحد الاتجاهين واضح» وإثبات الاتجاه الآخر مشابه لإثبات النظرية‎ 
قد عبرا عن جوهر حجة (أور) بصورة أكثر‎ (Bondy - Chva'tal) [1976] لاحظ أن بوندي وكفتال‎ 
ولبيانات جزئية أخرى. وهنا سوف نناقش التطبيق‎ I عمومية بحيث يعطي شروطا كافية للحلقات التي طولها‎ 
هاملتونيًا من‎ G للحلقات المولدة فقط . باستخدام | التمهيدية 7 .2 لإضافة أضلاع: نستطيع فحص ما إذا كان‎ 
isla إذا كان البيان الأكبر‎ Le خلال اختبار‎ 


7. تعريف: الإغلاق (الهاملتوني) (Closure)‏ للبيان G‏ ويرمز إليه بالرمز (©)): ويعرف على أنه 
البيان الذي مجموعة رؤوسه هي V(G)‏ والذي نحصل عليه من G‏ بإضافة الأضلاع التي تربط أزواج MERE‏ 
غير المتجاورة التي يكون مجموع درجاتها على الأقل 7 واحدًا تلو الآخر؛ حتى لا يبقى مثل هذه الأزواج. 


Q- R- 0m ER 
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إن البيان الموجود 2 الأعلى يبدأ برؤوس درجتها 2 لكن إغلاقه هو Ko‏ وتمهيدية (أور) تعطي النظرية الآتية: 
7 . نظرية : ([1976] (Bondy - Chvátal‏ يكون البيان البسيط على 7 من الرؤوس هاملتونيًا إذا 

وفقط إذا كان إغلاقه هاملتونيًا. 2 

لحسن الحظ أن الإغلاق لا يعتمد على الترتيب 2 إضافة الأضلاع المتوافرة. 
7. تمهيدية : الإغلاق GI‏ حسن التعريف. 
GLA‏ 0521 :6 ,.. ,© وو/.... cial Una fi,‏ من الأضلاع المضافة ‏ تشكيل C(G)‏ حيث تعطي الأولى Gi‏ 2 
حين تعطي الثانية G2‏ إذا وُجد 2 Vat clad cal coe‏ غير متجاورين مجموع درجتيهما MG)‏ على 
الأقلء فيجب إضافة :الضلع uv‏ :قبل أن Abl (exa‏ 

fi Ol Le (asas‏ قابل للإضافة G d eus‏ فإنه يجب أن ينتمي إلى Gi‏ وبالمثلء إذا كانت 
EG)‏ ع ديل fiolo Si.‏ تصبح قابلة للإضافة ل ales Gi‏ فانها تنتمى إلى 6. لذاء فإن كلا من المتتاليتين 
لا تحتوي على الضلع الأول المحذوف من المتتالية الأخرى: لذا .G2 € Gi 9Gi € G; Ud eal‏ . 

أصبح لدينا الآن شرط ضروري وكاف لاختبار الحلقات الهاملتونية :4 البيانات البسيطة. إلا أن ذلك 
Y‏ ساعد كيرا a‏ يطلب Lis‏ اختباز بيان آخر Lad‏ !13 كان هاملتونيً! ومع ذلك فإنها تزودنا بطريقة 
لإثبات الشروط الكافية. لاحظ أن الشرط الذي يكبن C(G).‏ کون هاعلتونيًا فاه Leal‏ تجبر 3525 Aib.‏ 
هاملتونية -2 6. 

وعلى سبيل obe SLM‏ الشرط يمكن إعطاء أن C(G) = Kn‏ ولقد استخدم كفتال هذه الطريقة ليشت 
أفضل شرط على متتالية الدرجات للحلقات الهاملتونية. حيث يمكن أن تكون بعض درجات الرؤوس صغيرة إذا 
كانت درجات رؤوس أخرى كبيرة بما فيه الكفاية. 
7 . نظرية : ([1972] (Chvátal‏ لیکن © Úle‏ بسيطًا مع درجات الرؤوس dh >...> ds‏ حيث 

3< +. إذا كان 7/2 > 7 يعطي أن di < i‏ أو - n‏ < بر شرط كفتال «(Chvátal's condition)‏ 

G gla‏ يكون هاملتونيًا. 
الإثبات: إن إضافة أضلاع لتشكيل الإغلاق لا يقلل أي مدخلة من مدخلات متتالية الدرجات. وكذلك» يكون © 
هاملتونيًا إذا وفقط إذا كان C(G)‏ هاملتونيًاء لذلك يكفي الأخذ 2 الحسبان الحالة حيث © = C(G)‏ والذي 
نُصفه بقولنا أن G‏ مغلق. 2 هذه LA‏ نثبت أن شرط كفتال يؤدي إلى أن ,)ل = -G‏ 

وسنثبت الآن GAN‏ العكسي: إذا کان taa les G‏ على من الرؤوس وليس نانا تاماء Lila‏ سنجد قيمة 
د Jal‏ من 7/2 Y‏ تخالف شرط كفتال. إن المخالفة تعني أنه على الأقل È‏ من الرؤوس درجتها على الأكثر آ وعلى 
الأقل 7 - 7 من الرؤوس درجتها أقل من 7 - 77. 

بافتراض أن G‏ فإننا نختار من بين أزواج الرؤوس غير المتجاورة زوجًا V‏ 11 بحيث يكون مجموع درجات 
هذا الزوج قيمة كبرى. ولأن 6 Glee‏ فإن uev‏ يعطي du) + d(v) > nol‏ نختار الأوسمة على UV‏ بحيث إن 
d(u) + d(v) > nol Ly .d(u) <d(v)‏ لذلك نكون قد حصلنا على أن 71/2 > du)‏ ضع d(u)‏ = 1. 

نحتاج إلى إيجاد 7 Lil)‏ درجاتها # على الأكثر. ولأننا اخترنا Lg)‏ غير متجاور له مجموع 
درجات كبرى؛ فإن درجة كل رأس 2 V - (v)‏ غير متجاور مع V‏ تساوي du)‏ على الأكثر » وهذا يساوي آ. 
ويوجد Lon - 1 - dV)‏ مماثلاء و 1 - adu) + d(v) n‏ أن n-1-d(v)2i‏ 
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وكذلك نحتاج إلى 7 - Lion‏ درجاتها أقل من 7 - -A‏ إن درجة كل رأس 2 V - {U}‏ يجاور U‏ تساوي 
d(v)‏ على sS‏ ويكون لدينا Boy .4)«( > n - d(u) =n - i‏ أنه يوجد d(u)‏ - 1 — 77 رأسًا مماثلا . وبما أن 
du) > dv)‏ فإننا نستطيع أيضا إضافة U‏ نفسها إلى مجموعة الرؤوس التي درجتها (V)‏ على الأكثر. وهكذا 
نحصل على Ll) - i‏ درجتها Sal‏ من N~ i‏ 

لقد أثبتنا أن n i 9d, Si‏ :- ,4 ل أ المختارة بصورة خاصةء وهذا يناقض الفرق. n‏ 


CL Neo D> 


«ge 14.2.7‏ بياتات غير هاملتوئية لها درجات رؤوس “Sys”‏ إن النظرية 13.2.7 jac‏ متتائيات 
الدرجات للبيانات البسيطة التي تجبر وجود الحلقات الهاملتونية. إذا فشلت متتالية الدرجة 2 تحقيق شرط 
كفتال عند ui‏ فإن أكثر ما نستطيع dled‏ هو جعل الحدود 2 dh, ..., d,‏ على الشكل: 


5-23 aq =i 
i+ls<j<n-is4 d= 7-1-1 
j> رك ل7-1‎ - 77-1 


ليكن ly G‏ بسيطا بحقق متتالية الدرجة هذه (إذا وجدّت). تكون الرؤوس التي عددها أ ودرجتها 1 n-‏ 
متجاورة مع الرؤوس الأخرى جميعها (العصبة المركزية 4 الشكل). إن هذا يعطي i‏ جارًا إلى ال ة Ulo‏ التي 
درجة كل منها i‏ لذلك فهي تشكل مجموعة مستقلة وليس لها أي جار إضا. مع درجة I‏ 1 فإن WS‏ من 
Aaa! LEM 72 - 27 1‏ يجب أن يكون Tola‏ للرؤوس جميعهنا ما عدا نفسه والجموعة UB eld Aaa‏ هذه 
الرؤوس تشكل عصبة. والبيان الوحيد الذي يحقق هذا هو :£ (Kit Koo) V‏ كما هو مبين أدناه. 

إن هذا البيان ليس هاملتونيًا؛ لأن حذف 7 من الرؤوس التي درجتها 1 - 7 يخلف Gly‏ جزئيًا له 1 + 1 
مركبة. إذا كان البيان البسيط H‏ ليس هاملتونيًاء ودرجات رؤوسه d'n‏ > ...ك di‏ فإن نتيجة كفتال تؤدي إلى 
d sags al‏ بحي pions‏ الباق (Kit Kooi) V Ki‏ الذي درجات رؤوسه NAS ... d,‏ 4 < ;4 لكل 1. " 


15.2.7 تعريف: يعرف المسار الهاملتوني (Hamiltonian path)‏ على أنه مسار مولد. 

كل بيان يملك حلقة مولدة يملك مسارًا مولداء ولكن Py‏ يبين أن العكس غير صحيح. نستطيع عمل 
تعليلات مشابهة للتعليلات 2 الأعلى لإثبات شروط كافية للمسارات الهاملتونية. ولكن من الأسهل أن 
نستخدم عملنا السابق ونثبت النظرية الجديدة باستدعاء نظرية حول الحلقات. ولعمل ذلك نستخدم تحويلا 
قياسيًا (معياريًا). 


7. ملا حظة : يملك البيان G‏ مسارًا مولدًا إذا وفقط إذا كان البيان G V Ki‏ يملك حلقة مولدة. 
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تطبق الملاحظة 16.2.7 2 العديد من التمارين. ونستخدمها هنا لاشتقاق شرط للمسارات المولدة يماثل 

شرط كفتال للحلقات المولدة. 
17.2.7 نظرية + لیکن G‏ بيآنا بسيطا ذرجات d, dinghy‏ >... > 4. إذا كان 2 /(1 + dui € (n‏ 
(d «1. Z n-i dd >i‏ فإن G‏ يملك مسارًا à Maga‏ 
الاثبات: ليكن G ۷ Ki‏ = '6. وليكن 1 + ۸ = ١‏ ولتكن d'n‏ ,... ,هي متتالية الدرجات ل '6. بما أن 
أي حلقة مولدة 2 G V Ki‏ تصبح مسارًا مولدًا 2 G‏ عندما يحذف الرأس LY‏ لذا يكفي أن نثبت أن G'‏ 
تحقق شرط كفتال الكائ للحلقات الهاملتونية. 

بما أن الرأس الجديد يكون مجاورًا للرؤوس جميعها -2 V(G)‏ فإنه يصبح لدينا 70 = ,"4و 1 d'; = A+‏ 
لكل n'‏ > ٍ لكل 1(/2 + i > ۸/2 = (n‏ فإن الفرضية على © تعطى أن < 1 + 7 < 1 + إل - ,4 أو 
7 - "م = 1 + 7 - < 1 + dni da;‏ وهذا هو شرط JUS‏ الكلي تحديدًا. لذاء G^ old‏ يملك حلقة 
مولدة؛ وحذف الرأس BLY‏ يخلف مسارًا مولدًا ‏ 6. . 
7 ملاحظة : يمكن تخفيف متطلبات الدرجة تحت شروط مثل الانتظام أو المتانة القصوى. كل 
بيان بسيط منتظم © درجات رؤوسه على الأقل 7)6(/3 هو هاملتوني )]1980[ «(Jackson‏ لاحظ أن بيان 
بيترسون فقط يمنع تقليل الحد عن )1)/3 - (Zhu-Liu- Yu [1985] n(G)‏ وهو مبسّط بصورة جزئية 3 
(Bondy - Kouider) [1988]‏ انظر التمرين 13 أيضًاء 

من الممكن تقليل شرط الدرجة أكثر عندما يكون الترابط عاليًا. فعلى سبيل QUAM‏ لقد خمّن توت [1971] 
أن كل بيان ثنائي الفرع منتظم من الدرجة 3 ومترابط من الدرجة 3 يكون هاملتونيًا. ووجد هورتون ]1982[ 
مثالا مناقضًا له 96 رأسّاء ‏ حين أن أصغر مثال مناقض معروف يملك 50 (Georges [1989]) LL;‏ ولكن 
شروطا أقوى لهذا النوع ربما تكون كافية. = 

يستخدم Ub us‏ الكاك الأخير للحلقات الهاملتونية الترابط والاستقلال وليس الدرجات. والإثبات يعطي 
خوارزمية حسنة تبني حلقة هاملتونية؛ أو تبين عدم صحة الفرضية. 


7. نظرية : )]1972[ (Chvátal - Erdós‏ إذا كان G ota x(G) < a(G)‏ يملك حلقة هاملتونية 

(إلا إذا كان كل = (G‏ 
الاثبات؛ مع G + Ka‏ فإن الشروط تتطلب أن يكون 1 < KG)‏ افترض أن OSS .K(G) < a(G)‏ 
k = K(G)‏ ولتكن C‏ أطول حلقة -2 6. بما أن (C) < (C)‏ وكل بيان G‏ بحيث يملك 2 > (G)‏ حلقة طولها 
على الأقل 1 + 6(G)‏ (القضية 28.2.1( C ole‏ تملك 1 + ۸ LÀ‏ على الأقل. 

لتكن H‏ مركبة د -G - V(C)‏ إن الحلقة C‏ تملك / Ll‏ على الأقل مع أضلاع تصلها ب H‏ وبخلاف ذلك» 
فإن حذف رؤوس C‏ مع الأضلاع التي تصلها ب H‏ يناقض أن k‏ = (0). لتكن Uk‏ ,111 هي ال / CEU‏ 
التي تتصل بأضلاع مع أضلاع 2 H‏ بترتيب مع اتجاه عقارب الساعة. 

لكل 1,...,۸ = ليكن :© هو الرأس الذي يتبع Ui‏ مباشرة على '). إذا كان GI‏ رأسين من هذه الرؤوس 
متجاورين» لنقل زه جه Ai‏ فإننا Gà‏ حلقة أطول باستخد ام Ady‏ والأجزاء CR‏ من Ai‏ إلى Uy‏ ومن Aj‏ إلى Us‏ 
والمسار من Ui‏ إلى Uj‏ من خلال H‏ ( انظر التوضيح) . 

131 كان :© يملك جارًا 2 فإننا نستطيع أن نتحول إلى H‏ بين :11و :© على -C‏ لذلك؛ نستنتج أيضًا أنه 
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لايوجد جار لبه 2 لذا فإن {a, ... A}‏ بالإضافة إلى رأس -2 H‏ تشكل مجموعة مستقلة حجمها kti‏ 
وهذا التناقص يؤدي إلى أن n FERR P TA C‏ 
ui‏ 


ai 


uj 
aj 

7 *ملاحظة : معظم شروط الكفاية للحلقات الهاملتونية تعمم لشروط الحلقات الطويلة. المحيط 
(circumference)‏ لبيان هو طول أطول حلقة فيه. إن شكلا أضعف لشرط كاف للحلقات المولدة ربما يجبر 
dale 292‏ :طلويلة: cast aal‏ ديراك dass Jol [1952b]‏ مشتابهة» alla,‏ البيان dyal‏ من الدرجة 2 وله 
درجة صغرى ۸ محيطًا يساوي minga, 2k}‏ على الأقل. إن القضية 28.2.1 تضمن فقط حلقة طولها 1 + k‏ 
على الأقل. فضلا عن Gi‏ معظم نتائج الحلقات الطويلة هي أكثر صعوبة من الشروط الكافية المقابلة للحلقات 
الهاملتونية (انظر التمهيدية 36.4.8 والنظرية 37.4.8( 7 


الحلقات في البيانات الموجهة (اختياري) (Cycles in Directed Graphs(Optional))‏ 
تشبه نظرية الحلقات 2 البيانات الموجقة نظريةٌ الحلقات 2 البياتات. للبيان الموجه oS G‏ 
(6G) = mind (v)‏ 8 و *(G) = min d (v)‏ 6 إن البراهين 4 الفصل الأولى التي تستخدم المسارات 
العظمى تضمن مسارات طولها lits s. k‏ طولها 1 + k‏ حيث .k = max (8 (G),8 ^ (G)}‏ 
إن كل بيان تام هو هاملتوني» إلا أن توجيهات البيانات التامة هي أكثر تعقيدًا. والشرط الضروري لخاصية 
الترابط من الدرجة 2 يصبح ضروريًا لخاصية الترابط القوية للحلقات المولدة 2 البيانات الموجهة. Lal‏ للدوري 
(دوري «(LEM‏ فإن هذا الشرط الضروري هو أيضًا شرط كاف (التمرين 45). 
Ld‏ للبيانات الموجهة ia Las YI‏ فسنثبت نظرية مشابهة لنظرية ديراك (النظرية 8.2.7). 2 aga‏ 
هذه النظرية سوف تعطي نظرية ديراك بوصفها ala‏ خاصة ( التمرين 49). وقد ald‏ مينيل (Meyniel)‏ 
]1973[ بتقوية النظرية بصورة جوهرية بتخفيف الفرضيات (النظرية 42.4.8( 
7 . تقعريف: يكون البيان الموجّه صارمًا (Strict)‏ إذا كان لا يملك عرى» وله نسخة واحدة على الأكثر 
من كل زوج مرتب بوصفها ضلعًا. 
7. نظرية : )]1960[ (Ghouila - Houri‏ إذا كان Ly D‏ موجّهًا صارمًا وكان: 
D gla min (8^ )2(,8 (D)} < n(Dy2‏ يكون هاملتونيًا. 
الإثبات: سنستخدم التناقض ومبدأ التطرفية مرة أخرى. .4 المثال المناقض D‏ على 7# من الرؤوسء لتكن C‏ 
أطول حلقة وطولها /. كما لاحظنا فإن 7/2 < } 87, max(8‏ 17 لیکن P‏ أطول مسار 2 D - V(C)‏ يبدأ 
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عند U‏ وينتهي عند W‏ وطوله 0 < 77. n2.‏ < / و 1 + m‏ 1< 7 يؤديان إلى أن كك > . 

لتكن S‏ هي مجموعة الرؤوس  C‏ التي تسبق t o yt‏ ولتكن T‏ هي مجموعة الرؤوس 2 ') التي تلي W‏ 
باستخدام الأعظمية للمسار ol P‏ كل سابق ل u‏ وکل تال ل eas VC) U V (P) 2 gx W‏ فإن كلّا من 
حجم T 4S‏ يساوي على الأقل min{S ,6 ( - m‏ وهنا على الأقل M) X)‏ - 1/2 ولهذا فهو موجب. وعليه. 
T 4S ots‏ غير خاليتين. 

تضمن الأعظمية ل C‏ أن المسافة على طول C‏ من الرأس uta! © S‏ الرأس'7 € ۷ يجب أن تزيد على 
1 + . وبخلاف ذلك“ فإن التحرك على طول P‏ بدلا من C‏ من 1 إلى W’‏ يعطي حلقة أطول. لذاء من الممكن 
افتراض ol‏ كل رأس SR‏ متبع على C‏ بأكثر من 7# رأسًا ليس 72 . 


u 


w 


إذا كانت المسافة بين رأسين متتاليين  S‏ على طول C‏ هي دائمًا 1 + m‏ على الأكثرء فلا يوجد مكان 
مسموح لنضع فيه رأسًا من T‏ وبما أن S‏ و T‏ غير خاليتين؛ لذا يمكننا افتراض وجود رأس ا S‏ متبع على C‏ 
برؤوس ليست 2 S‏ وعددها 1 + 77 على الأقل. وهذه ممنوعة LaS g Toys‏ هي الحال مع الرأس التالي مباشرة 
على C‏ للرؤوس الأخرى جميعها SL‏ لذلك» يوجد m + 1 < n/2‏ + 1 - |8| رأسًا على الأقل -2 C‏ ليست 2 
T‏ ومع الرؤوس التي 2 T‏ فإن هذا يؤدي إلى V(C)| < - m‏ | وهذا يناقض أن 1 - n — m‏ > /. ويؤدي هذا 
التناقض إلى أن C‏ يجب أن تكون حلقة مولدة. E‏ 


(Exercises) تمارين‎ 

GY (-) 01.2.7‏ القيم 7 یکون ,۸ هاملتونياة 

2.2.7 )-( هل بیان جروتزتش (Grótzsch)‏ (المثال 2.2.5( هاملتونياة 

3.2.7 (-) د 1 < in‏ أثبت Knol‏ يملك 1)/n//2‏ - 7( حلقة هاملتونية. 

4.2.7. )7( أثبت أن G‏ يملك مسارًا هاملتونيًا فقط إذا كان لكل S © V(G)‏ فإن sae‏ المركبات ل 5: - 6 هو 
1 + اك على الأكثر. 1 

7 أثبت أن كل مسار 4 ذي الاثني عشر وجها يقع 2 حلقة هاملتونية. 

6.2.7 )1( ليكن © بيانًا ثنائي الفرع هاملتونيًاء واختر x,y € V(G)‏ أثبت أن G — X - y‏ يملك مواءمة تامة 
إذا وفقط إذا كان كل من Y 3X‏ على جهتين مختلفتين من التجزئة الثنائية د G‏ طبق هذا لتثبت أن حذف مربعي 
وحدة من لوحة الشطرنج )8 X‏ 8( يبقي على لوحة يمكن أن تجزأ إلى مستطيلات 1 4 2 131 وفقط إذا تحقق 3à‏ 
أن المربعين المحذوفين يملكان لونين مختلفين. 

USL .7.2.7‏ فأر X 3 X 3 casa‏ 3 من الجبن بأكل المكعبات الجزتية 1 × 1 × 1 جميعها. إذا بدأ عند زاوية 
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مكعب جزئي» و كل مرة يتحرك إلى مكعب جزئي مجاور (تتشارك بوجه مساحته 1): هل يستطيع shall‏ عمل هذا 
والانتهاء بأكل المكعب الجزئي الذي 2 المركز؟ هات طريقة لعمل ذلك» أو أثبت استحالة ذلك (تجاهل الجاذبية). 
7 )1( على لوحة الشطرنج» يستطيع الحصان (Knight)‏ أن يتحرك من مربع إلى آخر بحيث يختلف 
بمربع واحد 2 أحد الإحداثيين: وبمربعين 2 الإحداثي الآخر كما هو مبين أدناه. أثبت أنه لا توجد لوحة شطرنج 
X ۸‏ 4 تملك جولة حصان: وهي استعراض لحركات الحصان بحيث ينتقل على كل مربع مرة واحدة ويعود 
إلى البداية. (مساعدة: جد مجموعة مناسبة من الرؤوس 2 البيان المقابل من أجل مخالفة الشرط الضروري) . 














7 أنشئ عائلة مكونة من عدد لا نهائي من البيانات غير الهاملتونية التي تحقق الشرط الضروري 
لقضية 3.2.7. 
10.2.7 )1( هاملتوني مقابل أويلري: 
(A‏ جد بيانًا غير أويلري مترابطا من الدرجة 2 بحيث يكون بيانه الخطي هاملتونيًا. 
(b‏ أثبت أن L(G)‏ يكون هاملتونيًا. إذا وفقط إذا كان G‏ يملك مسربًا مغلقا يحتوي على نقطة طرفية 
واحدة على الأقل من كل ضلع. ([1965] (Harary, Nash — Williams‏ 
ly cai .7‏ مترابطًا من الدرجة 3 ومنتظمًا من الدزجة 3 بحيث لايكون بيانه الخطي هاملتونيًا. 
(مساعدة: استبدل كل رأس -2 Oly‏ بيترسون ببيان مناسب» وطبق التمرين 10.2.7). 
sia 12.2.7‏ ما إذا كان البيان أدناه هاملتونيًا. 


7 . ليكن SL G‏ المنتظمّ من الدرجة 3 الذي نحصل عليه من بيان بيترسون باستبدال مثلث بأحد 
الرؤوس» ومن تم مواءمة رؤوس المثلث مع جيران الرأس المحذوف. أثبت أن G‏ ليس هاملتونيًا. (تعليق: ما عدا 
هذا البيان وبيان بيترسون» فإن كل بيان منتظم من الدرجة ik‏ ومترابط من الدرجة 2 وله 3 + 3k‏ رأسًا على 
الأكثر يكون هاملتونيًا ). )]1986[ (Hilbig‏ 

oss 14.2.7‏ البيان G‏ قابلا للتلوين الضلعي من الدرجة k‏ بصورة فريدة (uniquely)‏ إذا كانت 
التلوينات الضلعية الفعلية من الدرجة ۸ للبيان © جميعها ree‏ التجزئة للأضلاع نفسها. أثبت أن 


pilla يكون:‎ Suzy 35943 3 بيان منتظم من الدرجة 3 قابل للتلوين الضلعي من الترجة‎ js 
(Greenwell — Kronk [1973]) 
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15.2.7 ضع 7 نقطة حول دائرة. ليكن Gn‏ هو البيان المنتظم من الدرجة 4 الذي نحصل عليه mans‏ كل نقطة 
إلى أقرب نقطتين إليها 2 كل اتجاه. إذا كان 5 < n‏ فأثبت أن ,© هو اتحاد لحلقتين هاملتونيتين. 

k < 3 7‏ ليكن »6 البيانَ الذي نحصل عليه من نسختين منفصلتين من K»»-2‏ بإضافة مواءمة بين 
”المجموعتين المجزأتين“ بحجم k‏ حدد قيم ۸ جميعها بحيث يكون Gr‏ هاملتونيًا. 


e © 


17.2.7 )1( أثبت أن الجداء الديكارتي لبيانين هاملتونيين يكون iby‏ هاملتونيًا. استنتج أن لمكب »© ذا البعد 
k‏ هامتلوني لكل 2 < Kk‏ 

18.2.7 . أثبت أن الجدا ء الديكارتي لبيانين غير تافهين لهما مسارات هاملتونية يفشل 2 امتلاك حلقة هاملتونية 
إذا وفقط إذا كان كلمن البيانين pal AS‏ وزنبته فردية. وعلى أي حالء فإن الجداء يملك مسارًا هاملتونيًا. 

7 )+( لكل عدد طبيعي فردي gas k‏ بيانًا ثنائي الفرع بسيطا'منتظمًا من الدرجة ۴ ومترابطا مق 
الدرجة k=]‏ ولا يكون هاملتونيًا. 

20.2.7. )1( القوة ۸ (Power)‏ لبيان بسيط G‏ هو البيان البسيط G‏ مع مجموعة الرؤوس V(G)‏ ومجموعة 
الأضلاع (uv : dolu, v) Sk}‏ 

(a‏ افترض أن × - G‏ يملك ثلاث مركبات غير تافهة على الأقل؛ وحيث يملك X‏ جارًا واحدًا فقط يذ كل 
منها. أثبت أن G^‏ ليس هاملتوتمًا. (مساعدة: خذ ب الحسبان البيان الثاني المثال 5.2.7( 

(b‏ أثبت أن المكعب لكل بيان مترابط (له على الأقل ثلاثة رؤوس) يكون هاملتونيًا. (مساعدة: اختزل هذه 
الحالة إلى حالة الأشجارء وأثبتها للأشجار بإثبات النتيجة الأقوى وهي أنه إذا كان Xy‏ ضلعًا 2 الشجرة'7: فإن 
7 تملك حلقة هاملتونية تستخدم الضلع XY‏ تعليق: لقد أثبت فليشنر Flechner)‏ ]1974[ أن المربع لكل بيان 
مترابط من الدرجة 2 يكون هاملتونيًا) . 

7 .م لتكن )1 + 4)27 = Gaal n‏ بيانا Ób‏ له k‏ فرعًا UG‏ غير هاملتوني على 7 من الرؤوس» ودرجته 
الصغرى تساوي 


22.2.7 ليكن G(K h‏ صف البيانات التي لها Lek‏ والمترابطة بحيث تكون كل مجموعة مجزأة حجمها / Asse‏ 
بيان جزئي محدث من مجموعتين مج زأتين هو مواءمة حجمها /. ل 4 < ۸و £24 أنشئ بيانا 2 (KD‏ بحيث 
يكون غير هاملتوني. (مساعدة: يوجد بیان 2 G(4,4)‏ مع مجموعة فيها 3 عناصرء وحذفها يخلف أربع مركبات؛ 
ae‏ هذا المثال. تعليق: {Car}‏ = (6)3,1. وأيضا كل بيان 2 G(K,3)‏ يكون هاملتونيًا ) )]1982[ (Ayel‏ 
23.2.7 )( أثبت أن المتانة لبيان بيترسون هي 3 / 4. 
G) osa (*) 24.2.7‏ يرمز إلى المتانة ل :G‏ 

.)]1973[ Chvátal) t(G) > ۸)6 (/2 أثبت أن.‎ (a 

(b‏ أثبت أن المساواة تتحقق -2 فرع (a)‏ للبيانات التي تخلو من المخالب. (مساعدة: خذ 2 الحسبان 

. ([1984] Mattews - Sumner) |S| = t(G). c(G-S) حيث‎ S مجموعة‎ 
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25.2.7 )1( ليكن Lily G‏ بسيطًا وليس غابة. ويملك خصرًا يساوي 5على الأقل. أثبت أن G‏ يكون هاملتونيًا. 
(مساعدة: إستخدم شرط أور (N. Graham) (Ore’s Condition)‏ 
26.2.7 )1( لیکن G‏ بيانا بسيطًا على 7 من الرؤوس» حيث 2 أثبت أنه إذا كان 6 لا يحقق شرط كفتال: 
>n-2 ob‏ (6)ء. استنتج أن العدد الأكبر للأضلاع 2 بيان بسيط غير هاملتوني على 7 من الرؤوس هو 
.(Bondy [1972b], Ore [1961]) iE‏ 
qt < 2 3.27.2.7‏ أثبت بصورة مباشرة بالاستقراء على 7 أن العدد الأكبر للأضلاع -2 بيان بسيط غير 
هاملتوني على 7 من الرؤوس هو ppt‏ 5 
28.2.7 تعميم لحد الأضلاع: 

SQ) أثبت أن القيمة العظمى د‎ n < 6/ وافترض أن‎ fl) = 27 - + (n- 1)۸ - 1 - Noss (a 

على الفترة 11/2 1 > .هي SO‏ 
(b‏ لیکن G‏ بيانًا بسيطا مع درجة صفری ۸. استخدم فرع (A)‏ وشرط كفتال لتثبت أنه إذا كان G‏ يملك 
LOL, 6‏ على الأقلء ويملك أكثر من :ي | ee K‏ ضلعًاء فإنه يكون هاملتونيا )]1962[ -(Erdós‏ 

29.2.7. ))( لیکن © Gls‏ سا ت ك .di&. Bae ils zs divas WD‏ ولتكن 

ola 4 n2 jd 2 d' أثبت أنه إذا كان‎ di ...ك‎ > d'n مع‎ G 2- هي درجات الرؤوس‎ d'y sud", 
Clapham) هاملتونيًا. استنتج أن كل بیان بسيط متشاكل مع متممته يملك مسارًا هاملتونيًا.‎ ALEC 
([1974] 
على تمهيدية 9.2.7 (الكفاية لشرط أور) من النظرية 13.2.7 (الكفاية لشرط كفتال).‎ haal 30.2.7 
(Bondy [1978]) 
على‎ Liy A(G) وكان يملك‎ JOY! بيانًا بسیطا له ثلاثة رؤوس على‎ G أثبت أو انقض: إذا کان‎ (1) 31.2.7 
اموا‎ oss «a. n(G) - 1 الأقل درجاتها‎ 
...,4, ولتكن‎ .[X| = |۷| = حيث 1 < 2/ط‎ X. Y بالتجزئة الثنائية‎ sL ليكن © بيانًا بسيطا‎ (+) 32.2.7 
بحيث‎ G (supergraph) ليكن “© هو أصغر بيان حاو للبيان‎ AS... > هي درجات الرؤوس فيه » حيث‎ 
GT] = Km 

JSS هاملتونيًا . وصف العلاقة بين متتاليتي الدرجات‎ G’ يكون هاملتونيًا إذا وفقط إذا كان‎ G أثبت أن‎ (a 
CG 

(b‏ افترض أن ۸ d>‏ أو dm > ۸/2 - k‏ عندما n/4‏ < ۸. أثبت أن © يكون هاملتونيًا. (مساعدة: 
افترض أن متتالية الدرجة ل YG!‏ تحقق شرط كفتال لبعض قيم 7/2 > i‏ واحصل على تناقض ( . Chva'tal)‏ 
[1972]). 
33.2.7 )1( يكون البيان مترابطا هاملتونيًا (Hamiltonian - connected)‏ إذاوجد لكل زوج من الرأسين 
U. V‏ مسار هاملتوني من U‏ إلى cual .v‏ أن البيان البسيظ G‏ يكون هاملتونيًا إذا كان 2+ 7( e>‏ 
ومترابطا هاملتونيًا إذا كان eG)> A S‏ . 

ثبات أبسط.) )]1963[ (Ore‏ - 

-(Moon [1965a]) هاملتوني:‎ dost al شرط ضروري‎ 34.2.7 

(a‏ أثبت أن كل بيان مترابط هاملتوني على أربعة رؤوس على JN‏ يملك [ 371)0(/2] ضلعًا على الأقل. 

(b‏ أثبت أن الحد 2 فرع (a)‏ هو أفضل ما يمكن بإثبات أن Cn 0 Ky‏ كين Lai yia‏ ا إذا كان 
7 فرديًا. 


(يسمح إثبات الاثنين معا بإ 
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35.2.7 )( شرط الكفاية لمترابط هاملتوني: )]1963[ (Ore‏ 
(a‏ أثبت أن La‏ يسيطا G‏ يكون مترابطا UsgileLa‏ 131 كان y‏ <> ×يؤدي إلى أن dx) + dy) > NG)‏ 
(مساعدة: : أثبت أن بيانات مناسبة ترتبط مع G‏ هي هاملتونية بأخذ إغلاقها -2 الحسبان) . 
(b‏ أثبت أن النتيجةً ‏ فرع (a)‏ دقيقة وحادة clin‏ بيان بسيط على 77 من الرؤوس مع درجة صغرى 71/2 
بحيث يكون غير مترابط وغير هاملتوني لكل عدد زوجي 7 أكبر من 2. 
36.2.7 شرط لاس فيرجناس (Las Vergnas condition)‏ لبيان بسيط على 7 من الرؤوس هو وجود 
ترتيب «۷,... Vi‏ للرؤوس بحيث لا يوجد زوج Vi Vj‏ غير متجاور ويحقق أن آر > 1ء و d(vj) Si‏ »و AY) > j‏ 
adli) + dv) «ns‏ 7< تر + 1. لقد أثبت لاس فيرجناس ]1971[ أنهذا الشرط كاف لوجود حلقة مولدة: 
(a‏ أثبت أن شرط كفتال (النظرية 13.2.7( glaas‏ شرط لاس فيرجناس» وهذا يعني أن نظرية لاس 
فيرجناس تقوي نظرية كفتال. v‏ 
(b‏ أثبت أن كل بيان من البيانين أدناه لا يحقق شرط (Das‏ ولكنه يملك بيانا Lab‏ كإغلاقه الهاملتوني. 
أثبت أن البيان الأصغر أدناه يحقق شرط لاس فيرجناس» ولكن البيان الأكب رلا يحقق ذلك. ٠‏ 


DEI‏ كلك 


7.د Ø +S C VG)‏ ضع .| (S) = |S NOMS‏ وليكن O(G) = min (S)‏ لقد أثبت لو 
Lu)‏ ]1994[( أنه إذا تحقق أن G ola (GG) < a(G)‏ يكون هاملتونيًا . أثبت أن K(G) < a(G)‏ تعطي 
أن (6)» < (0)©(77)0. (تعليق: هذا يثبت أن نظرية ( لو) تعطي نظرية كفتال وإيردوزء وهي نتيجة أقوى) . 
38.2.7 مارات وحلقات طويلة. ليكخ Lily G‏ بسيطا مترابطا سيت 2 > (G) > 2k 48(G) = k‏ 
Poss (a‏ مسارًا أعظميًا G2‏ (ليس Úle‏ جزئيًا من أي مسار أطول). إذا کان 2۸ > (P)‏ فأثبت أن 
البيان الجزئي المحدث G[V(P)]‏ يملك حلقة مولدة (ليس شرطا أن يكون ترتيب رؤوس هذه الحلقة 
کالترتیب 2 P‏ نفسه) . 
(b‏ استخدم فرع (a)‏ لتثبت أن G‏ يملك مسارًا له 1 + 2۸ رأسًا على الأقل. وأعط مثالاً لكل قيمة فردية 
# لتبين أنه ليس من الضروري أن يملك G‏ حلقة لها أكثر من 1 + / رأسًا. 
39.2.7 أثبت أنه إذا كان G‏ بيانًا بسيضًا بحيث متتالية درجاته هي Gols di + d, <nglssais...<d,‏ 
يملك مسارًا طوله على الأقل 1 + ر + iy‏ إلا إذا كان G‏ هو الرابط ل )1 + (dı‏ - #رأسًا معزولاً مع بیان على 
di + 1‏ من الرؤوسء أو كان G = pKa, V Ki‏ لبعض قيم 23 (Ore [1967b]) p‏ 
40.2.7 )1( لقد أثبت ديراك [1952b]‏ أن كل بيان بسيط G‏ مترابط من الدرجة 2 يملك حلقة طولها على 
الأقل min{m(G), 26(G)}‏ استخدم هذه ب4 إثبات أن كل بيان منتظم من الدرجة /2 على 4۸+1 رأسًا يكون 
هاملتونيًا. (Nash - Williams)‏ 
7 . لقد خمّن سكوت سميت أنه إذا أخذنا أي أطول حلقتين 2 بيان مترابط من الدرجة ۸ دائمًا فإنهما 
تملكان ۸ رأسًا مشتركًا على الأقل. إن طريق الحل أدناه يصلح لقيم ۸ الصغيرة: 
(a‏ افترض أن G‏ بيان منتظم من الدرجة 4 على 77 من الرؤوس بحيث إن 7) هي اتحاد لحلقتين (قد تظهر 
أضلاع متكررة) Lais ts 6 goa.‏ من le 4 às. jl‏ 2 + من الرؤوؤس».ويعيت Ade uan‏ 
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من G‏ بتقسيم جزئي لضلعين» وإضافة ضلع مزدوج بين الرأسين الجديدين. بين أن G'‏ هو أيضًا اتحاد 
لحلقتين مولدتين إذا كان ASS‏ 
(b‏ استخدم فرع (a)‏ لتستنتج أن أي زوج من الحلقات الأطول ‏ بيان مترابط من الدرجة ۸ يتقاطع ‏ :/ 
نقطة على الأقل إذا كان 6 € (Burr, Smith) k‏ . 
osa (+) 7‏ © بيانًا أويلريًا. ولتكن V‏ هي مجموعة الحلقات الأويلرية G2‏ مع الأخذ .2 الحسبان 
أن حلقة ومعكوسها هما الشيء نفسه. افترض أن '6 هو البيان على مجموعة الرؤوس'7 بحيث تكون حلقتان 
متجاورتين إذا وفقط إذا كانت إحداهما تظهر من الأخرى بعكس الترتيب الضلعي على حلقة جزئية مغلقة 
فعلية. أثبت أن G'‏ يكون هاملتونيًا إذا كان 4 ك AGG)‏ (مساعدة: استخدم الاستقراء على الرؤوس التي 
درجتها 4 وهذا يثبت وجود حلقة هاملتونية لكل ضلع -2 .G'‏ (تعليق: يتحقق الاستنتاج أيضًا دون تقييد على 
(Zhang — Guo [1986] Xia [1982]) A(G)‏ 
7 + ااأثبت أن البيان الحلقي الأويلري 2G!‏ التمرين 42.2.7 يكون منتظمًاء واشتق صيغة لدرجة رؤوسه. 
قارن (/5)6 و Le (G^)‏ تكون 2 = (7)6؛ لتبين أن المسألة السابقة لا يمكن حلها بتطبيق نتائج عامة على 
الخاصية الهاملتونية لبيانات منتظمة بدرجات معينة. 
7. أثبت أن كل دوري يملك مسارًا هاملتونيًا (مسار موجه مولد). (مساعدة: استخدم التطرفية). 
(Re'dei [1934])‏ 
7 . لیکن 7 Logs‏ قويًا. لكل V(T)‏ © ولكل k‏ بحيث 77 > ۸ > 3 أثبت أن U‏ ينتمي إلى حلقة طولها k‏ 
T2‏ (مساعدة: استخدم الاستقراء على ]1966[ -(K) (Moon‏ 
7 ليكن baga G‏ على 7 رؤوس بحيث يملك كل رأس فيه درجة خروج 3. استخدم التمرين 45.2.7 لتثبت 
أن ullas‏ حلفتية تفضا Mad‏ 
47.2.7 )+( أثبت أن كل دوري يملك مسارًا هاملتونيًا غير محتوى 2 حلقة هاملتونية: ما عدا الدوري الحلقي 
على ثلاثة «ugh‏ والدوري 75 على خمسة رؤوس المرسوم أدناه كذلك. (مساعدة: الاستقراء عامل؛ لكن إثبات 
الادعاء لستة رؤوس يحتاج إلى بعض العناية. ب2 الحالات جميعهاء جد الشكل المطلوب أو (G = Ts‏ 
(Grunbaum, in Harary [1969, p211])‏ 


7 )*( أثبت أن النظرية 22.2.7 هي أفضل ما يمكن من خلال إثبات gl‏ شوظ. الصرامة pple‏ 
البيان الموجه لا يمكن إضعافه للسماح بالعرى. أنشئ لكل عدد زوجي ۸ Gye TE le D haga ly‏ الرؤوين: 
بحيث لا يكون هذا البيان هاملتونيًاء وعلى الرغم من أن نسخة واحدة من كل زوج مرتب هي ipo‏ وأن 
min (8 (D), 8 (D)} < 2‏ . 

7 (*) احصل على النظرية 8.2.7 (الكفاية لشرط ديراك 2 البيانات) من النظرية 22.2.7 (الكفاية 
لشرط غويلا وهوري على البيانات الموجهة). (مساعدة: حول بيانا بسيطا 6 إلى بيان موجه صارم باستبدال كل 
ضلع بزوج من الأضلاع الموجهة 2 اتجاهين متعاكسين) . 
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7. المستويات والتلوينات والحلقات (Planarity,Coloring, and Cycles)‏ 
نعود إلى مسألة الألوان الأربعة لاستكشاف علاقتها القديمة مع المسائل المتعلقة بالتلوين الضلعي والحلقات 
الهاملتونية. e$‏ سنأخذ 2 الحسبان الطرق التي ستعمّم المسألة. 
نظرية تايت (Tait’s Theorem)‏ 
2 العام 8م أثبت تايت نظرية تربط بين التلوين الوجهي من جهة والتلوين الضلعي للبيانات المستوية 
من جهة أخرى؛ واستخدم هذا ب الاقتراب لنظرية الألوان الأربعة. وقد نبه هذا إلى الاهتمام 2 التلوين الضلعي. 
سوف نعرف أولا التلوين الوجهي بصورة دقيقة. 


1.3.7 تعريف: نعرّف التلوين الوجهي الفعلي (proper fice coloring)‏ فيان سو Meteo ix‏ 

من الدرجة 2 على أنه تخصيص ألوان لوجوهه بحيث تكون ألوانٌ وجوهه التي تملك ضلمًا مشتركا على 

Babies Las gas: 

نفكر أحيانًا 2 التلوين الوجهي بوصفه تلوينًا للبيان الثنوي. لذاء سنحصر اهتمامنا 2 التلوينات الوجهية 
للبيانات المترابطة ضلعيًا من الدرجة 2. عندما يملك البيان السوي ضلع cela‏ فإن ثنوية يملك عروة. ونقول إن 
البيانات التي تملك عرى لا تملك تلوينات فعلية. ونلاحظ 2 البيان السوي الذي له ضلع قاطع أن الوجه يشارك 
ضلعًا مع نفسه» لذا يكون غير قابل للتلوين. 

Le‏ أن إضافة أضلاع لا تجمل التلوين العادي أسهل؛ فإنه لبرهنة نظرية الألوان الأربعة يكفي إثبات أن 
التثليثات جميعها قابلة للتلوين من الدرجة 4. وبصورة ELS‏ نستطيع تبيان أن ثنويات التثليثات جميعها قابلة 
للتلوين الوجهي من الدرجة 4. والثنوي G*‏ للتثليث السوي للبيان G‏ هو بيان سوي مترابط ضلعيًا من الدرجة 
2 ومنتظم من الدرجة 3 (التمرين 11.1.6). لقد بين تايت أنه لمثل هذه البيانات» فإن التلوينات الوجهية من 
الدرجة 4 الفعلية مكافئة للتلوينات الضلعية من الدرجة 3 الفعلية. 


7.. نظرية : ([1878] (Tait‏ إن البيان السوي المنتظم من الدرجة 3 المترابط ضلعيًا من الدرجة 2 يكون 
قابلاً للتلوين الضلعي من الدرجة 3 إذا وفقط إذا كان قابلاً للتلوين الضلعي من الدرجة 4. 
الإثبات: ليكن G‏ مثل هذا البيان. افترض أولاً أن 6 قابلٌ للتلوين الوجهي من الدرجة 4؛ ؛ سوف نحصل على تلوين 
ضلعي من الدرجة 3 . ارمز إلى الألوان الأربعة بأزواج ثنائية مرتبة: 1 = c‏ ,10 = يه ,01 = 00,6 = Co‏ 
لون ECG)‏ بتعيين اللون الناتج عن جمع اللونين :© و Cj‏ جممًا laa!‏ بمقياس 2 للضلع الذي بين الوجهين 
اللذين لوناهما :© و -Cy‏ (لذلك C2 + Cs = C1‏ على سبيل المثال). سوف نبين أن هذا هو تلوين ضلعي فعلي من 
الدرجة 3. 
ولآن Lais deal ge G‏ مق (Didi gall‏ » فإن كل ضلع ama‏ بوجهين مختلفين. لذاء فإن اللون 00 لن يكون 
حاصل جمع لونين. سوف نفحص أن الأضلاع تأخذ ate Ata, Lig‏ كل odo‏ فعند الرأس V‏ لاحظ " 
ألوان الوجوه التي تحدها الأضلاع الثلاثة الواقعة على هذا الرأس تكون مختلفة. ولنقل إنها (c.c; Ce}‏ كما 
هو مبين أدناه. إذا كان اللون 00 لا ينتمي إلى هذه المجموعةء فإن مجموع أي لونين من هذه المجموعة يكون هو 
اللون الثالث ولذلك تكون {Ci C Ce}‏ هي أيضًا مجموعة الألوان على الأضلاع. إذا كان 00 = «Cy‏ فيإن Ci‏ و Cj‏ 
يظهران على ضلعين من هذه الأضلاع ABDI‏ ويكون لون الضلع الثالث :© + Ci‏ وهذا اللون لا ينتمي إلى المجموعة 
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{CFEC 





للاتجاه المعاكس؛ افترض أن G‏ يملك تلوينًا ضلعيًا فعليًا من الدرجة 3 باستخدام الألوان GBC‏ (مبينة 
بخط غامق» ومتصل» ومتقطع) . لتكن Ea £. Ec‏ مجموعات الأضلاع التي تملك الألوان الثلاثة على الترتيب. 
سوف ننشئ تلويتا وجهيًا من الدرجة 4 باستخدام الألوان الأربعة التي عرفت سابقا. Ley‏ أن © منتظم من 
الدرجة 3 فإن كل لون يظهر على كل رأس. والاتحاد لأي مجموعتين من Has Epi‏ منتظم من الدرجة 2 والذي 
يجعلها كاتحاد من حلقات منفصلة. وكل وجه من هذا البيان الجزئي هو اتحاد لوجوه من البيان الأصلي. ضع 
Ho = as = Ea U Eo‏ لكل وجه 2 G‏ افترض اللون الذي إحداثيه i‏ )}1,2{ © 7 ) هو النوعية 
لعدد الحلقات التي تحتويه 2 ٨7:‏ (0 للزوجيء 1 للفردي) . 

ندعي أن هذا هو تلوين وجهي فعلي من الدرجة A‏ كما هو موضح أعلاه. لاحظ أن الوجهين FP"‏ اللذين 
يشتركان 2 الضلع © مختلفان؛ Gg‏ مترايط lali‏ :من Dasg‏ ينتمي الضلع © إلى حلقة C‏ موجودة 
2 واحدة من المجموعتين Ho Hi‏ على الأقل )2.5 المجموعتين إذا كان ل © اللون (D‏ ومن نظرية جوردان 
للمنحنيات» فإن أحد الوجهين "۳ F‏ يكون داخل C‏ والآخر خارجها. إضافة إلى أن الحلقات الأخرى 2 Hy‏ و H‏ 
جميعها تفشل يذ فصل "أو F‏ تتركهما على الجانب نفسه. لذلك» إذا كان © يملك أحد اللونين acc‏ أو olab‏ 
النوعية لعدد الحلقات التي تحتوي على ٣‏ و ”17 تكون مختلفة .2 JS‏ من Hi‏ و Hr‏ أو 2 كليهماء على الترتيب. 
لذاء P" g F ous‏ يستقبلان Lig‏ مختلفة 2 التلوين الوجهي الذي أنشأناه. n‏ 

واستنادًا إلى هذه النظرية. فإن تلويتا ضلعيًا a‏ من الدرجة 3 لبيان منتظم من الدرجة 3 (als‏ 
تلوينَ تايت .(Tait coloring)‏ لاحظ أن المسألة لإثبات ds à‏ بیان سوي منتظم من الدرجة 3 ومرتبط 
ضلعيًا من الدرجة 2 a‏ للتلوين الضلعي من الدرجة 3 - ai‏ لإثبات SV‏ كل بيان سوي منتظم من الدرجة 3 
ومترابط من الدرجة 3 قابلٌ للتلوين الضلعي من الدرجة 3. 
7 , * تمهيدية : إذا كان © بيانا منتظمًا من الدرجة 3( وترابطه الضلعي يساوي 2( فإنه يملك بيانين 

Uz 11ء وكذلك ۷2 ج‎ 9» Vi بحيث‎ 112۷2 € V(G2) su vi € V(Gi) والرؤوس‎ G2. Gi جزئيين‎ 

Gs‏ يتلون من Ga Gi‏ وسلم بطول ما يربط G22 Gi‏ عند الرؤوس Vi, U2, V2‏ ,111 كما هو مبين أدناه. 


الإثبات: إذا كان G‏ يملك مجموعة قطع ضلعية حجمها 2 he‏ ب وه do aet‏ 
الضلع الثالث الواقع على رأسهما المشترك هو ضلع glad‏ وهذا يناقض أن 2 = ld K’‏ يمكن افتراض أن 
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النقاط الطرفية الأربعة ‏ المجموعة القاطعة الصغرى XJ UV‏ تكون مختلفة. إذا كان U €» V 4x €» y‏ فإن 
هذه الرؤوس الأربعة هي الرؤوس المطلوبة؛ والسلم يملك هذين الضلعين فقط. 

عندما يكون X € y‏ فإننا نوسع السلم Jules)‏ مشابه ينطبق عندما ۷ € (U‏ ليكن ga W‏ الجار الثالث 
لو 2هو الجار الثالث ل[. إذا كان 2 = ola W‏ الضلع الثالث الواقع على هذا الرأس يكون ضلع قطع. لذاء ola‏ 
2 # ۷ والسلم يوسّع. 131 كان 2 + W‏ فنكون قد أنهينا هذا الاتجاه. وبخلاف ذلك» نعيد التعليل حتى نحصل 
على زوج غير متجاور عند قاعدة السلم. 9 
7 نظرية : تكون البيانات المستوية المنتظمة من الدرجة 3 والمترابطة ضلعيًا من الدرجة 2 Las‏ 

قابلة للتلوين الضلعي من الدرجة 3 إذا وفقط إذا كانت Aa gall SLI‏ النضيظة المنتظمة مخ الترجة 3 

والمترابطة من الدرجة 3 جميعها قابلة للتلوين الضلعي من الدرجة 3. 
الإثبات: العائلة الثانية محتواة 2 الأولى. لذلك» فإنه يكفي لإثبات أن قابلية التلوين الضلعي من الدرجة 3 
للبيانات جميعها 2 العائلة الأصغر تعطي النتيجة للعائلة libs Deal PUES‏ نستخدم الاستقراء على TG)‏ 

خطوة الأساس )4 = (A(G)‏ إن البيان السوي البسيط المنتظم مح s ja‏ 3 والمترايظ Lalo‏ من 
الدرجة 2 والذي له 4 رؤوس على الأكثر هو daia Ky‏ وهو قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3. 

خطوة الاستقراء )4 > ko: (A(G)‏ أن K(G) = K'(G)‏ عندما يكون G‏ منتظمًا من الدرجة 3 (النظرية 
c (11.1.4‏ فنستطيع Pas‏ اهتمامنا بالبيانات المنتظمة من الدرجة 3 التي ترابطها الضلعي 2 . تعطينا تمهيدية 
37 .3 تفكيكًا د © إلى Gi Go‏ وسلمًا يربط بينهما . وطول السلم هو المسافة من Gi‏ إلى 2©. 

لاحظ أن »s‏ من 111۷1 + Gi‏ و 12۷2 + د6 ia‏ من الدرجة 3 ومترابط ضلعيًا من الدرجة 2. 
ومن فرضية الاستقراءء فإنهما قابلان للتلوين الضلعي من الدرجة 3؛ ؛ ليكن L9 ff‏ ضلا فنا من da yall‏ 
Jy .6 + uvi33‏ أسماء الألوان بحيث يكون 1 =  fi(vi)‏ وبحيث يكون (112۷2) 2 مختارًا من [1:2) ليكون 
Lag!‏ النوعية نفسها مثل طول gll‏ 3 

وبالرجوع إلى G‏ لون كل Gi‏ كما 2 fi‏ مبتدئا من نهاية السلم عند Gt‏ لون درجات السلم باللون 3 ولون 
المسارات التي تشكل جوانب السلم تبادليًا باللونين 1 و 2. git‏ لاحظ أن أضلاع السلم عند Us‏ و Vi‏ تملك اللون 
fui)‏ . وهكذا نكون قد ركبنا Gagi‏ ضلعيًا lae‏ من الدرجة 3 ل 6. لذا » فإن نظرية الألوان الأربعة تختزل 
لإيجاد تلوينات (تايت) للبيانات المستوية المنتظمة من الدرجة 3 والمترأبطة ضلعيًا من الدرجة 3. العبارة ال ih‏ 
بوجود هذه التلوينات معروفة بمخمّنة (Tait’s conjecture) cat‏ وهي مكافئة لنظرية الألوان الأربعة." 
نظرية جرينبرج (Grinberg's Theorem)‏ 

يوجد تلوين ( تايت) لكل بيان هاملتوني منتظم من الدرجة 3 (التمرين 1). وقد اعتقد تايت أن هذا يكمل 
b rine‏ الألوان الأربعة؛ GY‏ افترض أن كل بيان سوي منتظم من الدرجة 3 ومترابط من الدرجة 3 يكون 
(gible‏ . وعلى الرغم من أن الفجوة 2 الإثبات لوحظت باكرًاء » إلا أنه لم عط مثال مناقض بصورة صريحة إلا 
2 العام 1946. فيما te;‏ اكتشف جرينبرج ]1968[ شرطا ضروريًا بسيطا أسهم L2‏ إيجاد الكثير من البيانات 
المستوية غير الهاملتونية المترابطة من الدرجة 3 والمنتظمة من الدرجة 3. إضافة إلى أن بيان جرينبرج متضمن 2 
التمرين (16). 
7. نظرية : )]1968[ (Grinberg‏ 131 كان Ly G‏ سويًا يخلو من العرى ويملك حلقة هاملتونية C‏ وله 

/وجھا بطول i‏ داخل € و fil”‏ وجھا بطول i‏ خارج C‏ فإن 0 = ) 2X - 2)Uf - f‏ 
الإثبات: آخذين 2 الحسبان الوجوه داخل C‏ وخارجها بصورة منفصلة:؛ فإننا نريد بيان أن "Y -2)ff) -YX-2)‏ 
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aad fi‏ عدم وجود تغييرات على أحد جانبي المعادلة تؤثر ب4 المجموع على الجانب الآخر. علاوة على ذلك» نستطيع أن 
نتحول من الداخل والخارج بإسقاط الغمس على كرة وثقب وجه د اخل C‏ 

لذلك نحتاج - فقط- إلى إثبات أن /(2 - )ر< ثابت. 2g‏ حال عدم وجود أضلاع Adala‏ فإن المجموع هو 
2 -77. ومع هذا بوصفها خطوة أساس. فإننا نثبت بالاستقراء على عدد الأضلاع الداخلية التي مجموعها 2 -77دائمًا. 

افترض أن 2 - Pi - 2(// = n‏ عندما يوجد k‏ ضلعًا داخل -C‏ نستطيع الحصول على أي بيان له 1 K+‏ 
ضلعًا داخل C‏ بإضافة ضلع لمثل هذا البيان. والضلع المضاف يقطع وجها طوله 7 إلى وجهين طولهما gS‏ /. لدينا 
2 + ۲ = 1 + 5؛ لأن الضلع الجديد يسهم 2 الوجهين الجديدين: ‏ حين يسهم كل ضلع على الوجه القديم 
2 أحد الوجوه الجديدة. 

لا يوجد أي تغيير لأي مساهمات أخرى 2 المجموع. بما أن )2 - ola (s - 2) + (£- 2) = (r‏ المساهمات 
من هذه الوجوه تبقى كما هي. ومن فرضية الاستقراء؛ فإن المجموع هو 2 - 177. 2 

يعد شرط جرينبرج Hyg po‏ لذا يمكن استخدامه لإثبات أن البيانات غير هاملتونية. أحيانًا من الممكن أن 
LES‏ التعليلات باستعمال الحساب المقياسي. إن أي عددين غير متطابقين بمقياس k‏ يكونان غير متساويين. 

نطبق هذا على أول بيان معروف بوصفه بيانًا سويًا منتظمًا من الدرجة 3( ومترابطا من الدرجة D‏ وغير 
هاملتوني ([1946] (Tutte‏ لقد استخدم توت تعليلاً لهذا الموضوع بالذات ليثبت أن هذا البيان غير هاملتوني. 
ولسنوات عديدة: كان هذا هو المثال الوحيد المعروف ( انظر التمرين 17 لمعرفة JU‏ الأصغر المعروف الآن) . 
6.3.7 مثال: شرط جرينبرج وبيان توت. بیان توت G‏ هو البيان الذي يظهر على اليسار أدناه. ليكن H‏ رمرًا 
إلى كل مركبة نحصل عليها بحذف الرأس المركزي والأضلاع الثلاثة الطويلة. بما أن أي حلقة هاملتونية يجب 
أن تمر على الرأس المركزي 2 (G‏ فعليها اجتياز نسخة واحدة من H‏ على طول مسار هاملتوني يصل المدخلين 
الآخرين ل H‏ اللذين أسميناهما ×و Y‏ 

وعليه. سوف ندرس أن Ug‏ يملك حلقة هاملتونية إذا وفقط إذا كان H‏ يملك مسارًا هاملتونيًا من × إلى 
Y‏ ويمكن الحصول على مثل هذا البيان A!‏ (عن اليمين أدناه) بإضافة مسار من × إلى y‏ طوله 2 من خلال 


راس جديد. 





يمتلك البيان السوي H'‏ خمسة وجوه من الدرجة 5 وثلاثة وجوه من الدرجة 4ء ووجهًا واحدًا من الدرجة 9. 
ولذلك يصبح شرط جرينبرج هو أن 0 = Tao‏ + 5و3 + ai= fi Sf = 3 curs Das‏ بما أن الوجه غير 
المحدود يبقى دائمًا ‏ الخارج» فإن المعادلة تختزل بمقياس 3 إلى 3 mod‏ 7 > به2. وبما أن 3 = fl + fal‏ 
فإن الاحتمالات ل »هي 3 +10 10€ 3 -. إن الاختيارٌ الوحيدَ الذي يحقق 777003 > ب2 هو a = - l‏ والذي 
يتطلب أن يقع وجهان من الوجوه ذات الدرجة 4 خارج الحلقة الهاملتونية. على أي حال؛ تملك الوجوه من الدرجة 
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LOI) 4‏ درجته 2 لا يمكن أن يقع خارج الحلقة؛ بسبب أن الأضلاع الواقعة على الرأس الذي درجته 2 تفصل الوجه 
من الوجه الخارجي. 

نستطيع أن نصل إلى تناقض peal‏ بواسطة تقسيم جزئي لضلع ما لكل رأس درجته 2. وهذا لايغير من وجود حلقة 
مولدة. إن البيان الناتج يملك سبعة وجوه من الدرجة 5 ووجها واحدًا من الدرجة 4؛ ووجهًا واحدًا من الدرجة 11. 
وتصبح المعادلة المطلوية 3as‏ - 9 = (21+).2, والتي ليس لها حل؛ لأن الجانب الأيسر ليس من مضاعفات العدد 3. B‏ 

لم e‏ خطوات منتظمة لنثبت عدم وجود حلول للمعادلات ذوات المتغيرات الصحيحة. إن تعليلاتنا التي 
تتضمن قابلية القسمة ما هي إلا خدع لتجنب سرد الحالات جميعهاء على الرغم من أن مثل هذه الخدع تعطي 
النتيجة المرجوة غاليًا. 

الترابط العالي يجعل تجنب الحلقات المولدة أمرًا صعبًا. لقد أثبت توت ]1956[ (وَسّعَت بواسطة توماسن 
(Thomassen [1983]‏ أن كل بيان سوي مترابط من الدرجة 4 هو هاملتوني. وكذلك (ped‏ بارنت ]1969[ أن 
كل بيان سوي ثنائي الفرع منتظم من الدرجة 3 ومترابط من الدرجة 3 يكون هاملتونيًا. 


السناركات SNARKS‏ (اختياري) 
إن طريقا آخر للاقتراب من فهم نظرية الألوان الأربعة هو دراسة Gi‏ البيانات المنتظمة من الدرجة 3 

تكون قابلة للتلوين الضلعي من الدرجة 3. و2 المناقشة التي تسلط all‏ على البيانات المنتظمة من الدرجة 3 

والبيانات التي ليس لها أضلاع قطع؛ فمن المناسب أن يكون لدينا صفات بسيطة لوصف هذه الخصائص. 

7. تعريف: البيان الذي يخلو من الجسور (bridgeless graph)‏ هو بيان ليس له أضلاع قطع. أما 

البيان التكعيبي (Cubic graph)‏ فهو بيان منتظم درجته 3. 

8.3.7 مخمنة (مخمنة تلوين الأضلاع من الدرجة 3 — توت ]1967[( يحتوي US‏ بيان تكميبي JU‏ من 

الجسور وغير قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3 على تقسيم جزئي لبيان بيترسون. A‏ 
لقد أثبتت المخمنة 8.3.7 ! ومثلها مثل نظرية الألوان الأربعة» حيث إن إثباتها الذي تم بمساعدة الحاسوب 

يستخدم طرق التفريغ. وسوف يظهر الإثبات 2 سلسلة مكونة من خمسة بحوث لكل من روبرتسن» وساندرزء 

وسيمورء وثوماس [2001]. 
Le‏ أن كل تقسيم جزئي لبيان بيترسون ليس سويًاء فإن المخمنة 8.3.7 تعطي مخمنة تايت؛ لذا تعطي 

نظرية الألوان الأربعة. حيث إن إحدى الطرق الطبيعية للاقتراب من هذه المخمنة, والتي هي مثل فكرة الاختزال 

لنظرية الألوان Aa Yl‏ هي اشتقاق الخصائص التي يجب أن يمتلكها أصغر مثال معاكس .و هذه alll‏ تنص 

النظرية 4.3.7 أن Ji‏ المعاكس puoi!‏ يحب أن کون Lal za‏ نافيا من às all‏ 3 .2.9 التمهيدية AGM‏ 

سوف نجعل هذه العبارة دقيقة: o‏ نحصل على خصائص عديدة أخرئ. 

9.3.7 تعريف: القطع الضلعي التافه (trivial edge cut)‏ : قطع ضلعي بحيث إن حذفه يعزل LOL‏ مفردًاء 
أما القواطع الضلعية الأخرى فليست تافهة (nontrivial)‏ . 

10.3.7 تمهيدية : إذا كان Lily G‏ تكعيبيًا غير قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3 أو كان خصره أقل من 
4 أو كان له قطع ضلعي غير تام من الدرجة 3 فإنه يحتوي على تقسيم جزئي لبيان تكعيبي أصغر غير 
قابل لتلوين ضلعي من الدرجة 3. 

الاثبات: افترض أولاً أن G‏ يملك قطمًا Galio‏ حجمه 2. كما نوقش 2 التمهيدية 3.3.7: فإن هذه الأضلاع لا 

تمتلك Laghy‏ مشتركة. إن حذف القطع الضلعي وإضافة ضلع لكل قطعة يعطي البيانات التكعيبية 111۷ + Gi‏ 
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و Gz + UW‏ وكما أسلفنا 2 تعليل النظرية 4.3.7 فإنه يوجد del‏ من هذه البيانات على الأقل يكون غير 
قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3. بما أنه يمكن تبديل الضلع المضاف بمسار من خلال القطعة الأخرى, فإن © 
يحتوي على تقسيم جزئي لهذا البيان الأصفر وغير القابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3. 

تاليا ؛ افترض أن 6 يحوي itis‏ . ليكن G^‏ هو البيان الذي نحصل عليه من7) بتقليص المثلث إلى أحد الرؤوس. 
لاحظ lO‏ تلوين ضلعي فعليّ من الدرجة 3 ل G‏ يمكن أن يتوسع إلى تلوين ضلعي فعلي ل 6 من الدرجة 3 كما هو 
مبين أدناه. فضلا عن GOL‏ يحتوي على تقسيم جزكي ل G’‏ والذي حصل عليه بحذف ضلع من المثلث. 

افترض أن G‏ يحتوي على حلقة من الدرجة 4 ولكنه لا يحتوي على مثلث. ليكن Glas! G^‏ التكعيبيّ الذي 
نحصل عليه من G‏ بحذف ضلعين متعاكسين -2 الحلقة التي درجتها 4 وأن يستبدل بها المسارات الناتجة التي 
طولها 3 بأضلاع منفردة Ly.‏ أن G‏ لا يملك c Éta‏ فإن الأضلاع الجديدة ليست عرى. إن أي تلوين ضلعي فعلي 
من الدرجة 3 ل G'‏ يؤدي إلى تلوين ضلعي فعلي من الدرجة 3 ل G‏ من خلال الحالتين المبينتين أدناه. و يحتوي 
G‏ أيضًا على تقسيم جزئي د G'‏ :اناف G' ola‏ هو البياى paca!‏ القوي 


a ayo sar Ad og ب‎ 

Puede ee 

AG NE b a egi TES c FAC. 

a a a 

Sh أننااتمنتطيع افتراض‎ Las. [S,S] «a يحتوي على قطع ضلعي من الدرجة 3 غير‎ C افترض أن‎ EN 
Fh و‎ Hi زوجًا . وكذلك البيانات‎ Log) مترابط ضلعي من الدرجة 3 » فإن الأضلاع الثلاث ثة للقطع تكون منفصلة‎ G 
إلى رأس مفرد منتظمان من الدرجة 3 أيضًا . إذا كان كلاهما قابلاً‎ GES] أو‎ GES] اللذان حصلنا عليهما بتقليص‎ 
للتلوين الضلعي من الدرجة 3 فإنه يمكن إعادة تسمية الألوان لتتوافق على أضلاع القطع؛ وهذا يؤدي إلى تلوين‎ 
.3 وهكذاء فإن أحد هذين البيانين على الأقل غير قابل للتلوين الضلعي من الدرجة‎ . G ضلعي فعلي من الدرجة 3ل‎ 
S 2. هي النقاط الطرفية‎ 4,0,٥ لتكن‎ Ha و‎ Hi يحتوي على تقسيم جزئي ل‎ G بقي فقط أن نبين أن‎ 
مترابط (القضية‎ G[S] مترابط ضلعيًا من الدرجة 3: فإن القطع هو رابطة؛ و‎ G القطع. بما أن‎  عالضألل‎ 
إن إضافة هذه المسارات‎ d اق‎ ERS G[S] وهكذا فإن‎ .(15.1.4 
z بالطريقة نفسها‎ Ho (وتعامل‎ Hi يكمل تقسيم جزئي ل‎ GES] وأضلاع القطع إلى‎ 


CEFO 


7. تعريف: نعرّف السنارك (Snark)‏ على أنه بيان منتظم ثنائي الدرجة i‏ ومترابط من الدرجة 23 
ويكون غير قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3 وخصره 5 على الأقلء ولا يملك Lala‏ ضلعيًا غير تافه من 
الدرجة 3. والسنارك الأولي (prime snark)‏ هو سنارك لا يحتوي على تقسيم جزئي لسنارك أصغر. 
وبهذا نكون قد خففنا مخمنة التلوين الضلعي من الدرجة 3 ل (توت) إلى Poll‏ التي تنص 

ele‏ أن Oa‏ ترون gs‏ الستارك الأو cass il‏ مرة sS. eal‏ أن Atal‏ فد idi‏ انظر 

(Robertson — Sanders — Seymour - Thomas [2001])‏ . 
بعد بيان بيترسون 2 عام $1898« i5‏ 3 3 سناركات فقط حتى عام 1975م هي: سنارك بلانوسا 

(Blanuša)‏ على 18 رأسًا ]1946[ وسنارك ديسكارتس (Descartes)‏ على 210 رؤوس ]1948[ وسنارك 
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سزكرز (Szekeres)‏ على 50 رأسًا [1973]؛ e. Usa‏ مارتن جاردنر ]1976[ على اقتراح مصطلح  a iu‏ 
sail) uad‏ الكاكق فلوسن (aJ‏ صم ااستار ت + 

وقد بين إسحق [1975] أن السناركات السابقة قد ظهرت من بيان بيترسون من خلال عملية تولد عدد 
لانهائي من عائلات السناركات. 


7. تعريف: الضرب النقطي (dot product)‏ للبيانين التكعيبيين G‏ و H‏ هو البيان التكعيبي المتشكل 
من G + H‏ بحذف الضلعين المنفصلين 11۷و ×۷ من G‏ وحذف الرأسين المتجاورين إو 2 من H‏ وإضافة 
أضلاع من su‏ ۷ إلى )2( - Nu)‏ ومن ۷و HX‏ }9{ - (2). 


Qe GE) 


الضرب النقطي لسناركين هو سنارك (التمرين 23( إن تطبيق هذا على نسختين من بيان بيترسون 
يعطي سنارك بلانوسا المبين أدناه. وهذا البيان يملك قطعًا ضلعيًا غير تافه من الدرجة 4. وقد قدم كوجول 
(Kochol) [1996]‏ عملية أكثر عمومية تعطي سناركات ذات خصر كبير وخصائص ترابط عالية. 


Sie 13.3.7‏ : زهرة السناركات. لقد وجد إسحق أيضًا عائلة غير منتهية من السناركات لا تظهر من خلال 
الضرب النقطي (التمرين 21). وقد اكتشف جرينبرت بصورة مستقلة بأنها تملك 4۸ LON,‏ ل k‏ عدد فردي 
بحيث 5 < ١ k‏ 

ابدأ مع ثلاث حلقات منفصلة من الدرجة ۸. ولتكن {Zi} Vi} {Xi}‏ هي مجموعات الرؤوس الثلاثة. ضع 
لها دليلا بصورة دائريةء ولكل 7 أضف رأسًا Wi‏ مع MO) = (xy ys Zi}‏ إن البيان الناتج Ge‏ يكون قابلا 
للتلوين الضلعي من الدرجة 3. ليكن+7/هو البيان الذي نحصل عليه باستبدال الأضلاع XXI‏ و VVI‏ مع XQ‏ 
rig‏ إذا كان ۸ Gs S‏ و 5 < He ola k‏ هو سنارك. وإذا كان ۸ ea‏ فإن He‏ قابل للتلوين الضلعي من 
الدرجة 3. لاحظ أن الرسم Hed‏ بحيث تكون (Zi)‏ هي حلقة مركزية تقترح اسم ”زهرة سناركف“. = 
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(Flows and Cycle Covers (Optional)) التدفق وأغطية الحلقات (اختياري)‎ 

تنص نظرية تايت (النظرية 2.3.7( على أن قابلية التلوين الضلعي من الدرجة 3 وقابلية التلوين الوجهي 
من الدرجة 4 هما متكافئان لثنويات التثليثات المستوية. وعندما نوسع هذا خارج إطار البيانات المستويةء فإننا 
نحتاج إلى مفهوم يصلح للبيانات جميعهاء ويكون ala‏ للتلوين الوجهي من الدرجة d‏ على بيانات المستوى. 
وهناك معلومات إضافية حول هذا المفهوم» وكذلك حول السناركات تظهر 2 مقالة زانج ]1997[ (Zhang)‏ 
7. تعريف: نعرّف التدفق (flow)‏ على البيان G‏ على أنه زوج (D, f)‏ حيث: 

.6 (1هي توجيه د‎ (a 

EG) دالة وزن على‎ af (b 

Dente) SO) 7 يعور(‎ JO) aam € Y(G)us. (e 

وتعرّف Gaull‏ من الدرجة k‏ على أنه تدفق قيمته صحيحة بحيث 1 - [f(e) > k‏ لكل 
-e € E(G)‏ يكون التدفق ليس صفرًا 2 أي مكان (nowhere - zero)‏ أو موجب (positive)‏ إذا f(e) ols‏ 
ليس ضهرًا nga‏ على الترتیب وذلك لكل .e € E(G)‏ 

“ga ىفن “ هنا بصورة ماعن استخدامه .2 الفصل 4 .4 كلا السياقين؛ تقترح الكلمة”‎  لامفتسا‎ cain 
فصلا عن أن الح 1 - )على قيمة التدفق يستحضر مفهوم السعة.‎ uly كل‎ sie deg yall squall العناقطة على‎ 

تنويه: لاحظ أننا نستطيع تبديل التوجيه لجعل الأوزان جميعها موجبة. 


7. قضية : تكون العبارات الآتية متكافئة لبيان ©: 

KR jal من‎ Capa as eG (a 

(b‏ © يملك تدفقا من الدرجة ۸ ليس صفرًا 2 أي مكان. 

.6 يملك تدهقًا ليس صفرًا 2 أي مكان من الدرجة ۸ لكل توجيه ل‎ G (c 
" الإثبات: إن تبديل التوجيه لضلع وتبديل إشارة وزنه 2 الوقت نفسه لا يؤثر 2 قيود المحافظة.‎ 

لاحظ أن وجود تدفق من الدرجة ۸ لا يساوي صفرًا 2 أي مكان لا يعتمد على اختيار التوجيه. ونستطيع 
أيضًا أن xl‏ التركيبات الخطية لاتدفقات. 
7. قضية ؛ إذا كانت (D, fi), ..., (D, f)‏ تدفقات على © و (Dg) lo: 8 = (1/1 tifi‏ تدفقٌ على ©. 
الإثبات: لكل V © VG)‏ لاحظ Gi‏ محصلة التدفق الخارجة د ۷ تحت تأثير هي ane‏ لهذا فإنها صفرٌ 
تحت تأثير ع. 
7 قضية : لتدفق على G‏ تكون محصلة التدفق الخارجة لأي مجموعة S C V(G)‏ هي صفرًا. AIS‏ 
ola‏ البيان الذي تدفقه لا يساوي صفرًا ‏ أي مكان لا يملك ضلعٌ قطع. 
الإثبات: نجمع محصلة التدفق الخارجة من الرؤوس الموجودة SZ‏ إن الأضلاع التي تخرج من S‏ تسهم بوزن 
موجب» أما الأضلاع التي تدخل SN‏ فتسهم بوزن بسالب» -2 حين تسهم الأضلاع التي داخل S‏ بعدد موجب 
عند ذيولها وبعدد سالب عند مقدمتها. لذلك » فإن محصلة التدفق الخارجة ل N‏ هي مجموع محصلة التدفقات 
الخارجة للرؤوس .2 «S‏ والتي تساوي صفرًا . وهذا يؤدي إلى أن محصلة التدفق عبر أي قطع ضلعي تكون صفرًا . 
لذلك» لا يمكن SI‏ تتكون من ضلع واحد له وزن غير صفري . لذاء سوف نحصر اهتمامنا بالبيانات التي ليس لها 
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أضلاع قطع (بيانات تخلومن الجسور) . ما يميز التدفقات هنا عن الدورانات 2 الجزء 4.3 هو أننا منعنا أن 
كوت Gaull’‏ 3553 إن التدفقات التي ليست صفرًا ‏ أي مكان تمكننا من توسيع نظرية تايت. وسكا متیر 
البيانات الأويلرية 2 السياق للتدفقات التي ليست صفرًا 2 أي مكان. لذاء فإن خاصية الترابط لم تعد مهمة. B‏ 


7. تعريف: يسمى البيان Gly‏ زوجيًا (even graph)‏ 131 كانت درجة كل رأس زوجية. 
19.3.7 قضية : يكون للبيان تدفق من الدرجة 2 لا يساوي صفرًا 2 أي مكان إذا وفقط إذا كان البيانٌ Aim‏ 
الإثبات: إذا أعطينا as‏ من الدرجة 2 ولا يساوي صفرًا -2 أي مكان, فإننا سنحصل على تدفق موجب من 
الدرجة 2. وبما aso tall‏ الوزن 1 لكل ٠ ge‏ فعلى التوجيه تحقيق Si‏ يكون عدد الأضلاع الداخلة إلى كل رأس 
يساوي عدد الأضلاع الخارجة منه. وهكذاء فإن درجة كل رأس فيه تكون زوجية. 
وبالعكس» عندما تكون درجة كل رأس زوجيةء فإن كل مركبة تملك حلقة أويلرية. وتوجيه الأضلاع لتتبع مثل 
هذه الحلقة وتحديد الوزن 1 لكل ضلع يؤدي إلى تدفق موجب من الدرجة 2. n‏ 
إن التدفقات من الدرجة 3 التي لا تساوي صفرًا 2 أي مكان هي أكثر دقة؛ حتى للبيانات المنتظمة من الدرجة 3. 


20.3.7. قضية + (توت ]1949[ Tutte‏ ): يكون للبيان التكعيبي تدفق من الدرجة 3 لا يساوي صفرًا ‏ أي 

مكان إذا وفقط إذا كان البيان ثنائي الفرع. 
os OL‏ © اا Us Laas‏ بالتجركة X, Yast‏ إن كل بيان ثنائي الفرع منتظم يملك معاملاً 
من الدرجة 1 ans.‏ الأضلاع على المعامل من الدرجة 1 oa‏ إلى Y‏ أعط كلا منها الوزن 2 . ووجّه الأضلاع 
المتبقية جميعها من Y‏ إلى وأعط كلا منها الوزن 1 . لاحظ أن التدفق 2 حالتي الدخول والخروج عند كل رأس 
يساوي 2. لذلك» فهو تدفق من الدرجة 3 لا يساوي صفرًا 2 أي مكان. 

وبالعكس؛ ليكن © بيانًا تكعيبيًا مع تدفق من الدرجة 3 لا يساوي صفرًا ‏ أي مكان. بواسطة القضية 
7 يمكن افتراض أن التدفق يكون 1 أو 2 على كل ضلع . وبما أن محصلة التدفق هي 0 فلا dy‏ أن يوجد 
ضلع تدفقه 2 وضلعان تدفقهما 1 على كل رأس. وهكذا فإن الأضلاع التي تدفقها 2 تشكل مواءمة. Xos‏ 
مجموعة 3 الذيولء و ۲ à lagia‏ المقدمات لهذم الأضلاع. بما أن محضلة التدقق aie duo‏ كل ds ól soul‏ ضلع 
تدفقه 2 يؤشر من × إلى Sg: Y‏ ضلع تدفقه 1 يؤشر من Y‏ إلى . X. Y ote dad‏ تجزئتان ثنائيتان ل 6. " 
21.3:7: مثال: Ley‏ أنّ بیان بيترسون تكعيبيٌ ولیس AUD‏ ي الفرع» فإنه لا يملك تدفقا من الدرجة 3 لا يساوي صفرًا 
-2 أي مكان. وشوق ترى أنه لا يملك S il‏ من الدرجة 4لا يساوي صقرا يذ أي مكان. سوف نعرض أدناه 
تدفقا من الدرجة 4 لا يساوي صفرًا 2 أي glo‏ وذلك # البيان البسيط المنتظم من الدرجة 3 وهو C3 D Ka‏ 


1 


JS 


ولكي نفهم الثنوية بين التدفقات والتلوين؛ سوف نميز بيانات المستوى مع التدفقات من الدرجة k‏ التي Y‏ 
تساوي صفرًا 2 أي مكان. 
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7 . نظرية : (توت Tutte [1954b])‏ يكون بيان المستوى الخالي من opel‏ الا للتلوين الوجهي من 
الدرجة ۸ إذا وفقط إذا كان يملك تدفقا من الدرجة ۸ لا يساوي صفرًا 2 أي مكان. 


«Gta‏ (ينجر ]1983[ od Younger‏ من قبل سيمور lass f OSa . (Seymour)‏ على بیان مستوى 
G‏ نعرف دالة g‏ على مجموعة الوجوه بوضع (I)‏ لتكون محصلة التدفق المجمعة بالتحرك من الوجه P‏ خروجًا 
إلى الوجه غير المحدود. A.‏ كل مرة نقطع ضلع © سوف نعد f(e)‏ +131 كان © موجها نحو اليمين.ونعدٌ (©)/- إذا 
كان © موجها نحو اليسار. والقيمة التي 5455 للوجه الخارجي هي 0. 

لاحظ i‏ الدالة g‏ حسنة التعريف؛ بمعنى أن (F)‏ تكون مستقلة عن مسلكنا إلى الوجه الخارجي. حيث 
نستطيع تغيير مسلكنا إلى أي مسلك آخر بتغيير متتابع حيثما نذهب ”بالطريق الآخر“ حول رأس ما Y‏ (عن 
اليسار). O‏ التغيير يزيد التراكم لهذا الجزء أو ينقصه بمقدار محصلة التدفق الخارجة ل ۷ التي تكون 0 
ويكون الفرق بين القيم على الوجوه التي لها ضلع مشترك © هو E f(E)‏ لذلك؛ فإن الدالة g‏ تكون مناسبة إذا 
وفقط إذا كان لا يساوي صفرًا 2 أي مكان. 





وبالعكس» سنحول العملية من تلوين وجهي E‏ للحصول على تدفق (عن اليمين). بالنظر إلى 
وجه F"‏ من وجه F‏ عبر ضلع ٤‏ نضع aL f(e) = 8017( - SUF")‏ كان © يشير إلى يمينناء أو نضع 
l f(e) = g(F') - 7‏ كان © يشير إلى يسارنا - D]‏ جمع هذه القيم على الأضلاع الواقعة على رأس ۷ يبين 
Gas fi‏ لا يساوي صفرًا 2 أي مكان إذا وفقط إذا كان g‏ تلوينًا وجهيًا aa‏ 

لذلك؛ فإن التدفقات تقابل التلوينات الوجهية. والتلوين الوجهي يكون فعليًا إذا وفقط إذا كان التدفق 
لا يساوي صفرًا -2 أي مكان. وإذا كان Laas Gaull‏ من الدرجة ۸ لا يساوي صفرًا ب أي مكان. فإن تخفيف 
الأوسمة 2 التلوين لصفوف تطابق ج }1 - ,... ,0,1) يعطي تلويتا فعليًا من الدرجة ۸ . وبالعكس؛ فإن تلوينًا 
وجهيًا فعليًا من الدرجة ۸ يستخدم هذه الألوان لينتج تدفقا من الدرجة ۸ لا يساوي صفرًا يذ أي مكان. " 

لاحظ أن الارتباط بين الوسم الوجهي والتدفقات 2 النظرية 22.3.7 يكون متحققًا عندما تأتي الأوسمة 
من أي زمرة أبيلية. مطبقا باستخدام الزمرة للأزواج المرتبة الثنائية تحت عملية الجمع ((0,0) هو العنصر 
المحايد (« فإن العبارة المثبتة باستخدام هذه الحجة هي نظرية تايت نفسها. 

Ley‏ أننا نستطيع دراسة التدفقات على البيانات جميعهاء فإننا نستطيع افتراض أن مسألة التدفق مفهومًا 
le gt‏ للتلوين الرأسي. ”لا يساوي صفرًا .2 أي مكان“ مشابهة ل “Glad”‏ وبما أن كل تدفق من الدرجة 
لا يساوي صفرا ‏ أي مكان هو تدفق من الدرجة 1 + ۸ لا يساوي صفرًا 2 أي gle‏ فإن المسألة الطبيعية 
هي تصغير K‏ بحيث يملك Libas G‏ من الدرجة ۸ لا يساوي صفرًا -2 أي مكان. ends‏ هذا العدد الأصفر 
G 3 (flow number) gain ; m‏ بالتشابه مع العدد اللوني“ . Less‏ أننا ula "Gol Jaa‏ للتلوين من 
الدرجة ۸“ عندما يملك تلوينًا de‏ من الدرجة k‏ فإن التشابه الطبيعي يكون بقول إن jua G”‏ للتدفق 
هن You “He as yall‏ من G” 5 Lilgà‏ يملك تدفقًا من الدرجة ۸ لا يساوي صفرًا 2 أي مكان“ NUR‏ هذه 
الصياغة ليست شائعة بعد؛ لذا سوف نستعملها بصورة ضئيلة. 
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. باستخدام نظرية تايت» فإن النظرية 22.3.7 تنص على أن البيان التكعيبي السوي الخالي من الجسور يكون 
Su‏ للتلوين الضلعي من الدرجة 3 إذا وفقط إذا كان يملك Lo‏ من الدرجة 4 لا يساوي صفرا بك أي مكان. 
ونريد أن نوسع هذا الارتباط باسقاط الشرط على السّويّة. إِنَّ ملاحظة بسيطة حول النوعية سوف تكون مفيدة. 


23.3.7 تمهيدية  :‏ تدفق من الدرجة EE‏ يساوي صفرًا ب أي مکان. کل odo‏ يقع على عدد زوجي من 
الأضلاع التي أوزانها فردية. 
الإثبات: بما أنه عند كل رأس يكون المجموع الكلي للأوزان على الأضلاع الداخلة يساوي المجموع الكلي للأوزان 
على الأضلاع الخارجة؛ فإن مجموع الأوزان يكون زوجياء " 
7. نظرية ؛ ليكن © بيانًا تكعيبيًا. إذا كان G‏ يملك تدفقًا من الدرجة 4 لا يساوي صفرًا ب2 أي (ola‏ 
فإنه يكون قابلاً للتلوين الضلعي من الدرجة 3. 
OLAYI‏ بواسطة القضية 15.3.7( نستطيع افتراض أن G‏ يملك laga Lias‏ من الدرجة 4 (Df)‏ وهكذاء 
e( etl, 2,3} ole‏ )لکل ضلع © .ومن التمهيدية 7 .23.3 » فإن كل رأس يقع بالضبط على ضلع واحد فقط وزنه 
2. لذلك؛ ola‏ الأضلاع التي وزنها 2 فكل ales‏ من cali; 9G 1 de yal‏ حقفها اتتهادًا ga‏ فى cile‏ 
منفصلة. ولإكمال التحليل إلى العوامل من الدرجة 1 (ولذلك تلوين ضلعي فعلي من الدرجة 3( فإنه يكفي أن 
نبين SI‏ طول كل حلقة من هذه الحلقات زوجيٌ. 
لتكن C‏ حلقة من هذه الحلقات. إن الأضلاع التي أوزانها 2 و 5 تقع على رؤوس ل C‏ تكون أوتارًا ٠‏ أوتربط 
WC)‏ مع VO)‏ . وهذه الأوتار تشغل مجموعة جزئية من V(C)‏ حجمها زوجي. A‏ يكفي أن نبين ól‏ عددٌ 
الأضلاع بين VCC)‏ و V(C)‏ 32« إن وزن هذه الأضلاع جميعها يساوي 2. بما أن محصلة التدفق الخارجة 
د am (C)‏ أن تكون 0 والأضلاع جميعها بين V(C) (C)‏ تملك Lian‏ 2( فإن عدد الأضلاع الخارجة من 
V(C)‏ يجب أن يساوي عدد الأضلاع الداخلة إليها. ل 


2 6 2 
2 


Les‏ أن بيان بيترسون غير قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3 فإن النظرية 24.3.7 تعطي أنه غير قابل 
للتدفق من الدرجة 4. إن وجود تدفقات من الدرجة ۸ لا تساوي صفرًا ‏ أي مكان محافظ عليها ‏ أي تقسيم 
جزئي؛ فعندما يقسم ضلع © وزنه -2 تدفق من الدرجة ۸ لا يساوي صفرًا ‏ أي مكان بأن يستبدل به مسار طوله 
2 موجه نحو الاتجاه نفسه مع وزن le j‏ كلا الضلعين يعطي LEE‏ من الدرجة ۸ لا يساوي صفرًا ب أي مكان بط 
البيان الجديد. لذلك فإن التقسيمات الجزئية لبيان بيترسون أيضًا لا تملك تدفقات من الدرجة 4 لا تساوي صفرًا 

إن عكس النظرية 24.3.7 هو صحيح أيضًا ولكنه غير تافه؛ لأنه ليس بالإمكان معالجة صفوف الألوان 
بوصفها مجوعات أضلاع لوزن ثابت وتوجيه البيان لعمل هذا تدفقًا من الدرجة 4. ngs Ésa‏ 2 البيان 
ل Cs o‏ 2 المثال 21.3.7 تلوينٌ alg lao galio‏ فقط من الدرجة 3. وعند وسم صفوف الألوان ب 1. 2. 
3 فإنه من غير الممكن الحصول على تدفق من الدرجة 4. 2 التدفق الموجب من الدرجة 4 2 المثال 21.3.7: 
boy‏ أن الأضلاع ذات الأوزان 1 لا تشكل مواءمة. 

وعلى الرّغم من ذلك» فإن النظرية الآتية تضمن تدفقات من الدرجة 4 لا تساوي صفرًا ‏ أي مكان -3 
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البيانات التكعيبية القابلة للتلوين الضلعي من الدرجة 3. وهذا التمييز أكثر عمومًا؛ لأنه لا يتطلب انتظامًا. 


7 نظرية : يملك البيان تدفمًا من الدرجة 4 لا يساوي صفرًا ‏ أي مكان إذا وفقط إذا كان البيانٌ اتحادٌ 

بيانين زوجيين. 
الاثبات: لیکن 02 Gi.‏ بيانين زوجيين مع Gr.‏ لا G = Gi‏ وليكن D‏ توجيهًا د G‏ محصورًا على Gi Di‏ 
ومن القضيتين؛ : 19.3.7 و 15.3.7 نجد أن Gi‏ يملك (Di. fi) as‏ من الدرجة 2 لا يساوي صفرًا .2 أي 
مكان. وسّع EG) Af‏ بوضع 0 = E(G) - E(G) Jefe)‏ © ©. واجعل 2/5 + o] f — fi‏ دالة الوزن هذه 
فرديةٌ على E(Gi)‏ وتكون 2 ± على E(G) - E(Gi)‏ لذلك فهي لا تساوي صفرًا 2 أي مکان» ومقدارها يكون 
3عد ی الأكثر دائما . وبواسطة القضية 16.3.7 فإن (DA)‏ يكون تدفقًا؛ وهكذا فإنه يكون تدفقًا من الدرجة 4 
لا يساويًا صفرًا ب أي مكان. 

وبالعكس. ليكن as (Df)‏ من الدرجة 4 لا يساوي صفرًا ب أي مكان على Sag -G‏ 
((©)رفرديًا: Ei = (e € EG)‏ بواسطة التمهيدية 23.3.7 فإن Fi‏ تشكل Éag) UA joe Uo‏ من ©. لذاء 
يوجد تدفق (Di, fi)‏ على Ei‏ من الدرجة 2 ليس صفرًا 2 أي مکان. حيث Dy‏ تتو افق مع EG) AVP es D‏ 
بوضع 0 = fi(e)‏ لكل te € ECG) - Ei‏ الآن (Di)‏ هو تدفق من الدرجة 2 على -G‏ 

عرف :على ECG)‏ بوضع fr = (f-fiV2‏ من قضية 16.3.7 (DA) ole:‏ يكون تدفقًا على Ley -G‏ أن 
file)‏ - (©)كريكون زوجيًا dila‏ فإنه يكون lana‏ ضا ويواسظة الدهيدية 23.3.7. be‏ الجموعة 
Eo = (e € E(G)39s 2 f(0)}‏ تشكل Lily‏ جزئيًا Éa)‏ من -G‏ لكل e € EG) - Ei‏ فإن 2 ± = Ale)‏ 
و0 = file)‏ الذي woe‏ إلى أن 1 + = (e)‏ لذلك L(G) — EXC E» ola‏ الآن أصبح G‏ اتحاد بيانين 
جزئيين زوجيين. 8 
Aai .7‏ إذا كان © Lily‏ تكعيبيّاء فإنه يكون قابلاً للتلوين الضلعي من الدرجة 3 إذا وفقط إذا كان 
يملك تدفقا من الدرجة 4 ليس صفرًا ‏ أي مكان. 
GLO!‏ كل بيان تكعيبي قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3 هو اتحاد بيانين جزئيين زوجيين: الأضلاع 
باللونين 1 و 2 والأضلاع باللونين 1 و 3. u‏ 

2 ضوء النظرية 22.3.7: ola‏ النتيجة 26.3.7 تعمّم نظرية تايت. ولقد رأينا أن التقسيمات الجزئية 
لبيان بيترسون غير قابلة للتدفق من الدرجة 4. من خلال البيانات التي تخلو من الجسورء فإن مخمنة توت التي 
تستثني مثل هذه البيانات الجزئية تعطي تدفقات من الدرجة 4 ليست صفرًا 2 أي مكان. 

7.,. مخمنة : (مخمنة توت للتدفق من الدرجة 4 - توت (Tutte [1966b]‏ كل يهان يكلو مين 
الجسور ولا يحتوي على تقسيم جزئي لبيان بيترسون يكون قابلا للتدفق من الدرجة 4. " 

بما أن كل بيان يحتوي على تقسيم جزئي لبيان بيترسون يكون غير سوي» OL‏ مخمنة توت للتدفق من 
الدرجة 4 تعطي نظرية الألوان الأربعة. ولأنَّ التدفقات من الدرجة 4 التي ليست صفرًا 2 أي مكان مكافئة 
للتلوينات الضلعية من الدرجة 3 على البيانات التكعيبية: قإن مخمنة التدفقات من الدرجة 4 تعطى أيضًا مخمنة 
التلوين الضلعي من الدرجة 3 )55 ia‏ سابقًا). أمل الباحثون 2 إيجاد إثبات مناسب لمخمنة التدفق من الدرجة 
4 لتوت بوصفها طريقة للحصول على إثبات أقصر لنظرية الألوان الرابعة. 

سوف ننهي هذا الجزء بمناقشة العديد من المخمنات المشهورة الأخرى التي تتعلق بالمخمنات التي كرت 
كل تدفق من الدرجة ۸ ليس صفرًا -2 أي مكان هو تدفق من الدرجة 1 + / ليس صفرًا ب4 أي مكان. لذلك» يجب 
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أن تكون شروط التدفقات من الدرجتين 3 و 5 أكثر تقييدًا أو أقل على الترتيب من شروط التدفق من الدرجة 
4 الذي لا يساوي صفرًا ‏ أي مكان. هناك نصوص لمخمنة التدفق من الدرجة 3 لتوت 2 شتاينبرج ]1976[ 
(Steinberg)‏ 29 بوندي - مورتي ]1976 مسألة دون de‏ رقم 48[ (Bondy - Murt)‏ 


7. مخمنة : (مخمنة تدفق من الدرجة 3 لتوت) یملف كل acsi ode alas,‏ من اتدرجة 4 كد فقا هن 
الدرجة 3 ليس صفرًا -2 أي مكان. ل 


29.3.7 مخمنة : (مخمنة تدفق من الدرجة 5 لتوت (Tutte [1954b]‏ يملك 7 بيان يخلو مخ الجسور 
تدفقا من الدرجة 5 ليس صفرًا ‏ أي مكان. " 
أثبت is‏ من كلباترك ([1975] Kilpatrick‏ وجايجر [1979] Jaeger‏ أن كل بيان يخلو من الجسور 

يكون قابلاً للتدفق من الدرجة 4.8 حين أثبت سيمور ]1981[ (Seymour)‏ أن هذه البيانات تكون قابلة للتدفق 

من الدرجة 6 . وسنضع الأفكار لنظرية التدفق من الدرجة 8 باختصار ؛ لأنّ التفاصيل مطلوبة 2 التمارين. 
لاحظ أن كلا من SLY‏ يحمت الى ill.‏ الترابط الضلعي من الدرجة 3 « بإثبات أن أصغر بيان يخلو من 

الجسور ولا يحتوي على تدفق من الدرجة / ليس صفرا ب أي مكان يكون بسيطًا ومترابطا من الدرجة 2 ومترابطًا 

ضلا من الدزجة 3 (تمريخ 26( إن الخطوة:الرئيسة :يمن ذلك تكو بالتبي هن هان مترابظ aao‏ من 

الدرجة 3 بوصفه اتحادًا لبيانات جزئية مع تدفقات حسنة. ثم نطبق التعميم الآتي لنظرية 25.3.7: إذا كان Gi‏ 

يملك تدهقًا من الدرجة Ki‏ ليس صفرًا بك أي مكان؛ و G2‏ يملك تدفقًا من الدرجة ka‏ ليس صفرًا 2 أي مكان. فإن 

. ولكننا لا نحتاج إليه)‎ Let Sal asco) (24 ليس صفرًا  أي مكان (التمرين‎ kika Lid. يملك‎ Gi U Go 
2 لنظرية التدفق من الدرجة 28 يكفي إثيات أن كل بيان مترابط ضلعيًا من الدرجة 3 يمكن كتابته‎ 

صورة ة اتحاد لثلاثة بيانات جزئية زوجية. أولاً. إضافة نسخة إضافية لكل ضلع 2 G‏ يعطي G' Úle‏ مترابطًا 

ضلعيًا من الدرجة 6. لذاء ola‏ نظرية الشجرة — والتعبئة (Tree - Packing Theorem)‏ ل ناش ووليامز 
(Nash — Williams)‏ (النتيجة 59.2.8( تعطي ثلاث أشجار مولدة منفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًا ‏ '6. وهذه 
الأشجار تقابل ثلاث أشجار مولدة Lil Lag. G2‏ حصلنا عليها كأشجار منفصلة ضلعيًا  ol G'‏ كل ضلع 

-2 6 يظهر على الأكثر -2 شجرتين. 

2 داخل أي شجرة مولدة (G J‏ نستطيع إيجاد بيان جزئي نوعي G4 (parity subgraph)‏ يعني 
بيانا جزئيًا مولدًا H‏ بحيث 2 da (v) = do(v) mod‏ لکل EV(G)‏ «(تمرین 25( - 51 deat‏ 2 داخل EGG)‏ 
لمجموعة الأضلاع بيان جزئي نوعي هي Bie Sle‏ زوجي بذ © . وبما أن الشجرات المولدة الثلاث خاصتنا Y‏ 
تملك ضَلعًا مشتركا ٠‏ فإن المتممات لبياناتها الجزئية النوعية تعبر عن G‏ بوصفه اتحادًا لثلاثة ثة بيانات جزئية 
زوجية. ومن القضية 19.3.7 ٠‏ فإن JS‏ واحدة تملك تدفقًا من الدرجة 2 ليس صفرًا 4 أي مكان. لذاء ola‏ © 
يملك تدفقًا من الدرجة 8 ليس صفرًا ‏ أي مكان. 

إن طريق الحل 2 سيمور ]1981[ (Seymour)‏ مشابه؛ حيث يكون التعبير عن بيان مترابط ضلعيًا من الدرجة 
3 بوصفه | اتحادًا لبيان زوجيء وبيان قابل للتدفق من الدرجة 3 . وهذا يستخدم مفاهيم أكثر دقة. تتضمن مفهومًا 

Gh سيمور قد‎ OLA توت [1949]. إضافة إلى أن‎ LB للتدفقات التي قدمت أصلاً‎ (modular) “Gua.” 

من Jia‏ ينجر ]1983[ (Younger)‏ وجايجر ]1988[ Jaeger)‏ . لتفاصيل أكثر. انظر زانج ]1997[ Zhang)‏ . 
لقد أثبت كلمنز ]1984[ (Celmins)‏ أنه إذا كانت مخمنة التدفق من الدرجة D‏ غير صحيحة: فإن أصغر 

مثال مناقض هو سنارك الذي يملك خصرًا 7 على JY‏ ولا يملك قاطعًا Gala‏ غير تافه له أربعة أضلاع. 
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سنصف مخمنة إضافية أخرى ومدى علاقتها بالمواضيع السابقة بقة. 2 البيان السوي المترابط ضلعيًا من 
الدرجة 2 قان الحو د الوجهية Lees‏ حلفا وکل ضلع يقع 2 حد لوجهين . لذلك» فإن الحلقات الوجهية 


a‏ تفطي كل ضلع مرتين بالضبط. ومن المنطقي أن نسأل عما إذا كان يمكن الحصول على مثل هذا الغطاء 
SUL‏ ليست سنوكة: 


7. تعريف: الغطاء G olas (Cover)‏ هو قائمة من البيانات الجزئية التي يكون اتحادها US .G‏ 
الغطاء المزدوج (double cover)‏ فهو غطاء يظهر كل ضلع 2 بيانين جزئيين بالضبط 2 القائمة. ‏ حين 
يعرف الغطاء المزدوج الحلقي (cycle double cover) (CDC)‏ على أنه غطاء مزدوج يتكون من حلقات. 

i gU 31.3.7‏ الحلقة الخارجية من الدرجة 5 مع الدورانات الخمسة للحلقة من الدرجة 5 كما هو مبين 

2 الشكل أدناه يشكلان غطاءً مزدوجًا Lala‏ لبيان بيترسون. وكذلك O‏ بيان بيترسون يملك غطاءات زوجية 

حلقية باستخدام حلقات بأطوال أخرى (التمرين 36( g‏ 


بما أن أضلاع القطع لا تظهر 2 حلقات» فإن البيانات التي تخلو من الجسور هي وحدها التي تملك غطاءات 
مزدوجة حلقية. 

32.3.7 مخمنة : مخمنة الغطاء المزدوج الحلقي - سزكرز ]1973[ (Szekeres)‏ سيمور (Seymour)‏ 

:[1979b]‏ يملك US‏ بیان يخلو من الجسور غطاء مزدوجًا حلقيًا. 

قد يعتقد القارئ أن مخمنة الغطاء المزدوج الحلقي تتبع مباشرة من استخدام الطمور على السطوح التي 
لها مقابض؛ ولكن مثل هذه الطمور يمكن أن تملك حدودًا وجهية تسير على الضلع نفسه مرتين. تشير مخمنة 
الطمر القوي (Strong Embedding Conjecture)‏ إلى أن كل بيان مترابط من الدرجة 2 يملك طمرًا 
(على سطح (Le‏ بحيث يكون ang JS 3o.‏ حلقة أجاذيةوتطبيق dye Vale dag! ye Gilad call JS ule l3‏ 
الدرجة 2 سيعطي مخمنة الغطاء المزدوج الحلقي. 

2 مناقشة مخمنة الغطاء المزدوج a‏ أن AANA‏ إلى أن الضظلد ات فد ذارضن معا ليو 
الحظ. -2 هذا الكتاب» نستخدم التعريف للحلقة الذي يكون BS je‏ ماف JS‏ مره EEE MERTE‏ 
والمحيط. والسّويّة.. إلخ. هذه اللغة, lal‏ صت تكافؤ لسرب مغلق (إهمال رأس البداية) » أما البيان الزوجي 
فهو بيان درجات رؤوسه جميعها زوجية. وتغير الدارة أوتجتاز ang Úle‏ مترابطًا. 

الأدبيات حول الفظاءات الحلقية عمومًا تتتاول هذه اللصطلحات: «Weed‏ مضطلح ”الدازة يعني حلقة: 
ومصطلح Aie‏ يعني Ulo‏ زوجيًا. بما أن مصطلح ‏ ”بيان زوجي“ يثير تعريفه بقوة. Like‏ نأمل أن يكون 
استخدامنا واضحًا. 

الاستخدام البديل يظهر ‏ نصوص أخرى 2 الماترويد (الجزء 2.8( حيث E‏ الدارات مجموعاتٌ مستقلة 
أصغريةء 2g‏ الماترويد الحلقي لبيان ماء تكون هذه المجموعات هي المجموعات الضلعية لهذه الحلقات. والفضاء 
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الحلقي لبيان ما هو فضاء متجهي (باستخدام }1,0{ ( حيث تكون الإحداثيات مدلول عليها من خلال الأضلاع 
والتجهات الت Jal‏ البيانات الجزثية الزوحيه: 

تنص مخمنة غطاء مزدوج Gale‏ الأصلية على أن كل بيان يخلو من الجسور يملك غطاءً مزدوجًا من خلال 
بيانات جزئية زوجية. وهذا التعبير مكافيّ لتعبيرذا: نظرًا إلى أن كل بيان زوجي هو اتحاد حلقات منفصلة ضلعيًا . 

وهكذا ريما نبحث عن غطاء مزدوج باستعمال عدد قليل من البيانات الجزئية الزوجيةء إذ إن الحلقات 2 
غطاء مزدوج حلقي في بيانات جزئية زوجية Loin.‏ ذكون امات Lig) Lalo Aia‏ روجا »فمن الممكن ضمّها 
لتشكل pe by‏ فوا مشرد وهذا يقود الى das ali‏ بيخ التدخقات السعيسةوالقطاءات Ae ga SL‏ الحلقية. 
33.3.7 قضية: يملك البيان تدهقًا من الدرجة 4 ليس صفرًا 2 أي مكان إذا وفقط إذا كان يملك غطاءٌ 

مزدوجًا حلقيًا NEL‏ ثلاثة بيانات جزئية زوجية. 
الإثبات: تنص النظرية 25.3.7 على أن Ely‏ ما يملك Ua‏ من الدرجة 4 ليس صفرًا ‏ أي مكان إذا وفقط 
إذا كان عبارة عن اتحاد بيانين جزئيين زوجيين Eo, Ey‏ ضع Es = EAE‏ تساوي الدرجة عند كل رأس V‏ 
E3 2‏ مجموع الدرجات  E‏ و E;‏ ناقص ضعفي عدد الأضلاع المشتركة الواقعة على هذا الرأً t‏ لذلك فهذه 
الدرجة زوجية. وهكذاء E3 ola‏ يكون ن بيانًا جزئيًا زوجيّاء ويحتوي بالضبط على الأضلاع التي تظهر ‏ واحدة من 
dhal hy, Fy}‏ : وهكذا. » فإن التفككات الحلقية ل ريل ace E FE‏ لتعطي HUE CAU Lad‏ 

"EAM‏ إذا JS‏ غطاءٌ مزدوج ale‏ ثلاثة بيانات جزئية زوجية, فإن إهمال أحدها يخلف البيان الذي يمكن 
التعبير عنه بوصفه اتحادًا لبيانين جزئيين زوجيين. وهكذاء فإنه يوجد تدفق من الدرجة 4 ليس صفرًا ‏ أي مكان 8 

لتكن P‏ تدل على عائلة البيانات التي لا تحتوي على تقسيم جزئي لبيان بيترسون. بواسطة القضية 33.3.7( 
فإن مخمنة التدفق من الدرجة 4 لتوت تؤدي إلى أن كل بيان 2 P‏ يملك fla‏ مزدوجًا Kala‏ لاحظ أن السباغ, 
وجودين؛ وزانج )]1994[ Alspach - Goddyn - Zhang)‏ قد af‏ ثبتوا نتيجة عميقة تعطي غطاءات مزدوجة 
حلقية Li 15251 235) Pe cad‏ أن Aula.‏ غظائية (Baad Goll‏ ل G‏ إذا وفقط إذا كان 2s. (G € P‏ 
ضوء القضية 33.3.7( فإن هذه تعد نتيجة جزئية 2 اتجاه مخمنة التدقق من الدرجة 4 لتوت. فضلا عن Ol‏ 
لمخمنة غطاء مزدوج Gale‏ أيضًا علاقة بالسناركات؛ حيث أثبت جودين [1985] (Goddyn)‏ أنه إذا كانت 
مخمنة غطاء مزدوج Gale‏ غير صحيحة؛ فإن أصغر مثال مناقض هو سنارك ذو خصر يساوي 8 على الأقل. 
تمارين (Exercises)‏ 
7 (-) أثبت أن كل بيان هاملتوني منتظم من الدرجة 3 يملك تلوينَ تايت. 
2.3.7. )7( اعرض بيانات بسيطة منتظمة من الدرجة 3 تكون: 

.3 سوية؛ ولكنها غير قابلة للتلوين الضلعي من الدرجة‎ (a 

.3 مترابطة من الدرجة 2 ولكنها غير قابلة للتلوين الضلعي من الدرجة‎ (b 

(C‏ سوية مع ترابط 2 ولكنها ليست هاملتونية. 

e e e e e 

3.3.7 أثبت أن كل بیان مستو أعظمي غير Ks‏ يكون قابلا cas‏ الوجهي من às ll‏ 
7. دون استخدام نظرية الألوان الأربعة؛ أثتبت أن كل بیان مستو هاملتوني يكون قابلاً للتلوين الوجهي من 
الدرجة 4 (دون Gi‏ افتراض حول درجات الرؤوس) . 
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7 أثبت ol‏ أي بيان مستو مترابط Dakia‏ من الدرجة 2 يكون قابلاً للتلوين الوجهي من الدرجة 2 إذا وفقط 
إذا كان أويلريًا. 
16.3.7 استخدم نظرية تايت (النظرية (2.3.7 لتثبت أن 3 = y'(G)‏ للبيان G‏ المبيّن أدناه. 





7.3.7 )1( لیکن G‏ تثليًا مستويًا: 
(a‏ أثبت أن الثنوي G*‏ يملك معاملاً من الدرجة 2. 


(b‏ استخدم فرع (A)‏ لتثبت أن الرؤوس .2 G‏ من الممكن أن ob‏ بلونين بحيث يملك JS‏ وجه رؤوس كلا اللونين. 
(مساعدة: استخدم الفكرة ج الإنبات لنظرية )2.3.7( ]1974[ .(Penaud [1975]. « Burstein‏ 


GAS aal (+) 7‏ أن كل تثليث سوي يملك عددًا ig‏ ضلعيًًا يساوي A(G)‏ وقد أثبت هذا عندما تكون 
A(G)‏ كبيرة Ley‏ فيه الكفاية. أثبت أن Y (G) = AGG)‏ للبيان ذي العشرين وجهاء كما هو مبين أدناه. 


7 أثبت أن تلوينًا Liked‏ من الدرجة 4 للبيان ذي العشرين gong‏ يُستعمل كل لون 3 cil ja‏ بالضبط. 
7. لقد أثبت ويتني [1931] أن كل تثليث سوي مترابط من الدرجة 4 يكون هاملتونيًا . استخدم هذا 
Aii‏ مسألة الألوان الأربعة إلى المسألة التي تثبت JS Sh‏ بيان سوي هاملتوني قابلٌ للتلوين من الدرجة 4. 

7 .جد gas LL‏ مترابطا من الدرجة 5. هل يوجد بيان سوي مترابط من الدرجة 86 

ts G ys 12.3.7‏ مسقومًا: أت آنه AS o alley‏ رامنية dating Fs colle oa Cie germs coll‏ إذا كان 
G*‏ هاملتونيًا. )]1970[ (Stein‏ 

eee‏ )3( لكل من البيانين السويين أدناه؛ جد حلقة هاملتونية أو استعمل المستوية (شرط جرينبرج ) لتثبت 


AB 
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4 .د ليكن © Glut!‏ المرسوم أدناه. أثبت أنه لا يملك حلقة هاملتونية. فسّر لماذا لا نستطيع استخدام نظرية 
جرينبرج مباشرة لإثبات هذا . 


)١( 7‏ أثبت نظرية جرينبرج باستخدام صيغة أويلر. 
7 . )1( استخدم شرط جرينبرج لتثبت أن بیان جرينبرج ( أدناه) ليس هاملتونيًا. 


17.3.7 )1( أصغر بيان سوي مترابط من الدرجة 3 منتظم من الدرجة 3 معروف وليس هاملتونيًا يملك 38 LL},‏ 
ويظهر 2 الأسفل. أثبت أن هذا البيان ليس هاملتونيًا. )]1966[ .(Barnette, Bosa’k [1966] Lederberg:‏ 


>€ 


7 . ليكن G‏ البيان الشبكى O Py‏ . وليكن Q‏ مسارًا هاملتونيًا من الرأس الموجود على الزاوية اليسرى 
العلوية إلى الرأس الموجود على الزاوية اليمنى السفلية؛ كما هو مبين بخط سميك 2 الشكل أدناه. لاحظ أن Q‏ 
يجزىء الشبكة إلى مناطق؛ والتي يكون بعضها مفتوحًا إلى اليسار أو إلى الاتجاه السفليء ب4 حين تكون المناطق 
الأخرى مفتوحة إلى اليمين أو إلى الاتجاه العلوي. أثبت أن المساحة الكلية التي عن اليمين فوق (8) تساوي 
المساحة الكلية للمناطق عن اليسار تحت Krompart — Collins Fisher) .(A)‏ -]1994[(. 





)١( .19.3.7‏ بیان بيترسون المعمم Pik) (generalized Petersen Graph)‏ هو البيان الذي رؤوسه 
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(vi, ..., Vn} 9U, ... Un}‏ وأضلاعه[ 1 + (Vi Visk} g {ii Vi} (ui Ui‏ حيث يكون الجمع بمقياس A‏ بيان 
بيترسون نفسه هو :P(5.2)‏ 
(a‏ أثبت أن البيان الجزئي ل PQ,2)‏ المحدث من خلال ۸ زوجًا متتاليًا Vi)‏ , ;21( يملك حلقة مولدة إذا 
كان k= 1m003‏ و4 > .k‏ 
(b‏ استخدم فرع (a)‏ لتثبت أن 3 = (PQ2))‏ 'بز إذا كان 6 NZ‏ 


Vi Vi0 


a i i a D 


ui uio 

20.3.7. )-( ليكن UL G‏ منتظمًا من الدرجة 3. أثبت أنه إذا كان G‏ اتحادًا لحلقتين: فإنه يكون قابلاً 
للتلوين الضلعي من الدرجة 3. 
77 (+) ” سناركات الزهرة" Gross‏ و He‏ كما أنشئًا 2 (المثال 13.3.7): 

.3 قابل للتلوين الضلعي من الدرجة‎ Gr أثبت أن‎ (a 

(Isaacs [1975]) فرديًا.‎ k أثبت أن+7/ غير قابل للتلوين الضلعي من الدرجة 3 عندما يكون‎ (b 
والذي لا يعزل رأسًا يملك +2 ضلعًا على الأقل.‎ K 0 Ci أثبت أن كل قطع ضلعي‎ 22.307 
als أثبت أن تطبيق عملية الجداء النقطي (التعريف 12.3.7( على سناركين يعطي سناركا‎ (*) .23.3.7 
.)]1975[ Isaacs) 
يساوي صفرًا 2 أي‎ Yki من الدرجة‎ Libas يملك‎ Gr و02 بيانين. أثبت أنه إذا كان‎ Gi 7ء (*!) ليكن‎ 
يملك تدفقا من الدرجة‎ Gi لا‎ Gz فإن‎ ile لا يساوي صفرًا  أي‎ ka من الدرجة‎ Gana يملك‎ G مكان. و‎ 
۸2ء ولیس صفرًا -2 أي مكان.‎ kı 
ررك‎ (v) = do(v) mod2 بحيث يكون‎ H جزئي‎ ole د 6 هو‎ (Parity subgraph) بیان جزئي نوعي‎ (1) 25.3.7 
.© تحتوي على بيان جزئي نوعي ل‎ G أثبت أن كل شجرة مولدة لبيان مترابط‎ . © VG) لكل‎ 
. (Itai Rodeh -]1978[( 
وغير تافهء ولا يملك تدفقا من‎ D مترابط ضلعيًا من الدرجة‎ G أثبت أن أصغر بيان‎ k2z32(*) 26.3.7 
من الدرجة‎ Kalia ؛ ومترابطًا‎ 2:35. sll ys stas Lua ولیس صفرًا ب أي مكان, يجب أن کن‎ ck الدرجة‎ 
(مساعدة: أو استثن العرى والرؤوس التي درجتها 2 واختزلها بافتراضها قوالب» ثم استثن الأضلاع‎ .3 
من‎ G ببيان محصول عليه من‎ G قارن‎ ala استثن القواطع الضلعية التي حجمها 2. 2 كل‎ Madly المتكررة,‎ 
خلال حذف أضلاع ا‎ 
من الدرجة 4 لا يساوي صفرًا 2 أي مكان.‎ Libas أثبت أن كل بيان هاملتوني يملك‎ )*( 7 
من الدرجة 5 ليس‎ aS هاملتونياء ويملك‎ (Suse أن كل بيان يخلومن الجمتور: ويملك‎ endl )*( 28.3.7 
- (Jaeger [1978]) أي مكان‎  اًرفص‎ 
بحيث لا‎ G على‎ D هو البيان الثنوي. جد تدفقًا من الدرجة‎ G على الطارة؛ وليكن‎ Ks اغمس‎ )*( ,.7 
يساوي هذا التدفق صفرًا  أي مكان.‎ 
يملك تدفقا من الدرجة‎ G بيان جزئي زوجي إذا وفقط إذا كان‎ T هو الاتحاد‎ G Le أثبت أن‎ )*( 30.3.7 
-( Matthews [1978]) ليس ضرا 2 أي مكان‎ 2 
Usos تملك‎ G أن‎ ctl Lag Ua. Lily 2” مشكلا‎ Cae يملك غطاءً مزدوجًا‎ Úle G لیکن‎ (*) 31.3.7 
(Jaeger [1988]) من الدرجة 2 ليس صفرًا 2 أي مكان‎ 
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32.3.7. )*1( عندما نقول إن توجيهًا من الدرجة 3 مقياسي (modular 3- orientation)‏ لبيان G‏ فإننا 
نعني توجيهًا D‏ بحيث d (v) = dp (v)mod3‏ لكل v(G)‏ © ۷. أثبت أن كل بيان يخلو من الجسور 
يملك Ua‏ من الدرجة 3 وليس صفرًا ‏ أي مكان إذا وفقط إذا كان يملك توجيهًا من الدرجة 3 مقياسيًا 
.(Steinberg- Younger [1989])‏ 
33.3.7 )*( تمييز للتدفقات من الدرجة k‏ والتي ليست صفرًا ‏ أي مكان. ليكن © Ule‏ يخلو من 
الجسورء وليكن D‏ توجيهًا د G‏ وليكن © و D‏ عددين صحيحين موجبين. أثبت أن العبارات الآتية متكافئة. 
:(Hoffman [1958])‏ 

S لكل مجموعة جزئية فعلية غير خالية من الرؤوس‎ ESET SS (a 

[a,b] يملك تدفقا صحيحًا باستخدام أوزان 2 الفترة‎ (b 

[a,b] تدفقًا قيمته عدد حقيقي باستخدام أوزان ع الفترة‎ G يملك‎ (C 
-Cm V K2 Cu V 2K2 و‎ Cm V Ki جد غطاءات مزدوجة حلقية للبيانات‎ )*( 34.3.7 
جد الغطاءات المزدوجة الحلقية بأقل عدد من الحلقات لكل بيان بسيط منتظم من الدرجة 3 على 6 رؤوس.‎ 35.3.7 
له والذي عناصره ليست جميعها حلقات‎ Wale مزدوجًا‎ tlle’ بيان بيترسون. جد‎ G لیکن‎ (-*) 36.3.7 
© الدرجة 1. (مساعدة : خذ 2 الحسبان رسمًا ل‎ ld خماسية. وجد غطاءً مزدوجًا له كذلك يتكون من عوامل‎ 
أن كل بیان مكعب يخلو‎ (Fulkerson) ]1971[ يملك حلقة خارجية على 9 رؤوس). (تعليق: لقد خمن فلكرسون‎ 

من الجسور يملك غطاءً مزدوجًا يتكون من 6 مواءمات تامة) . 
7 (*) أثبت أن أي حلقتين على 6 رؤوس -2 بيان بيترسون يجب أن تشتركا ‏ ضلعين على الأقل. 
وإستنتج أن بيان بيترسون الذي لا يملك CDC‏ يتكون من خمس حلقات على 6 رؤوس. استخدم هذا والتمرين 
7 لتستنتج أن Oly‏ بيترسون الذي لا يملك CDC‏ يتكون من حلقات زوجية. Zhang)‏ .0.0 ) 
38.3.7 )*1( يكون غطاءً مزدوجًا als‏ قابلاً للتوجيه (orientable)‏ إذا أمكن توجيه حلقاته كحلقات 
موجهة بحيث يكون كل ضلع محتوى A‏ حلقتين؛ « فإن الحلقتين اللتين تحويانه يجتازانه 2 اتجاهين متعاكسين. 
ويكون البيان الموجه زوجيًا إذا كان (v) = d' (v)‏ 4 لكل رأس V‏ 

(a‏ افترض أن G‏ يملك تدفقًا من الدرجة ۸ غير سالب (D. f)‏ أثبت أنه يمكن التعبير ع ن/رعلى الشكل 
٠ ey m‏ حيث إن كل (Dfi)‏ هو تدفق غير سالب الدرجة 2 على -G‏ (مساعدة: استخدم الاستقراء على (K‏ 
(Little — Tutte — Younger [1988])‏ 

ERE - 1 هو الاتحاد د‎ D من الدرجة ۸ إذا وفقط إذا كان‎ Casal Df) Gass 6 يملك بيان‎ (b 
. (Little — Tutte — Younger [1988]) Leis f(e) 2 بالضبط‎ D 2 © بحيث يظهر كل ضلع‎ Lins} 

(c‏ أثبت أن G Ely‏ يملك Ua‏ من الدرجة 3 ليس صفرًا 2 أي مكان إذا وفقط إذا كان Gc‏ يملك غطاءً 
gases‏ حلقيا Sus‏ للتوجيه. sek,‏ ثلاثة بيانات جزئية زوجية )]1949[ Tutte‏ (- 
7 .39.3 (*) ليكن UL G‏ يملك gs WEEE CDC‏ أربعة بيانات جزئية زوجية. أثبت أن G‏ أيضا يملك CDC‏ 
NEEL‏ من ثلاثة بيانات جزئية زوجية . (مساعدة: استخدم الفروقات التماثلية ) . 
7 (*) 2 بیان بيترسون. أثبت أن الحل لمسألة ساعي البريد الصيني يملك طولاً ys. 20 ÉK‏ الطول 
الكلي الأصغر للحلقات التي تغطي بيان بيترسون هو 21. 
Al. 3. 7‏ (*) لتكن M‏ مواءمة تامة 2 بيان بيترسون. أثبت عدم وجود قائمة من الحلقات 2 بيان بيترسون 
حيث إنها Lao‏ تفطي JS‏ ضلع 2 1 بالضبط مرتين 2 حين تغطي الأضلاع الأخرى جميعها مرة واحدة بالضبط. 
-(Seymour [1979b], Itai- Rodeh [1978])‏ 
42.3.7 (*) لیکن Úle G‏ يحوي Ina‏ غطائيًا (بمعنى: حل أمثل لمسألة ساعي البريد الصيني) يتفكك إلى 
حلقات. أثبت أن G‏ يملك غطا 2 ale‏ طوله الكلي 1 - e(G) + n(G)‏ على الأكثر. وحدد الطول الأصغر لغطاء 
حلقي Koerd‏ بدلالة عدد كل من الأضلاع و الرؤوس. 


الفصل الثامن 
مواضيع إضافية (اختياري) (Additional Topics (optional))‏ 


سنعرض 2 هذا الفصل مواضيع متقدمة ومتخصصة بصورة أكثر . وسيقدم کل جزء من هذا الفصل نبذة 
سريمة لوضوع يستحق أن يكون فصلا قائمًا بذاته (أوكتابًا) Lal.‏ 2 نهاية هذا haill‏ فهناك عدة أجزا ء تعالج 
بعض المواض ضيع الأكثر صعوبة. 


8 البيانات الكاملة (Perfect Graphs)‏ 
لقد ناقشنا الحدّ الأدنى (G) < (G)‏ للعدد اللوني. إِنْ رؤوس العصبة تحتاج إلى ألوان مختلفة. 2 الجزء 
(الجزء) 3.5 ناقشنا بيانات» بحيث Ol‏ بياناتها الجزئية المستحدثة جميعها تحقق المساواة 2 هذا All‏ 


8.. تعريف: 25 البيان 6 taa‏ كاملاً إذا تحقق أن XH) = oH)‏ لكل بیان جزئيٌ مستحدث ۲1 من 6. 

عند الحديث عن البيانات cya Olo ALIS‏ الشائع استخدام المصطلح (مجموعة مستقرة ) لتعني مجموعة 
مستقلة من الرؤوس. وكما -2 السابق؛ SL‏ العصبة تعني مجموعة من الرؤوس المتجاورة زوجًا زوجًا. وكالعادة. 
la‏ (أكبر) تعني أكبر حجمًا. 

zui EEE NENI EE o n مص على وين‎ E أن‎ Leas 
óda. هيدا الود ء. لاحظ أن إجراء عملية التتام يحول العصب إلى مجموعات مستقرة والعكس صحيح‎ 
وتسمّى مجموعة هذه‎ H بوصفه اتحاد عُصَبك‎ VED يعني التعبير عن‎ aa Lng H إن تلوين‎ o(H) = a(H) 
T لكل بيان 6 هناك 4 وسائظ ذات أهمية:‎ ba العصب 2 غطاء عصبة (أوعصب) ل . ويناءً على ذلك:‎ 


عدد الاستقلال a(G)‏ أكبر حجم لمجموعة مستقرة. 
عدد العصبة (العصب) ©)م أكبر حجم لعصبة. 

العدد اللوني 6 أصغر عدد من الألوان. 

عدد غطاء العصب )0(6 أصغر حجم لغطاء العصب. 


عرّف بيرج (Berge)‏ نوعين من الكمال؛ هما 
Jats G‏ بالنسبة إلى !ذا كان ([4] -AG [AD = eG‏ 
Gp. AC VG) Js‏ كامل بالنسبة إلى © إذا كان([4] (G [A]) = »)G‏ نكل(7)0 4 . 
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تعريفنا للكمال هو تعريف كامل بالنسبة إلى Y‏ نفسه (لقد استخدم بيرج الرمز Y(G)‏ للعدد اللوني) G ]4[ dite.‏ 
GIA] ais‏ فيمكن صياغة نص كامل بالنسبة إلى » بدلالة G‏ على الشكل A je x(G[A]) = @(G[A])”‏ 
VG)‏ ع». لذاء le‏ المصطلح ”كامل بالنسية إلى “Ot‏ له معنى أن duit: ats G”‏ إلى aii y‏ 

oW‏ نستخدم isis‏ للكمالء وذلك SY‏ لوفاس ji eai (Lova'sz [1972 a])‏ ”البيان 6 يكون 
كاملاً بالنسبة إلى ۷ إذا وفقط إذا كان Sals‏ بالنسبة “Os‏ . وبدلالة تعريفنا الأساس للكمال: bb‏ التعريف 
يصبح: ”يكون البيان G‏ كاملاً إذا وفقط إذا كان G‏ كاملاً“. 

هذه العبارة هي نظرية البيانات الكاملة (PGT)‏ 

دائمًا œ (G).‏ < (0)/إ و (G) > » (G)‏ 0؛ بسبب اشتراك عصبة ما ومجموعة مستقلة 4 رأس واحد 
على الأكثر. لذاء obs‏ غبارة الكمال لصنف من البيانات هي علاقة أصغر - أكبر تكاملية. لقد لاحظنا 2 المثال 
5 أنْ عدة علاقات أصغر - أكبر معروفة هي عبارات تنص على أن البيانات ig pall ASL‏ وبياناتها 
الخطية. ومتمّمات هذه البيانات هي بيانات كاملة. 

إذا کان 22 (Cy) < 0C, ) ol‏ و X(C4,)) < Cy.)‏ (تمرين 1). لذاء ól‏ الحلقات 
الفردية ومتمماتها Le)‏ عدا C,‏ و (C,‏ تكون غير تامة. 


2.1.8 مخمنة Ahha‏ البيان الكامل القوي -Berge [1960] - (SPGC)‏ 
يكون البيان G‏ كاملاً إذا وفقط إذا خلا JS‏ من © Gy‏ من بيان Ája‏ مستحدث يشكّل حلقة فردية طولها 
يساوي 5 على الأقل. n‏ 
ال SPGC‏ تبقي المسألة دون Ol Lay dm‏ الشرط ج المحَمّنّة cil‏ التتام Bla‏ ال 6 تضمن اد PGT‏ 
LUT Ley‏ قد تعرضنا لعدة عائلات كلاسيكيّة من البيانات الكاملة 4 الجزء (الجزء ) 3.5 b‏ هدفنا الآن 
هو أن نبرهن نظرية البيانات الكاملة. وفيما بعد» سندرس خصائص البيانات غير الكاملة الصغرىء s‏ 
(صفوف) البيانات الكاملة املة. ولدراسة أعمق؛ يمكن الرجوع إلى ([1980] (Golumbic‏ الذي يعطي تقد 
شاملاً للموضوع؛ وكذلك إلى )]1984[ (Berge - chvatal‏ الذي يجمع العديد من الأبحاث الكلاسيكيّة 
ويحدثها. 
نظرية البيان الكامل (The Perfect Graph Theorem)‏ 
2 العام 1960م: Gad‏ بيرج SI‏ الكمال بالنسبة إلى EMSS Y‏ الكمال بالنسبة إلى (انظر Berge‏ 
[1961]) . وقد كان لوفاس (Lovasz [1972a])‏ عالم الرياضيات التّوافقيّة ية (التركيبية) مدهشًا من خلال 
إثباته لهذه ainsi‏ المهمة والمعروفة وكان عمره حينها 22 -Lale‏ ودرس فولكرسون ois Lgl‏ المحَمّنّة واختزلها 
2 عبارة AHI‏ أنها قوية lie‏ لتكون صحيحة. وعندما أخبره بيرج أن لوفاس قد برهنها من قبل أثبت خلال 
ساعات التمهيديّة المفقودة (التمهيديّة 4.1.8( وهذا يوضح أن النظرية تصبح سهلة الإثبات إذا تأكدت 
صحتها )]1971[ (Fulkerson‏ سنبرهن نظرية البيان الكامل باستخدام عملية توسع البيان دون SiO‏ 2 
بخاصية الكمال. 
3.1.8 تعريف: مضاعفة x Gl‏ للبيان G‏ تنتج هدي du X' o; lab atis (Geox Mus Ulo‏ إن 
ol N (x?) =N (x)‏ ضرب رؤوس h > (A, ..... j oe eal 2 G‏ الذي إحداثياته أعداد صحيحة 
غير سالبة هو البيان H = Goh‏ الذي تتكون مجموعة رؤوسه من h,‏ نسخة من X, E VG) JS‏ حيث 
تكون نسختا ,9% X,‏ متجاورتين 2 DLH‏ وفقط إذا كان , × جه , x‏ بذ 6. 
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LT Lb Ly 


Gox Go (2,1, 0, 3, 1) 


8 . تمهيدية 1 ضرب الرؤوس يحافظ على الكمال بالنسبة إلى cy‏ والكمال بالنسبة إلى». 

الإثبات: نلاحظ أولاً أنه يمكن الحصول على البيان G © h‏ من بيان Gija‏ مستحدث من G‏ بإجراء 
عمليات متتابعة من مضاعفة الرؤوس. 

إذا كان als h,‏ يساوي 0 أو 1 Goh =G [A] óle‏ حيث )0 < A =) = h,‏ وبخلاف ذلك ابدأ 
ب G[A]‏ ثم أجر عمليات مضاعفة الرؤوس حتى يكون موجودًا لديك (i JS) x, "m‏ 

إن كل مضاعفة لرأس تحافظ على خاصية Si‏ نسحًا من ,× و ,× تكون متجاورة إذا وفقط إذا تحقق أن 
x, xE EG)‏ . لذا la‏ البيان الناتج هو GoM‏ 

إذا كان Sus G‏ بالنسبة إلى )© ولم يكن Go O h‏ كذلك : فاك إحدى اتشات التى أجروت اللحصول على 
Go h‏ من [4] Ue gas G‏ غير كامل بالنسبة إلى 0 من بيان كامل بالنسبة إلى ». لذاء يكفي برهنة أنْ 
مضناعفة الرّأس تحافظ على الكمال بالنسبة إلى A‏ 

الاختزال نفسه يتحقق للكمال بالنسبة إلى Y‏ وبما أنّ كل بيان 555% (lad‏ مستحدث من © G‏ هوبيان 
gija‏ مستحدث من G‏ أو مضاعفة رأس لبيان جزئيٌ مستحدث من Lija‏ نختزل ادعاءنا لإثبات D‏ 
ox) = w(Gox)‏ © عندما يكون G‏ كاملا بالنسبة إلى A(G 0 x) = 0 (G OX) Sig: Y‏ عندما يكون 
G‏ كاملا بالنسبة إلى)0. 

عندما يكون G‏ كاملاً بالنسبة إلى OL‏ نأخذ 4 الحسبان حالتينء هما: 1- إذا كان × ينتمي إلى مجموعة 
مستقرة كبرى olo G2‏ إضافة × إلى هذه المجموعة يعطينا A(G © x) = a(G) + 148i‏ وبما Gh‏ 
Lila. (G) = a(G)‏ نحصل على غطاء عصبة من هذا الحجم بإضافة X' ul‏ بوصفه عصبه برأس واحد 
إلى مجموعة (G)‏ 0 تشكل غطاء quae‏ د -G‏ 

2- إذا لم يكن × منتميًا إلى مجموعة مستقرة كبرى بذ © o(G o x) = a(G) ób:‏ . افترض أن © هي 
العصبة التي تحوي × 2 غطاء عُصب أصغر للبيآن ٠ G‏ بما أن le 6 (G) = O(G)‏ © تقطع JS‏ مجموعة 
مستقرة كبرى 2 (G‏ وبما GI‏ لا ينتمي إلى مجموعة مستقرة كبرى Lisi 0' = O-xi‏ تقطع كل مجموعة 
مستقرة كبرى. وهذا يعطينا أن 1 - Q’) = a(G)‏ — 0)06. 

وبتطبيق كمال G‏ بالنسبة إلى A‏ على البيان الجزئي المستحدث G - Q'‏ ( الذي يحوي Lla (X‏ نحصل 
على (G - Q) = o(G - Q^)‏ 0. إن إضافة ] O'U (x‏ إلى مجموعة A(G) — lle‏ غطاء عصبة ل "0 - G‏ 
يعطينا مجموعة بها A(G)‏ غطاء عصبة للبيان -GOX‏ » 
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8...تمهيدية : 2 البيان غير الكامل (الأصغر)ء لا توجد مجموعة مستقرة تقطع JS‏ عصبة كبرى. 
الإثبات: إذا Ging‏ مجموعة مستقرة که بحيث تقطع JS S‏ عصبة من الدرجة ola (C)‏ كمال G — S‏ يعطينا 
o(G) - 15i‏ = (ى - x (G— S) = o(G‏ وك تتمّم tea ash‏ د 6 ڊ(۵)6 لونا .135 n als G Jam‏ 
8. نظرية + (نظرية البيان الكامل «(Lovasz [1972a, 1972b] - (PGT)‏ يكون البيان كاملاً إذا 

ll daas‏ کان نيان متممته:كاملا: 
الإثبات: يكفي أن نبرهن كمال G‏ بالنسبة إلى 0 لكي يعطينا G IILS‏ بالنسبة إلى Y‏ وبتطبيق هذا على G‏ 
ail‏ يعطينا GLA!‏ للفكس: إذا قشل الادعاء اة 2 الحممان G oles Xl‏ . بحيث يكون هذا البيان كاملاً 
بالنسبة إلى jah A‏ كافل بالنسية إلى y‏ من الىد 51815 نستطيع افتراض أن كل مجموعة مستقرة 
أعظمية S‏ .2 6 لا تقطع أحد العصب الكبرى -Q(S)‏ سنصمّم ضرب رؤوس els.‏ -2 ©. افترض Ol‏ 
S = = {S}‏ هي قائمة بمجموعات © المستقرة الأعظمية ٠‏ وسنزن JS‏ رأس بعدد مرات تكراره  {OCS}‏ 
وذلك بجعل ia h,‏ عدد المجموعات المستقرة S, E S‏ بحيث إِنْ (0)5 x, E‏ . من التمهيديّة 4.1.8 نجد à‏ 
H = Goh‏ كامل بالنسبة إلى A‏ وهذا يعطي أن -a(H) = 0 (H)‏ . سنستخدم تعليلات حسابية ل a(H)‏ 
(H);‏ 0؛ للحصول على تناقض. افترض أن A‏ مصفوفة؛ مدخلاتها 1,0 تمثل علاقة الوقوع بين tQ (S)}‏ 
-lóte.VW(G)‏ | ,© إذا وفقط إذا كان (S)‏ 0 © . من هذا البناءء « نعلم Sae h lO‏ الواحدات ب 
العمود رللمصفوفة Sc 7 (H) ola A‏ الواحدات A 2 i‏ وبما أن كل o‏ يحوي OG)‏ من الواحدات. 
.n (H) = o(G) I Sot‏ 

وبما أنّ مضاعفة الرؤوس Y‏ توسّع العصب. OCH) = O(G) Él‏ واستنادًا إلى ذلك Sla‏ 

0 (A) =n (H)/ oH) -1SI 

سنحصل على التناقض إذا برهتا أنّ| 5 | > (0)77. تتألف كل مجموعة مستقرة 2 H‏ من نسخ العناصر 
الموجودة ‏ مجموعة مستقرة من 6. لذاء ol Ola‏ مجموعة مستقرة عظمى .2 H‏ تتألف من النسخ للرؤوس 
جميعها الموجودة .2 مجموعة مستقرة أعظمية 2 6. لذاء Ò -0 (H) —max, È ah, Ol‏ هذا المجموع 
يحسب عدد الواحدات 2 4 التي تظهر ب الأعمدة التي دليلها EE T‏ هذه الوالخدات بحسب الضموفق 
بدلاً من الأعمدةء فسنحصل على .a(H) = Maxres Dg ITn QS) FI‏ وبما أن T‏ مجموعة مستقرة: St‏ لها 
على الأكثر رأسًا واحدًا -2 كل عصبة مختارة (S)‏ 0 وأكثر من ذلك Tola.‏ منفصلة عن -Q (T)‏ 


" o(H) >| 5 |-1 ób ITN Q(S)) -0.$ € S jaITO Q(S) > 1 ہما أن‎ 
y (G) 
Q(5) 
Q(T) 
O (Sa) 
dx eh 
TI Jum 


8.. ملاحظة*. الأمثلية الخطية والثنويّة. تظهر مصفوفات الوقوع بين الرؤوس والعصب عند تعبيرنا عن A‏ 
و0 بوصفها مسائل أمثليّة (ذات أعداد صحيحة) صحيحة . يمكن كتابة البرنامج (تعظيم) الخطي < ”عظم × .© على 
المتجهات غير السالبة SY: AX > beue X‏ ل.مصفوفة وط Co‏ متجهتان وأنّ كل صف ل AX SD‏ عبارة عن تقييد 
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X b, MS‏ × ,4 على متجه المتغيرات X‏ المتجه × الذي ب يحقق القيود جميعها يكون حلا ملائمًا (عمليًا). 


يتطلب البرنامج ghad‏ الصحيح أنّ يكون ,× كلّه La‏ عددًا صحيحًا . افترض أن 4هي مصفوفة الوقوع 
بين عصب أعظمية ورؤوس & بيان Usa. G‏ 1 = ,© عندما VEQ,‏ . ومن التعريف. نعلم 9 (G)‏ © هي الحل 
ل max 1, x?‏ حيث 1< “Ax‏ وذلك عندما نٹ نشترط أن تكون المتغيرات أعدادًا صحيحة غير سالبة Jal.‏ 
,×تکون 1 أو0 بالاعتمّاد على وجود V, V‏ أو عدم وجوده 2 مجموعة مستقرة عظمى. òl‏ القيود تمنع اختیار رؤوس 
متجاورة:؛ وبالمثل عندما تكون diia B‏ الوقوع بين المجموعة المستقرة الأعظمية w(G) ots (asd ally‏ الحل 
max J .x” 4‏ حيث ,1 Bx‏ وحيث Ol‏ المتغيرات أعداد صحيحة. 
يوجد Sd‏ برنامج تعظيم برنامج نوي للتصغير, فعندما يكون برنامج التعظيم max c. XP‏ حيث “Ax Sb‏ 
هن البرنامج الثنوي للتصغير يكون min y . b? c‏ حيث © «yTA2‏ .لهذا البرنامج متغير لكل قيد أصلي وقید JS)‏ 
متغير أصلي » وتتبادل< max, <b, min‏ ,6. وعندما يكون النصّ بهذا Ea‏ هن pal‏ ات يي eal yall‏ 
يجب SI‏ تكون غير سالبة؛ حيث Ól‏ البرامج الصحيحة الثنويّة ل 9W‏ © تبحث عن أقل عدد من المجموعات المستقرة 
التي تفطي الرؤوس» Daa‏ عن أنها تبحث عن JB‏ عدد من العصب التي تغطي الرؤوس» على الترتيب» وهذا يصف 
(Gx (6)‏ 0- 
وباستخدام حقيقة D]‏ المتغيرات غير سالبة: Olo‏ القيود تعطينا 
c:x <y'Ax <y-b.‏ 
العبارة ”6 ٠ x X y‏ ©“ للحلول الملائمة (العملية) × و زهي ثنويّة ضعيفة. aig‏ نظرية الثنويّة 
(القويّة) للبرمجة الخطيّة على Sh‏ البرامج الثنويّة التي لها حلول ملائمة لها حلول مُثلى بالقيمة نفسها 
عندما لا تكون الحلول الصحيحة (ذات الأعداد الصحيحة) هي الحلول المنشودة. 
إن العبارتين 2:0 بز وه < 0 هما عبارتان ثنويّتان ضعيفتان لأزواج ثنويّة من البرامج الخطيّة, إضافة إلى 
أنْ الضمانة للثنويّة القوية باستخدام حلول قيمها صحيحة فقط هي علاقة أصغر - أكبر توافقية (تركيبية). لقد 
عرضنا للعديد من هذه العلاقات» ولاحظنا أنها تضمن براهين سريعة للأمثلية :فصلا عن LULA Lil‏ ما تقود الى 
خوارزميات سريعة لإيجاد الحلول المثلى؛ وهذا هو أحد دوافع دراسة عائلات البيانات الكاملة. n‏ 


8.1.8.* مثال: الحلول الكسريّة للبيانات غير الكاملة. للحلقة الخماسيّة. لاحظ أن للبرامج الخطية لكل من 
6 و/ و و © القيمة المثلى5/2 . هناك خمس عصب أعظمية: وخمس مجموعات مستقرة أعظمية حجم JS‏ منها 
يساوي 2. وبوضع X, = 3 1/2 JS‏ نحصل على وزن قيمته تساوي 1 لكل عصبة ولكل مجموعة مستقرة؛ وبذلك 
تتحقة تتحقق القيود لأيّ من مسألتي التعظيم هاتين. وبوضع 1/2 = ,لكل 2y,‏ البرنامج الثنويء نحصل على غطاء 
لكل رأس بوزن SIS‏ يساوي 1 وبذلك قان القيود تتحقق ثانية . لا يوجد لهذه البرامج حلول مثلى صحيحة. لذاء 
توجد ”فجوة ثنويّة“ 2 البرامج الصحيحة: 0=3>2=@5X=3>2= O‏ . 


زيارة ثانية للبيانات الوتريّة (Chordal Graphs Revisited)‏ 

كالأشجار, يوجد Gul‏ الأعمّ من البيانات الوتريّة العديدٌ من التوصيفات المميزة: والتعريف بمنع الحلقات 
اللاوتريّة هو توصيف بنية جزئية ممنوعة؛ فضلا عن أن قائمة منتهية من البنى الجزئية الممنوعة مثل البيانات 
الجزئية المستحدثة ينتج (يعطي) خوارزمية سريعة لاختبار العضوية 2 aati‏ ولكن القائمة غير منتهية 
للبيانات الوتريةء لذا نحتاج إلى طرق أخرى. 





324 الفصل 8 مواضيع إضافية (SJA‏ 


يمكن بناء البيان الوتريّ من رأس aia‏ يتكزاز إضاقة رأس مربوط (موصول) بعصبة؛ وهذه هي العملية 
العكسيّة لعملية ترتيب الحذف المبسطيّ. وقد رأينا أن التلوين الجشع بالنسبة إلى مثل هذا الترتيب البنائي يؤدي 
إلى تلوين أمثل؛ حيث يتمتع العديد من صفوف البيانات الكاملة بمثل طريقة البناء هذه التي تنتج البيانات التي 

2 الصف ولا تنتج Gl‏ شيء آخرء وربّما تقود إن طريقة البناء أو عكسها وهي طريقة التفكيك إلى خوارزميات 

سريعة لإجراء بعض الحسابات على البيانات 2 الصف. 
سنعرض فيما يأتي لنوع آخر من التوصيفات المميزة. 

9.1.8 تعريف: نعرّف تمثيل التقاطع لبيان) على أنه عائلة من المجموعات (S,: v € V(G))‏ حيث ۷ € u‏ 
إذا وفقط إذا كان © 8,۶ S, N‏ إذا كانت (S,)‏ تمثيل تقاطع للبيان G bs G‏ هو بيان التقاطع ل (,5) . 
بيانات الفترة (الفترات)ء هي البيانات التي لها تمثيل تقاطع حيث تكون JS‏ مجموعة 2 العائلة فترة 

على خط الأعداد. بالإضافة إلى Gi‏ البيانات الخطانية كذلك تشكل صفّ تقاطع؛ حيث Òl‏ المجموعات 

المسموحة أزواج من الأعداد الطبيعية ترتبط بأضلاع البيان A‏ بحيث إن .G = L (A)‏ لقد وجد والتر 

«Walter ]1972, 1978])‏ وقافرل ([1974] (Gavril‏ وبونمان([1974] JS .(Buneman‏ على حدة 

توصيمًا مميزًا للتقاطع للبيانات الوتريّة. 

8. تمهيدية : إذا كانت T,‏ , .... ,7 مجموعة أشجار جزئية من شجرة LT‏ بحيث Ol‏ هذه المجموعة 
متقاطعة زوجًا زوجًاء ope‏ هناك LL‏ ينتمي إلى KJS T,‏ ... ,1 = 1. 

(Lenel) OLANI‏ سنبرهن المكافئ العكسيّ لهذه العبارة؛ إذا كان كل رأس V‏ غير موجود ‏ مجموعة 

T (V)‏ من بين المجموعات T‏ .... ,7ء alas Lily‏ (نضع إشارة أوعلامة) على الضلع الذي يغادر V‏ على المسار 

الوحيد إلى )9( 7. إذا 7 حوت 7 رأسّاء Bla‏ نعمل 7 علامة. لذاء يجب أنّ يكون أحد الأضلاع قد ll‏ مرتين. 


الآن» لا يوجد رأس مشترك بين T (U)‏ و -T (w)‏ " 
11.1.8 نظرية : يكون البيان وتريًا 131 وفقط إذا كان له تمثيل تقاطع بواسطة أشجار جزئية لشجرة 
(تمثيل بأشجار جزئية) . 
الإثبات: سنبرهن أن هذا الشرط يكافئ وجود ترتيب حذف مبسطيّ. وسنستخدم الاستقراء. حيث تمثل 
K,‏ الأساس البديهي له. افترض Ny .... , Vi Ol‏ تمثل تریب خذق nang gbaa‏ يها أن Vy ses Vi‏ 


ترتيبٌ حذف Glas‏ للبيان v,‏ — © قا Siig‏ \ خط ere Nous‏ 
T‏ للبيان ,۷ — G‏ وبما ól G  ّيطسبم ۷, Si‏ المجموعة (, ۷) م ais 5 = N‏ عصبة 2 ۷ - 6. لذاء Sib‏ 
الأشجار الجزئية المعينة لرؤوس S‏ تكون متقاطعة Log)‏ زوجًا. 

مق التمهيديهأ10.1:8:تعلم أن لهذه الأشجاد الجركية راشا Spite‏ ترشع )536( T‏ إلى Tasai‏ 
بإضافة ورقة /[تجاور X‏ ونضيف الضلع XV‏ إلى الشجرة الجزئية الممثلة لرؤوس -S‏ ونمثّل V,‏ بالشجرة المكونة 
فقط من Y‏ وهذا يتم تمثيل G‏ بأشجار جزئيّة T2‏ 
عكس ذلك» افترض TG)‏ أصغرٌ شجرة مُضيفة للتمثيل بأشجار جزئية للبيان v € VG) | aam G‏ كلها قد 
مُثلت ب 7 © T (v)‏ إذا كان xy € E (T)‏ فيجب SI‏ يكون د G‏ رأس U‏ بحيث تحتوي T (U)‏ على X‏ ولا تحتوي 
NE QE Duce pesas dead‏ 

اجعل T2 3355 X‏ واجعل # GEL‏ بحيث تحتوي T (U)‏ على X‏ ولا تحتوي على جارها. إن الأشجار 
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الجزئية لجيران M‏ -2 6 يجب أنْ تحوي X‏ 133( فهي متقاطعة زوجًا زوجًا. 


وبناءً عليه obe‏ 1 کون مما G3. Éb‏ وحدف T (U)‏ يعطي تمثيلاً بأشجار جزتية 111 ane G-‏ 
ترتيب الحذف المبسطيّ 2 G‏ باستخدام ترتيب ll‏ - 6 الذي تعطيه فرضية الاستقراء. 
h‏ 8 


9 b \/\ 1 bed deh 
NV N/ ab cde | dhg 


i 8 dehu 
G T 


Cae Gi Ley‏ البيانات الوتريّة Hb «los‏ ترتيب الحذف المبسطي يمكن Od‏ يبدأ من Gi‏ رأس مبسطيّ. 
لذاء فإنَّ استخدام طريق القوة الجبرية لإيجاد مثل هذا الترتيب يعني اختبار الجوارات حتى نحصل على رأس 
«Glarus‏ ثم نحذفه ونكرّر الخطوات السابقة نفسها. 

لقد وجد روزء olas‏ ولوكر )]1976[ b (Rose - Torjan — Lueker‏ أسرع والتي سهُلت 
أكثر من JB‏ ترجان )]1976[ i Sally (Tarjan‏ هنا هي ما يأتي: بما أنه يوجد Ladle‏ رأس مبسطيّ من بين 
الرؤوس الأبعد عن رأس معين (إثبات النظرية 17.3.5) ole‏ ترتيب الحذف المبسطيّ يمكن أن ينتهي عند أي 
TORTE 133 ual;‏ أي رأس» ونضع قائمة بالرؤوس المتجّمعة حوله؛ وتكون التديجة ترنيب oth‏ شط 
(عكس ترتيب الحذف المبسطيٌّ) إذا وفقط إذا كان البيان وتريًا a‏ نشرت الخواززمية مع all‏ من التطبيقات 
Tarjan — yannakakis [1984]) 2‏ ) ؛ و -(Golumbic [1984]) «t5».‏ 





8 . خوارزمية: البحث عن أكبر عد أصلي (كاردينالي) (Maximum Cardilality Search (MCS))‏ 

المدخلات: بيان 6. 

المخرجات: ترقيم للرؤوس» بمعنى ails‏ تناظر F VG) > (1,2, ... , n(G))‏ 
الفكرة:؛ : لكل رأس ۷ غير مرقم» حافظ على علامة (Y)‏ وهي درجة هذا الرّأس من بين الرَؤوس التي تم ترقيمها 
سابقاء حيث إن الرّؤوس الموجودة ‏ نهاية ترتيب حذف مبسطي هي الرؤوس المتجمعة حول الرّأس الأخير؛ لذاء 
يجب إضافة الرؤوس التي علاماتها الدالة أعلى أولاً 2 ترتيب البناء المبسطي. 

البداية: عين ox‏ العلامة 0 لكل رأس. وضع d‏ 

التكرار: اختر Gi‏ رأس غير مرقم علامته الدالة أكبر ما يمكن؛ وأعطه الرقم di‏ وأضف 1 إلى العلامات 
الدالة الموجودة على جيرانهء ثم وسّع di‏ وكرّر الخطوات. 1 3 
8. مثال: الرّأس الأول الذي نختاره 2 ترتيب MCS‏ يكون اختياريًاء ويمكن Si‏ يبدأ تطبيق ال MCS‏ 
على البيان G‏ الموضح للنظرية 11.1.8 بوضع 1 = f (c)‏ واستنادًا إلى Mb) = Kd) = Ke) = 1 Él «aus‏ 
بعد ذلك» اختر 2 = Ud) = 2. (h) = Ku) = 155. f(e)‏ عندهاء d‏ هو الرّأس الوحيد الذي علامته 
الدالة 2. لذاء f (d) = 3 Sia‏ والآن. حدّث 2 = (D) = 1 )7( = 1 (u)‏ 7 .و1 = (9) d‏ سيقود الاستمرار بهذه 
العملية إلى الترتيب 11 ,© d, b, h, u, g,‏ ,© ,© بترتيب متزايد للدّالة/. وهذا ترتيب بناء مبسطيٌّ؛ وبذلك يكون 
الترتيب © ,© ,4 ,8 A, 8, U, h,‏ 14 ترتيب حذف مبسطيّ. n ١‏ 


8 دنظرية : ([1976] (Tarjan‏ يكون البيان © 39 É‏ إذا وفقط إذا كان الترقيم V,‏ , ... ,۷ الناتج عن 
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خوارزمية ال MCS‏ عبارة عن ترتيب بناء مبسطيّ للبيان -G‏ 
OLAYI‏ إذا أنتجت خوارزمية MCS‏ ترتيب بناء مبسطيّء G Obs‏ وتريّ. Salley‏ افترض GÈ‏ بيان وتريٌ؛ 
وافترض أيضًا [n] i‏ +-(0)/الترقيم الناتج عن ol MCS‏ جسرًا يعني مسارًا غير 6.939( طوله يساوي 
2 على الأقل تظهر أرقامه الصغرى عند طرفيه. ستبرهن Vol‏ عدم وجود جسر ل/. وبخلاف ذلك» اجعل 
PU vy ... vy W‏ جسرًا یصغر max(f (U), f (w))‏ ومن BL‏ يمكن افتراض أن JU) > f(W)‏ 
aal)‏ استخدمت/كالإحداثي العموديٌ لوضع الرّؤوس ‏ التوضيح) . 

Le‏ أنه تم ترقيم U‏ بأفضلية على V,‏ عند زمن if (U)‏ وتم سابقًا ترقيم W‏ عند ذلك الزمن؛ فيوجد 
راس NUNO) 2- x‏ حيث f )6( > f (U)‏ . اجعل v, = U‏ وضع max(j: Xej}‏ = ”. إن المسار 
P'ox Vy ... , Vy W‏ غير وتري؛ WEY‏ ×يمكن أن تتم حلقة وتريّة. وبما GI‏ كلا من if (W) af (X)‏ من 
Pola f (U)‏ يكون جسرًا يناقض خيارنا ل . لذاء lici fola‏ من الجسور. 

بهذا الادعاء؛ Gla‏ الإثبات يتبع بالا ستقراء على n (G)‏ . يكفي برهنة أن V,‏ مبسطيٌ» SY,‏ تطبيق ال MCS‏ 
على G — V,‏ ينتج الترقيم ,۷ , ... ,۷ نفسه والذي يترك ,۷ عند الطرف النهائيٌ. إذا کان V,‏ غير مبسطيّ؛ 
ails‏ يوجد ل V,‏ جاران MW‏ غير متجاورين: 2.5 الحالات جمیعهاء us Vy W Óla‏ تشكّل SIN eas‏ 


Vn 





خوارزمية MCS‏ تشتفل بذ زمن ONG) + e(G))‏ مع وجوب الحذر عند التنفيذ. لكل رنحافظ على قائمة 
من الرّؤوس الموصولة وصلاً مضاعمًا وعلامتها الدالة أن ,534 العلامة الدّالة لكل رأس بالإضافة إلى تخزين 
المؤشرات (الأسهم) التي تشير إلى موقع ذلك الرّأس وجيرانه 2 القائمة؛ فعند ترقيم 0 بزمن d (v)‏ + 1) 0ء 
Like‏ نزيل2 من قائمتها . ولإتمام اختبار الوتريّة؛ يجب أن نختبر ما إذا كان ترتيب ال MCS‏ ترتيب بناء مبسطيّ 
Yel‏ (التمرين 10( ؛ حيث إن ترتيبات الحذف أو البناء المبسطي تعطينا نتائج مثلى بسرعة (أفضل ما يمكن) لكل 
من Cpl‏ والعصب. والمجموعات المستقرة؛ وأغطية العصب (التمرين 9). 
الخوارزمية البديلة التي وجدها کل من روزء وترجان» ولوكرء والمعروفة باسم البحث الأفقي المعجمي أولاً 
نختصرها على الشكل (LBFS)‏ بالنظر لقرب ال (LBFS)‏ من إثبات النظرية 17.3.5: فقد استخدمت هذه 
الخوارزمية 2 العديد من تطبيقات اختبار خواص البيانات» وحساب وسطاء هذه البيانات. وهناك مقدمة جيدة 
عن هذا الموضوع 2 )]2000[ -(Coneil - Olariu — Stewart‏ 
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إذا أعطينا ترتيب حذف مبسطيّء Óla‏ النظرية 14.1.8 تحسب التمثيل بواسطة الأشجار الجزئية. وعند 
معرفتنا لقائمة العصب الأمظمية» Lila‏ تستطيع استخدام خوارزمية كروسكال (النظرية 3.3.2( لحساب 
التمثيل بأشجار جزئية دون معرفة ترتيب حذف مبسطيّ. 
15.1.8 تعريف: تسمّى الشجرة 7 شجرة عصبة للبيان G‏ إذا وجدّت دالة تناظر بين V(T)‏ وعصب G‏ 
الأعظمية؛ بحيث al‏ العصب التي تحوي V‏ شجرة جزئيّة من T‏ لكل v © W(G)‏ 
8 . تمهيدية : كل شجرة رتبتها أقل ما يمكن بحيث يوجد فيها تمثيل بشجر Gija‏ د 6 تكون شجرة عصبة 
Gs‏ 
الإثبات: افترض أنْ 7 شجرة مضيفة لتمثيل البيان © بأشجار جزئيّة. بحيث Òl‏ لهذه الشجرة رتبة صغرى. 
من التمهيديّة 10.1.8 . نعلم أن الرّؤوس لعصبة أعظمية O‏ 2 6 تقع عند رأس مشترك q‏ من رؤوس7. إذا كانت 
رؤوس G‏ المعينة لرأس V(T) 2. q'‏ تشكل عصبة جزئية O'‏ من Sla O‏ الأشجار الجزئية لهذه الرؤوس تحوي 
كامل المسار من ٩'‏ إلى q‏ 1'2. يمكن تقليص Jol‏ ضلع من أضلاع 7 على ذلك المسار دون تغيير بيان التقاطع؛ 
وهذا يعطينا شجرة مضيفة أصغر. n‏ 
بيان التقاطع الموزون لمجموعة 4 من المجموعات المنتهية هو عصبة موزونة رؤوسها عناصر A‏ ووزن كل 
ضلع 44 هوا A'‏ 0 4 | . 


8. نظرية : )]1982[ .(Acharya - Las Vergnas‏ افترض M (G) Si‏ هو بيان التقاطع 
الموزون لمجموعة العصب الأعظمية {Q}‏ للبيان البسيط ©. إذا كانت T‏ شجرة مولدة د à MG)‏ 
W (T) > P, n (Q) - n )6(‏ وتتحقق المساواة إذا وفقط إذا كانت T‏ شجرة عصبة. 


الإثبات: )]1993[ (Mckee‏ . افترض TË‏ شجرة مولدة ل M(G)‏ وافترض أيضًا )5 T,‏ هو البيان الجزئيٌ 
الذي تونّده JS ŠL {O:0 € Q}‏ رأس V © VG)‏ يسهم مرة واحدة 2 وزن T‏ لكل ضلع ل ,7. لذاء ola‏ 
WD) = X ye, T‏ 

als Tv‏ هو ala‏ لذاء cus .6)7( > n (T,) - 1 ola‏ تتحقق المساواة إذا وفقط إذا كانت T‏ شجرة: 
N (T) soul‏ يسهم ب 1 حجم كل عصبة تحوي -D‏ وبجمع المتباينة على الرؤوس جميعهاء فإننا نحصل على 
(T) <À (Q) - n (G)‏ 1. وتحصل المساواة إذا وفقط إذا كانت ,7 جميعها شجرة؛ وهذا صحيح إذا وفقط 
131 كانت T‏ شجرة عصبة. . 


8 h dehu 





G M(G) خط متصل)‎ T) 
(T) - 7 = 15-8 = X n(Q) - n(G) 
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بوصفها نتيجة من النظرية 17.1.8 نستطيع اختبار ما إذا كان Úle G‏ وتريًا بإيجاد أكبر وزن لشجرة Baiga‏ 
:M (6)2-‏ 

فضلا عن ذلك» عندما يكون G‏ وتريّاء Ga‏ أشجار العصب هي بالضبط الأشجار المولدة ل MG)‏ التي 
وزنها أكبر ما يمكن )]1988[ «(Bernstein - Goodman [1981], Shibata‏ انظر ([1993] (Mc kee,‏ 
للاطلاع على مادة ذات صلة. 
أصناف (صفوف) أخرى من البيانات الكاملة (Other Class of Perfect Graphs)‏ 

بيانات الفترة هي بيانات تقاطع لمجموعة من الفترات على خط مستقيم؛ 239 as‏ مباشرة 2 القضيّة 
5 أنّ هذه البيانات كاملة؛ cae Lgl‏ جز من ella‏ الوتريّة (التمرين 26). تظهر بيانات الفترة 2 
مسائل الجدولة الخطية التي يوجد لها قيود على وقوع الأحداث المتزامنة (تذكر المثال 15.1.5). 
gU 18.1.8‏ : تطبيق كلاسيكي لبيانات الفترة. 

تحليل سلاسل ال DNA‏ لقد تم إيجاد بيانات الفترة من أجل دراسة ال DNA‏ . وقد قام بنزر (Benzer)‏ 2 
العام 1959م بدراسة خطانيّة (aus)‏ السلسلة لكائنات حيّة أرقى. وتم تشفير (ترميز) كل جين 4 Vii‏ 
عدا أنْ الفترة ذات الصلة يمكن GI‏ تحوي اثنتي تي عشرة قطعة أو أكثر من قطع السقط (الخردة) تسمّى إنترونات 
(introns)‏ وتكون عادة موجودة بين القطع ذات الصلة التي oui‏ إكسونات (EXONS)‏ وعلى افتراض | 
الطفرات الوراثيّة تحدث من تغيير القطع المستقيمة المترابطة؛ فيمكن دراسة تغييرات صفات الأحياء الدقيقة 
لتحديد ما إذا كانت مجموعات الأحماض الأمينية تتقاطع؛ Sl‏ هذا يؤسّس لبيان تمثل الصَّفاتٌ فيه Bash‏ 
حين تمثل ”التغييراتٌ الشائعة“ of as‏ وبافتراض الخطيّة والتجاورء Ola‏ هذا البيان بيان فترة» وهذا يساعد 
على تحديد مواقع الجينات على سلسلة ال .DNA‏ 

توقيت الإشارات الضوئيّة: ليكن معطى لدينا كيفية حركة السير عند تقاطع معينء يستطيع مهندس السّير 
(أو i‏ شخص عنده حسٌ عام (Gale‏ أن dl suse‏ زوج من مسارب السّيارات يمكن أن يسير 2 الوقت نفسه. 
فإذا أعطينا لحظة 2 الحلقة تكون فيها حركة pl‏ متوقفة 2 الاتجاهات جميعها ole ol.‏ التقاطع لفترات 
الضوء الأخضر يجب ST‏ يكون بيان فترة؛ de Maal‏ هي المجموعاتٌ الجزئية من الأزواج المسموحة ( أزواج المسارب 
التي تكون فيها حركة السّير 4 الوقت نفسه)؛ يمكن دراسة هذه cie‏ کت ا شاه مواق 
معدّل وقت الانتظار. انظر )]1978[ (Roberts‏ . 

التّسلسل giga‏ للآثار: إذا وُجدت لدينا عينات من الفخار 2 موقع cui‏ هن Lil SEN‏ حت عن 
الفترة الزمنية التي استخدمت فيها هذه النوعيات من الفخار. . افترض أن نومًا واحدًا قد استخدم خلال فترة 
زمنية معينة. وإذا ظهر نوعان من الفخار ‏ القبر La adi‏ نفترض أنهما استّخدما 2 الفترة الزمنية نفسها. 

وإذا ظهر نوعان من الفخار -2 الحفرة ة نفسها bila.‏ نفترض GI‏ هذا يمل ضلمًا. وإذا كان هذا البيان بيان 938 3( 

óle‏ فترات الزمن الممكنة تعطي تمثيلاً بفترات لهذا Gla!‏ وبخلاف ذلك» Ól‏ المعلومات تكون ناقصة؛ ويكون 
بيان الفترة المنشود بحاجة إلى أضلاع إضافية. z‏ 

سنعرض لخاصيتين مميزتين لبيانات الفترة؛ Gb Ue‏ الخاصية B‏ 2 النظرية 20.1.8 تعود إلى 
جلمور وهوفمان )]1964[ Lol (Gilmor and Hoffman‏ الخاصية C‏ فتعود JSI‏ من فلكرسون وجروس 
.(Fulkerson and Gross [1965])‏ 


58. تعريف: المصفوفة - 1 ,0 هي المصفوفة التي مدخلاتها جميعها Lal‏ صفر أو واحدء ونقول Òl‏ 
للمصفوفة - 1 ,0 خاصية تتابع الواحدات (للأعمدة) إذا أمكن تبديل صفوفهاء بحيث تظهر الواحدات 2 
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JS‏ عمود بالتتابع. ونعرف مصفوفة وقوع الرَأس والعصبة على Lgl‏ مصفوفة الوقوع التي JIS‏ على صفوفها 

بالعصب الأعظمية: وعلى الأعمدة ب(7)6. 
8 . نظرية : الشروط المتكافئة الآتية على بيان G‏ تعطي توصيفًا e‏ لبيانات الفترة: 

-G يوجد تمثيل بفترات للبيان‎ (a 

(b‏ © بيان وتريء و G‏ بيان مقارنة. 

(C‏ تمتلك مصفوفة وقوع الرّأس والعصبة خاصية تتابع الواحدات. 
الإثبات: سنناقش B‏ > 4و C‏ »€ 4 التمرينين 27 — 26. Ul‏ هنا فسنبرهن C‏ ج .B‏ افترض Ši‏ 
© بيان وتريٰ بحيث يوجد ل G‏ توجيه Fia‏ . نستخدم كلا من F‏ وغياب الحلقات اللاوتريّة 2 G‏ لإثبات 9 352 
ترتيب على العصب الأعظمية ل G‏ بحيث يعطي هذا الترتيب خاصية الواحدات المتتابعة لمصفوفة وقوع الرّأس 
والعصبة M‏ 

افترض )90,5 Q,‏ عصبتان عظيمان 2 © . من الأعظمية: يا ARE‏ 
ae‏ الأخرى لا برو افترض أنه تحت تأثير F‏ يوجد ضلع ب4 6 يؤ شر من ,© إلى Q,‏ وضلع آخر 

يؤشر من ,© إلى ,©. 

إذا وُجد رأس مشترك لهذه الأضلاع؛ Glo‏ خاصية التعدي ل ۴ تجبر ضلعًا من عصبة 2 G‏ ليكون موجودًا 
خ ©. لذا la‏ الحالة تكون كما هي موجودة ‏ الشكل أدناه عن اليسارء حيث | للأضلاع المنقطة 2 F‏ أربعة 
رؤوس مختلفة. إذا كانت الأزواج المتبقية من هذه الرّؤوس الأربعة تشكل أضلاعًا -2 bia (G‏ د 6 Úle‏ جزئيًا 
C, 92 mua‏ . واستنادًا إلى ذلك» Gls‏ أحد القطرين على الأقل يكون موجودًا ب © - ولگن كل توجية ممكق 
لهذا القطر 2 ٣‏ يناقض خاصية التعدي . وبذلك نستنتج SÍ‏ أضلاع G‏ كلها التي تربط بين مجموعتي رؤوس © 


F3 تشير إلى الاتجاه نفسه‎ O, g 
GN 
“= 


T 2. Q, 39, نضع‎ WU ad lay iui anes 
angi T Gh نجد‎ Axa إلى ,0. من الققرة‎ Q, تشير من‎ i3 Q, جميعها بين ,© و‎ F عندما تكون أضلاع‎ 
0 bbs a> Q, 9.0, > Q, ولإثبات هذاء يجب إثبات أنه إذا تحقة تحقق‎ sama لبيان تام. ندعي أن‎ 
y = ۷ او 0 © 2 إذا كان‎ 6 0, X w © Q حيث‎ ۴٣ ۷ےا‎ < 2 ,xo y o افترض‎ +O 
بخلاف ذلكء افترض زوجًا 2× كما يظهر .2 الشكل‎ X تعطينا مباشر 5 أنْ 2 ج‎ FJ خاصية التعدي‎ olo 
col هذا‎ l هه 2. وبناءً على ذلك‎ x Slo لذاء‎ GC, أعلاه عن اليمين. إن ربط × و 2.2 6 يُحدت‎ 
يكون موجهًا من × إلى 2 ج + لتجنب انتهاك خاصية التعدي. لذاء نستنتج أن‎ Si ويجب‎ FR يظهر‎ 
T2-Q, ^ Q, 
لترتيب‎ T الدوري المتعدي يحدّد ترتيبًا خطيًا للرؤوس منسجمًا مع الأضلاع. استخدم الدوري المتعدي‎ 
على الشكل  0 ج-.... > افترض أنه تحت هذا الترتيب يوجد عمود  حيث لا تظهر فيه‎ M صفوف‎ 


rt 
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le .و 0 6 ند.‎ <j > :اي‎ EQ, Q, x € Q,5 oa O, و٠‎ 0:0 الواحدات بالتتايع؛ لذا فلدينا‎ 
é 

trall Ld. xe Qj‏ 0 يجب أن تحوي رأسًا نزلا يجاور × وبغير ذلك» فإن Q,‏ یمتص تاولا يكون أعظميًا. 

ومن هنا Q, Oü‏ € ×تعطینا أنّ y‏ ج × 2 حين تعطينا Fay >xgix€ QO,‏ > ولكن حدوث هذا 2 


الوقت نفسه مستحيل. " 
تشكل بيانات الفترة عائلة صغيرة نسبيًا من البيانات الكاملة. وفيما يأتيء سنناقش صمًا أكبر من البيانات 

التي تحافظ على بعض الخواص الجميلة للبيانات الوتريّةء وبيانات المقارنة. 

8 . تعريف: صفوف (أصناف) البيانات الكاملة (تنطبق الشروط على الحلّقات الفردية إذا كان طول 
الحلقة يساوي 5 فقط على الأقل). تثليث - 0: JS‏ حلقة فردية لها وتران لا يتقاطعان . نوعية: لكل حلقة 
فردية وتران متقاطعان. مينيل Meyniel)‏ (: يوجد وتران لكل حلقة فرديّة على الأقل وتريّ ضعيف: لا 
توجد حلقة مستحدثة طولها 5 على الأقل  d G‏ 2 6.كامل بقوة: توجد مجموعة مستقرة JS‏ بيان 
جزئيٌ مستحدث تقطع JS‏ عصبة أعظمية لهذا البيان الجزئيّ 
لقد أثبت جالاي )]1962[ JS Si (Gallai,‏ بيان من نوع تثليث — 0 يكون بيانًا كاملا. Sy‏ بيان وتريّ هو 

تثليث — 0 (التمرين 34( ووتريّ ضعيف ( التمرين 40). وكلّ بيان تثليث — 0 وكل بيان نوعية هوبيانات Jaina‏ 

وبيانات مينيل هي بيانات كاملة. 

(Meyniel, [1976], Lova’sz, [1983])‏ وكذلك كاملة بقوة )]1982[ .(Ravindra,‏ 
لقد تم إثبات GI‏ البيانات النوعية بيانات كاملة من قبّل JS‏ من أولارو )]1969[ (Olaru,‏ وساشس 

D Sachs, [1970])‏ :اسم البيانات النوعية الذي as cay‏ أن .البياق .0 ola‏ توعية Eais‏ 

إذا تحقق لكل زوج x y € VG)‏ و أن المسارات اللاوترية من × إلى y‏ كلها زوجية أو كلها فردية 

(التمرين 36( فمأخوذ من التوصيف المّيز لهذه البيانات من Ja‏ كل من يورت وأوري Burlet and uhry,)‏ 

.)]1982[ 

58 مثال: تبيّن البيانات الموضّحة 2 الشكل أدناه الفروق بين هذه الأصناف. هنا T‏ و € و 0 و2 و M‏ 

W g‏ على الترتيب ترمز إلى أصناف البيانات الوتريّة (المظثاتيّة) والمقارنة وتثليث - 0. والنوعيةء ومينيل. 

وبيانات وتريّة ضعيفة. B‏ 


fv 9 O 


- 0 (WNC) -M 


Pod E 
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لقد عرفت البيانات الكاملة بقوة من JS Jib‏ من بيرج ودكت عام ([1984] (Berge and Duchet‏ 1984 . 
حيث إن تغيير كلمة أعظمي إلى أكبر (أعظم ) 2 التعريف يعطينا متطليًا أضعف يكافيئ الكمال بالنسبة إلى Y‏ 
يمكن استخدام المجموعة المستقرة التي تتقاطع مع كل العصب الكبرى كأول صت لوني 2 التلوين ب(6) Éw‏ 
الذي ÉSI xul zo‏ لذاء obe‏ البيانات الكاملة القوية تكون بيانات كاملة. 
ف) البيانات الكاملة بقوة لا يحوي البيانات الوتريّة الضعيفة جميعها (التمرين 40( إلا 
أنه يحوي البيانات ias‏ كلها وكذلك بيانات المقارنة جميعها. LS)‏ لاحظنا 2 القضية 25.3.5 عندما يكون 
للبيان G‏ توجيه Sis dass‏ كل بيان جزئيٌ مستحدث يرث € متعديّاء وتشكل الرؤوس التي درجتها الداخلة 
0 4 هذا التوجيه مجموعة مستة مستقرة تقطع العصب الأعظمية كلها. 

.)38 - 37 التالي من البيانات يكون محتوى فعليًا  صف البيانات الكاملة القوية (التمرينين‎ Uie 
«(39 من البيانات الوتريّة وبيانات المقارنةء ولكنه لا يحوي بيانات مينيل جميعها (التمرين‎ »is وما زال يحوي‎ 
بدور مهم -2 نظرية‎ Ceca! هذا‎ ald العام 1984 حيث‎ (Chva'tal) كفتال‎ (Jia من‎ Gasca! لقد عَرّف هذا‎ 
البيانات الكاملة.‎ 


E 





58 نعرّف الترتيب الكامل للبيان G‏ على أنه ترتيب لرؤوس هذا البيان بحيث ينتج Gash‏ الجشع بالنسبة 
إلى الترتيب الموروث من قبل JS‏ بيان جزئي مستحدت agb‏ أمثل لهذا البيان الجزئي. يُسمّى البيان الذي 
cus a‏ كاقل ed yall Jals lay‏ 
كرف Gilat‏ ق ( السد) لتوجيه للبيان G‏ على أنه مسار مستحدث له أربعة رؤوس هي: A‏ و D‏ و © و d‏ بحيث 
Jal à‏ وآخر ضلع فيه يكونان موجهين نحو الأوراق. D]‏ توجيه G‏ المرتبط بترتيب L‏ للرؤوس» يوجه JS‏ ضلع نحو 
رأس يظهر أولا ‏ ۷ + bib: uc‏ كان ۷ > M‏ ونقول: Sl‏ ترتيب الرؤوس خال من العائق؛ إذا خلا التوجيه 
المرتبط بذلك من العائق á‏ 


d‏ ولص ۾ 


.2 الجشع يستخدم 3 ألوان على العائق بدلا من‎ pago SY Sall cya ons قيب كامل‎ yop da LE gn gi 

لقد أثبت كفتال أنّ البيان يكون كامل الترتيب إذا وفقط إذا San‏ لهذا البيان ترتيبٌ خال من العائق [s das.‏ 

التوصيف SÌ‏ البيانات الكاملة الترتيب تكون بيانات كاملة. وكذلك GLa‏ البيانات الوتريّة وبيانات المقارنة تكون 
كاملة الترتيب. 


flee 24.1.8‏ : تكون البيانات الوتريّة وبيانات المقارنة كاملة الترتيب. Gly‏ توجيه البيانات الوتريّة المرتبطة 
بترتيب بناء مبسطي لا يحوي مسارًا مستحددًا W‏ ج wv‏ بالإضافة إلى D‏ التوجيه المتعدي لبيان المقارنة 
gles‏ من مسار مستحدث W‏ ج ۷ UP‏ 

لكل توجيه يحوي ölel‏ مسارٌ مستحدتٌ V — W‏ — 1 ومسارٌ مستحدتث -U > V  W‏ ومن هناء إذا كان 
G‏ بيان مقارنة أو بيانًا Óla i 3s‏ له ترتيبًا يخلو من العائق. وباستخدام توصيف كفتال» نعلم o‏ هذه البيانات 
قابلة للترتيب الكامل. a‏ 
25.1.8. تمهيدية : ([1984] (Chva'tal‏ افترض Si‏ للبيان © عصبة © ومجموعة مستقرّة S‏ بحيث إن 
١ © = 0‏ 8 . وافترض أنّ 0 © w‏ كله يجاور p(w) © S‏ إذا كان £ ترتيبًا د G‏ خال من Pile‏ بحيث Of‏ 
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Les © يجاور‎ pW) € S فیوجد‎ W © © Jsip(w) <w 
.71)0( < 1 i فلا يوجد ما نبرهنه. لذاء افترض‎ (G) = Tals إذا‎ N(G) الإثبات: نستخدم الاستقراء على‎ 
والمجموعة المستقرّة‎ © - W يحقق الفرض باستخدام العصبة‎ 4G - w البياق‎ Saw € Q كل‎ ài way 
p(»w*) بحیث إن 1 - () جه‎ ) - 1٠ 2 AW وباستخدام فرضية الاست ستقراء؛ يوجد رأس‎ {p (U): uE Q-w} 
إنَّ هذا يحدد‎ .0 2W لكل‎ (w*) «e w Si إلا إذا تحقق‎ 7 (W*) e © بحيث‎ Q3 W* وبذلك نحصل على‎ 
W* فقط من بين الرؤوس الموجودة ب2 ©. إن إرسال 17 إلى‎ W لا يجاور‎ p (W*) ÉY ow رأسًا وحيدًا * 1 لكل‎ 
لا يوجد عنصر مثبت تحت هذه التبديلة.‎ dila p (W) 9 W ol على ©. وبما‎ ahas يعرّف‎ 

نبحث عن عائق (سد ) 2 التوجيه المرتبط ب . اجعل jia V‏ رأس ل LLO‏ افترض أن Qab, c‏ هما 
الرّأسان بحيث إِنْ ۷ = D¥‏ و5 = CF‏ (يمكن D‏ يكون ۷ = ©). افترض p (v) Sig. = p (b) É‏ = 4. وبما 
p (w*) e wo‏ فلدينا © > ba‏ ج ling. d‏ يعطينا d Ol‏ + © المجموعة المستقرّة S‏ ويعطينا الصورة 
الموضحة أدناه للتوجيه المرتبط ب L‏ 


v = b* 





a= p(b) [Es at 

بما ote d = p (b*) Gi‏ الرّأس الوحيد من © الذي لا يجاور d‏ هو c € d Sl odl b‏ وبما أن 
Lad =p (v)<vse‏ فسنحصل على أنّ © س 4. الآن. Cy dy a‏ و تحدث عائقاء وهذا يناقض 
المفترض على L‏ لذاء p (w*) « w Spa‏ لبعض W‏ وبذلك يكون sa p (W*)‏ رأس S‏ 35421 . 
26.1.8 نظرية : )]1984[ Chva'tal‏ ( . يكون ترتيب الرؤوس لبيان 6 ترتيبًا كاملاً إذا وفقط 131 خلا © 

من العوائق. ويكون كل نيان han‏ هذا Sus lig cag ill‏ 
OLAYI‏ لاحظنا SÌ‏ هذا الشرط ضروريٌ؛ OY‏ صت البيانات الذي له ترتيبات خالية من العوائق هو صت 
وراي (يكون الترتيب الموروث للبيانات الجزئية المستحدثة خاليًا من العوائق (Lidl‏ لذاء يكفي برهنة DÉN Či‏ 
الجشع للبيان G‏ بالنسبة إلى ترتيب خال من العوائق L‏ يكون أمثليًا. افترض ae ۸ S‏ الألوان المستخدمة 2 
تلوين جشع بالنسبة إلى j L‏ 

mo‏ الأمثلية؛ سنبرهن وجودٌ عصبة من الدرجة ۸ للبيان -G‏ ويبرهن هذا أيضًا صفة الكمال لهذه 
البيانات استقرائيًا. افترض sa fe V(G) — [A] Si‏ التّلوين gill‏ اجعل 7 Ja‏ عدد صحيح بحيث يوجد للبيان 
G‏ عصبة Wp‏ , ... ۷ بحيث إن آر = (۷) SKIS‏ ز > . بما eas fol‏ اللون k‏ على رأس معين. Í Ola‏ 
معرّف جيدًا. إذا كان 0 > G Jola i‏ عصبة من الدرجة ۸. 


إذا كان 0 > d‏ فيوجد لكل ,۷ راس p (w)‏ بحيث إن f (p (w)) = isL2-p(w) > w‏ وبخلاف 
call pa cat‏ الجشع يستخدم لونًا أقل على W‏ اجعل S = (p (Wya), PWD}‏ بما Si‏ کل رأس 2 
S‏ له اللون نفسه» S Óla‏ تشكل مجموعة مستقرّة. وبذلك تتحقق شروط التمهيديّة 25.1.8 وهذا يعني أنه يمكن 
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إضافة sol‏ رؤوس ؟ إلى العصبة ليصبح W,‏ وهذا يناقض أصغرية آ. . 
وسنأخذ فيما oh‏ 2 الحسبان طريقة أخرى لتوليد البيانات الكاملة. إن العملية التي تحافظ على الكمال يمكن 
Si‏ توسّع صف البيانات Sly ALLII‏ عملية ضرب الرؤوس التي تمدّد الرّأس إلى مجموعة مستقلة هي مثال على هذه 
الخاصيّة. سنعمّم هذاء إذا كانت VG) = (v, ... , Vi}‏ . وكانت H, ... , H‏ بيانات منفصلة: b‏ التركيب 
G[H, ... H,]‏ هو البيان ,17 + ... + H,‏ بالإضافة إلى المجموعة xy x € VH) y € VIT), ¥, ¥, € £ (G)}‏ 
Goh »G[K,, ping Roel NES‏ 
نخدم H, =P, H, =K, + K, 4H, =2K, nam‏ وكا = K,, 4H,‏ - © مع رأس 


i مركزي‎ 
vi 
V2 AN v4 7 
vs 


لقد أثبت لوفاز Gi‏ التركيب يحافظ على الكمال. و هذه إحدى النتائج التي تتبع من تمهيديّة كفتال المتعلقة 

بمجموعات قطع النجمة. 

27.1.8 تعريف: نعف مجموعة قطع النجمة على أنها مجموعة قطع رؤوس S‏ تحوي Uo‏ × يجاور S- (X)‏ 
كلها. ونعرّف البيان الناقص (غير الكامل) الأصغري على أنه بيان غير als‏ بحيث تكون بياناته الجزئية 
المستحدثة جميعها بيانات كاملة. 

585 . تمهيدية : (تمهيديّة قطع النجمة) . إذا خلا البيان G‏ من المجموعات المستقرّة التي تقطع كل عصبة 
عظمی»؛ وكان کل بيان Gija‏ فعليّ مستحدث من Sula G‏ للتلوين ب ٠ Ús ۵ (G)‏ فلا يوجد للبيان GIG‏ 
مجموعة من قطع النجمة. 

G - C Ë بما‎ als C - {W} W مجموعة قطع نجمة د 6. بحيث يجاور الرّأس‎ C ÈI افترض‎ OLAYI 

غير «ail xa‏ فيمكننا تجزئة V(G — C)‏ إلى مجموعتين هما V,‏ و V.‏ حيث لا يربط بينهما Gi‏ أضلاع. اجعل 

G, = G[v,Uc]‏ واجعل أيضًا ash f‏ فعليًا ب (6) "ا لونًا د ,6. افترض أن S,‏ هي مجموعة رؤوس G‏ التي 

لها لون ۷ نفسه GI FB‏ هذا یولد W‏ ولكنه لا یولد Gl‏ رأس آخر C2‏ وبما أنه لا يوجد Gl‏ ضلع من |[ إلى Vy‏ 

pa S = S,US, Bl»‏ مجموعة مستقرّة. 

إذا كانت عصبة .$2 — La. G‏ تكون محتواة 2 , S‏ ,6 أو lgil‏ تكون محتواة ف -G, - S,‏ وبما Di‏ “ريزودنا 

بتلوين ب 1 - (G)‏ © لونًا ل -,6. ils‏ نحصل على أن1 .١0 1> 0 (G)-‏ 

ويما أن هذا ينطبق على كل عصبة 54-0 — G‏ فإن المجموعة المستقرة S‏ تقطع كل عصبة من الدرجة (G)‏ © 

" وهذا يناقض الافتراض.‎ GE 


5 
58 نظرية : (تمهيديّة قطع النجمةء (Chva tal [1985b]‏ لا يوجد بيان كامل أصغري بحيث يحوي هذا 
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البيان مجموعة قطع نجمة. 
الإثبات: إذا كان Úle G‏ ناقصًا aq (G) > © (G) le É piai‏ وحذف Gi‏ مجموعة مستقرّة S‏ يترك بيانًا 
كاملاً. لذاء o (G-$) > 1 + o (G) ots‏ + 1= (ى - 6) بز + 1 > x(G)‏ (6) ه + 1. 

وهذا يعطينا أن (G — S) = œ (G)‏ 40 مما يعني عدم وجود مجموعة مستة مستقرة تتقاطع مع كل عصبة 
عظمى. وأبعد من G Gl Ley alld‏ بيان غير كامل أصغريّء JS Sb‏ بيان (slab Sipe‏ مستحدث G'‏ يحقق D]‏ 
(G^) = € (G) > œ (G)‏ بز وهذا يجعل G‏ قابلاً للتلوين ب -Ég © (G)‏ الآن؛ تعطينا التمهيديّة 28.1.8. 
أنْ G‏ يخلومن مجموعة قطع النجمة . 

.4.1.8 تمهيديّة الاستبدال تعمّم التمهيديّة‎ Ol 
تركيب للبيانات الكاملة يكون بيانًا كاملاً.‎ Js. (Lova'sz [1972b] - نتيجة: (تمهيديّة الاستبدال‎ .58 
(Gy ببيان‎ G 2- 0 الاثبات: يمكن بناء التركيب للبيانات بواسطة متتالية تعويضات» يستبدل فيها رأس واحد‎ 
هذه العملية‎ di لتشكيل البيان 6. لذاء يكفي أنْ نبرهن‎ U = N رى‎ (v) والأضلاع المضافة جميعها بين( 7)6 و‎ 
Jas مستعيكا #عي‎ Vija We يحوي‎ aiio (ale pat) Labs تحافظ على الكمال إذا كان البيآق:الناتج‎ 
ومما يجبر هذا البيان ليكون له‎ G, يكون محتوى 2 ,6 أو‎ Si أصغريًا. إن مثل هذا البيان الجزئي لا يمكن‎ 
على الأقل؛ ورأس واحد من ,6 على الأقل.‎ G, رأسان من‎ 

عند عدم احتواء ۴ Gite‏ رأس من رؤوس 61 aac o]. F=F [U] ۷ (F N G,) ts: Ug A‏ الوصل 
(Join)‏ أو الضّم تحافظ على الكمال؛ 3 o(H V H’) = o(H)+ oH’) 5y(H v H^) = 4H) - YH)‏ 
لكل lat’ LH‏ نستظيع أن نفترض وجود رأس F2-‏ من رؤوس G,‏ غير الموجودة .2 U‏ .2 هذه الحالة؛ تشكل 
VF) U‏ بالإضافة إلى رأس واحد من F2 G,‏ مجموعة قطع النجمة. لذاء فأن يحل G,‏ محل U‏ لا يعرف 
بیانا جزئيًا غير Jal‏ أصغريًا. B‏ 

تعطينا تمهيديّة مجموعة قطع النجمة كمالاً للبيانات الوتريّة الضعيفة. لقد أثبت هيوارد 
G S (Hayward [1985])‏ أو G'‏ يحوي مجموعة قطع النجمة عندما يكون G‏ بيانا وتريًا ضعيفًا مختلقًا 
عن العصبة وعن المجموعة المستقرّة أيضا. يعطينا هذا بالإضافة إلى تمهيديّة مجموعة قطع النجمة ونظرية 
البيانات الكاملة عدم وجود بيان وتريٰ ضعيف بحيث يكون هذا LL oka‏ أصعرماء Legg‏ أن هذا !انلصت 
Silay‏ إن Js‏ بیان وتريٌ ضعيف يكون Duals‏ 
البيانات الناقصة (غير الكاملة) (Imperfect Graphs)‏ 

البيانات الحرجة من الدرجة D‏ هي بيانات ناقصة أصغرية. تنص ala‏ البيانات الكاملة القوية 
(SPGC)‏ على Í‏ البيانات الوحيدة الحرجة من الدرجة هي الحلقات الفرديّة ( التي طولها على الأقل يساوي 
5( ومتمماتها. ومع توافر كاف من الخصائص للبيانات الحرجة من الدرجة 0 فلربما نستطيع برهنة Ol‏ 
الحلقات الفرديّة فقط ومتمماتها هي التي تتمتّع بهذه الخصائص؛ وهذا سيبرهن ال .SPGC‏ 

نيدأ بماد حظات Alas‏ عن النيانات Daa ull ede pal‏ 139 امتخومت يعض هزه ا bles SU‏ سايق 
عند مناقشة مجموعات قطع النجمة (لقد Ua Rapid s‏ العرض بالأصل بعد شمويس ]1981[ -(Shmoys‏ 
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31.1.8 تمهيدية : إذا كان 6 Lo‏ حرجًا من الدرجة ada D‏ يكون مترابطاء و G‏ يكون حرجا من الدرجة P‏ 
A(G) 22 5G) 22 ;‏ وأكثر من ذلك. لكل (G—x) = 0)©( s. (G-X)=(G) oss x € VG)‏ 0. 

الإثبات: Gog‏ بيانا كاملاً إذا وفقط إذا كانت كل مركبة من مركباته us Lo Jes‏ . ويكون 6 كاملا إذا 

209:18 اك النظرية‎ sic ead Madly Abels تكون‎ Lp eese all Si الإضاقة إلى‎ Suls Gols وفقط إذا‎ 

أن حذف مجموعة مستقلة من بيان حرج من الدرجة 7لا ينقص عدد العصب. وبما XO‏ - 6 كامل؛ فسنحصل على 

n .© هوهذه العبارة ل‎ © (G — x) = a(G) ).إن الشرط‎ (G-x) = (G-x) = (G) 
PGT من تعميم لوفاز لنظرية‎ P تتبع الخواص الدقيقة للبيانات الحرجة من الدرجة‎ 


32.1.8 نظرية : (Lova'sz [1972b])‏ يكون البيان G‏ كاملاً إذا وفقط إذا كان 
o (G [A]) a (G[A]) <١ A I‏ نكل a .A € V(G)‏ 
اقتّرحت الخاصية ”| 214 ([4] (G [A] a (G‏ » لكل Kaca” A € V(G)‏ فولكرسون؛ ونسميها كمالاً 
بالنسبة إلى £ perfection)‏ - 6(. من المتضمن بك الكمال بالنسبة إلى cor‏ أو بالنسية EARM E‏ 
تلوين (G) IG‏ © مجموعة مستقرة « Ola‏ إحدى هذو المجموعات المستقرة تحوي on (G) / OG)‏ على 
الأقل. ويشتمل عكس ذلك على تعليلات حسابية كالتي أعطيت لنظرية PGT‏ إلا أنها أكثر دقة وكياسة . وبما Ol‏ 
الكمال بالنسبة إلى YD‏ يتغير بأخذ المتمّمة óla:‏ النظرية 8 .1 تعطينا PGT‏ مباشرة. 


8 . نظرية : 131 كان البيان © حرجًا من الدرجة a (G) œ (G) + 15s p‏ = (7)0 وأكثر من ذلك 
لكل x © VG)‏ توجد تجزئة د × - 6 إلى (G)‏ © مجموعة مستقرّة من الحجم (G)‏ » وتجزئة إلى 0 
uas (G)‏ من الحجم (G)‏ 0. 
الإشبات؛ عندما يكون البيان G‏ حرجًا من الدرجة Sle P‏ الشرط للكمال بالنسبة إلى D‏ يفشل فقط لمجموعة 
الرؤوس الكليّة A = V(G)‏ . لذاء x © V(G) Jets‏ نجد أنّ: 
=a (G) (G) +1 Gps aun (G) - 1 <a (G-x) o (G-x) =a (Go (G) &n(G) -1‏ (1)0. 
(G)5 Las‏ م = (G-x)‏ م = (G— x)‏ فيمكننا تفطية × — (G) 4G‏ 0 مجموعة مستقرة Lg.‏ أن anos‏ كل مره مرج 
هذه المجموعات يساوي A (G)‏ على cua Gls ASY‏ المجموعات تجزئ ال (G) © (G)‏ » رأسًا ل G—‏ إلى (G)‏ 00 مجموعة 
à‏ حجم JS‏ منها يساوي (G— x) = a (G — x) = a (G) ola its (G)‏ 0 يعطينا تجزئة ل x)‏ 7)6 إلى 
(G)‏ © عصبة حجم JS‏ منها يساوي (G)‏ ۵ . . 
ol‏ دراسة البيانات الحرجة من الدرجة P‏ قد استفادت من توسيع صفّ هذه البيانات ليشمل بيانات 
أخرى تحقق الخواص الموجودة 4 النظرية 8 .33.1 Gl‏ الخواص البنيوية للصّف الأكبر تكون مفيدة عند إثبات 
ال SPGC‏ لصفوف خاصة من البيانات. لقد "E‏ اقتراح العديد من التعريفات لتوسيع صف البيانات الحرجة 
من الدرجة P‏ ولكن تبيّن SI‏ هذه التعريفات ما هي إلا توصيفات بديلة Cavell‏ نفسه. لقد ظهر التعريف الذي 
نستخدمه 2 )]1979[ .(Bland - Huang - Trotter‏ 


8 . تعريف: للأعداد الصحيحة 2 < GW‏ نقول: GI‏ البيان G‏ قابل للتجزئة من نوع W‏ , © إذا a5‏ له 
Jets Ll 407 + 1‏ رأس V(G)‏ € ×يكون للبيان الجزئي X‏ — © تجزئة إلى © عصبة من الحجم W‏ وتجزئة 
إلى W‏ مجموعة مستقرة من الحجم -A‏ 
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8 تنظرية : )]1983[ og (Buckingham — Golumbic‏ البيان G‏ الذي رتبته 1 + Sub aw‏ 
للتجزئة من نوع W‏ ,4 إذا وفقط إذا كان x (G — x) = W‏ و (G-x)=a‏ 6 لكل x € VG)‏ وأكثر من ذلك 
w‏ -(©)0 و Jit 0(G)=a‏ هذه البيانات. Sig‏ المتباينات (G — x) > ay. (Gx) X w‏ 0 تكفى للحصول 
الاثبات: افترض G Ol‏ قابل للتجزئة. G - X Bf Ly‏ قابل للتلوين ب ۷ Ligh‏ وله عصبة من الدرجة GLa W‏ 
.x(G —x) = w = e (G -(‏ وبما أن 2 < G ob a‏ ليس بيانًا LEG‏ إن حذف رأس X‏ خارج عصبة أكبر 
#0 6 يعطي أنْ = e(G - x)‏ = (0)0. إن التعليل نفسه على G‏ يعطي النتيجة ل -A‏ 

وبالعكس؛ افترض 5 (G — x) > w‏ و VG) 2x je © (G - x) > a‏ تعطي المتباينة الأخيرة أن 
.a(H) > ©‏ لذاء ope‏ تلوينًا أمثل د × — 6 يستخدم W‏ مجموعة مستقرة على الأكثر» حجم JS‏ منها يساوي © 
على الأكثر. وبما أن Slo (G — x) = aw‏ مثل هذا التّلوين يجزئ X)‏ - 7)6 إلى W‏ مجموعة مستقرّة من 
الحجم 4. وبالمثل؛ Ola‏ غطاء د × - G‏ ب © عصبة يعطي تجزئة العصب المنشودة. 3 

من المبرهنتين 33.1.8 و35.1.8. نعلم أن JS‏ بيان حرج من الدرجة D‏ يكون قابلاً للتجزئة. وکل JB ola‏ 

للتجزئة يكون Úle‏ ناقصًا .3 على ذلك « G ola‏ يكون قابلا للتجزئة من نوع a, W‏ إذا وفقط إذا كان 6 قابلاً 
للتجزئة من نوع W‏ ,4. 
8“ مثال: قوى (أسس) الحلقات. يمكن بناء Cp la‏ بوضع o‏ على دائرة. وجعل کل رأس جاور 
أقرب 4 رأسًا له كلا الاتجاهين على الدائرة. عندما 1 C óp d=‏ = 04 

نتعامل مع الرؤوس على Le‏ أعداد صحيحة بمقياس N‏ مرتبة بطريقة معينة. إنّ البيان Cio‏ الموضع عن 
اليسار أدناه ئيس بيانًا كاملا وليس بيانًا p>‏ من الدرجة أيضا( الرؤوس: :8.6.4 تولد Co oC,‏ 
قابل للتجزئة من نوع 3 > 3.وغندما نزيل Gla ei‏ التجزئة الوحيدة للرؤوس التسغة المتبقية إلى 25905 مثلثات: هى 
((2,1+3 +1,717 6و(6 (GT 7,1 + 8,i+9) (i+ 4, i+ 5, i+‏ 

والتجزئة الوحيدة إلى ثلاث مجموعات مستقرّة هي: [(7 + 7 ,4 + 7 ,1 + ) و(8 +7 ,5 + 1 ,2+ (i‏ 
.(G 3, i * 6, rid‏ 
C ur‏ دائمًا قابلاً للتجزئة من نوع Js bt .4. W‏ رأسًا متتابمًا ب4 × - © تشكل عصبة؛ ويشكل كل © 
LL)‏ مجموغة مستقرة بحيث تساوي اللسافة بين G‏ اثنين مئهما Mi‏ إن إثبات C‏ كوج Use‏ من da gil‏ 
7 إذا وفقط إذا كان 2 = aw‏ أو 2 = يختزل ال SPGC‏ 2 عبارة: إن البيانات الحرجة من الدرجة D‏ جميعها 
تكون قوى حلقات. a‏ 


SO 


58 م مثال: بيانات أخرى قايلة للتجزئة ة. تظهر البيانات الأخرى القابلة للتجزئة عن طريق إضافة أضلاع 
d‏ 

غير مهمة إلى البيان ر Tur 2. Cis‏ . ونستطيع إضافة GÍ‏ قطر دون تغيير مجموعة العصب الكبرى أو مجموعة 

المجموعات المستقرة Gla. M. nen‏ البيان الناتج ما JU‏ قابلا للتجزئة . سنرى SPGC at Si‏ تتبع إذا حصلنا 
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على البيانات القابلة للتجزئة جميعها من قوى حلقات عن طريق إضافة أضلاع غير مهمة من هذا النوع. 

على الرّغم من ذلكء توجد بيانات أخرى abla‏ للتجزئةء مثل البيان الموجود 2 وسط الشكل أعلاه. 
.(Chva'tal - Graham - Perold - Whitesides [1979], Huang [1976])‏ ينتمي كل ضلع 2 هذا 
البيان إلى عصبة عظمى ٠‏ ولكن يوجد له ضلعان أكثر من م C‏ إن التجزئات تبرهن أن تجزئة هذا البيان تختلف 
عن تجزئة C‏ (التمرين 42( n‏ 


Jie 38.1.8‏ 1 خواص إضافية للبيان Oren‏ .يوجد للبيان eo‏ بالضبط #.عصبة کیری: كل نه 
يستخدم Li, w‏ متتابعًا على الحلقة. وکل رأس يقع بذ W‏ عصية متتابعة من الدرجة LUIS 9 .W‏ يوجد N‏ 
مجموعة مستقرة كبرى تمامًا لكل منها 1 — gaa A‏ بطول 17 وفجوة واحدة طولها 1 + W‏ بين :رؤوسها 
المتتابعة. يوجد للمجموعة المستقرة الكبرى التي تحوي XA‏ مكان للفجوة الكبرى. لذاء ola‏ كل راس يقع 2 4 من 
المجموعات المستقرة الكبرى. 

أخيرًاء يمكن للعصبة من الدرجة W‏ أن تتفادى مجموعة مستقرة كبرى فقط من خلال وجودها 2 الفجوة 
التي طولها 1 + US) Ww‏ يظهر 2 المثال 37.1.8 على الصفحة السابقة). flig‏ على هذاء توجد مزاوجة 
S)]‏ , ,0))بين المجموعات المستقرة الكبرى والعصب الكبرى بحيث إن N S, = Ø‏ ,© إذا وفقط إذا كان 
Acc‏ " 


تشمل هذه الخواص الإضافية التوصيف الآتي: GI‏ التعليلات تعود إلى بادبيرج )]1974[ diuo‏ 
الذي استخدمها ‏ إعطاء وصف للبيانات الكاملة بوصها كثيرات سطوح. لاحظ هنا SÌ‏ الاستنتاجات التُوافقيّة 
(التركيبيّة) تتبع من خواص المصفوفات 2 الجبر sag pal 2394 ghil‏ التوضيفات: الأخرى للبيانات القابلة 
للتجزئة 2 )]1979[ Tuck-) 2, (Golumbic [1980, p 58 — 62]) 2, (Bland — Huang—Trotter‏ 
.(Buccigham [1980]) 2.5 (Chva'tal-Graham-perlod-whitesides [1979]) 2, (er [1977]‏ 
39.1.8 نظرية : يكون البيان G‏ الذي رتبته 1 + aw‏ = 7قابلاً للتجزئة من النوع 4,17 إذا وفقط إذا تحقق 

الشرطان الآتيان: 

(G) = 1‏ ». و G  سأر Jsy.@ (G) = w‏ ينتمي بالضبط إلى W‏ عصبة من الحجم ۷ود 0 
مجموعة مستقرة من الحجم -A‏ 

2( يوجد د G‏ بالضبط 77 عصبة كبرى (O,]‏ و77 مجموعة مستقرة كبرى {S}‏ بحيث إن © Q,ns-‏ 
إذا daas‏ إذا =j (Q, ols‏ 7و S,‏ رفيقتان -((mates)‏ 
الاثبات: الضرورة؛ لقد برهتا أن (6) (Gx) = a =a(G)iis.x(G-x) =w = o‏ 0 لكل (0)ل0ك بر. 
اختر عصبة © حجمها يساوي /1. لكل G - X Jas iX EO‏ تجزئة إلى 4 عصبة من الحجم W‏ 

إن 0 مع هذه ال ۷ تجزئة تشكل قائمة 1 + ۷ = 7 من العصب العظمى ,0 , ... , ,0. ويظهر JS‏ رأس 
خارج © -2 عصبة واحدة 2 كل تجزئة. وكل رأس O2‏ يظهر O2‏ ويظهر مرّة واحدة © 1 - ۷تجزئة. لذاء 
JS Sle‏ رأس يظهر  W‏ عصبة بالضبط 2 هذه القائمة. 

لكل O,‏ تحصل على مجموعة مستقرة كبرى S,‏ متفصلة عن -Q‏ اختر Ol .* © Q,‏ ال W‏ من المجموعات 
المستقرة الكبرى التي تجزئ V(G — x)‏ يمكن أنْ تقطع © فقط عند ال 1 — LOL w‏ المختلفة عن X‏ لذاء Ola‏ 
إحدى هذه المجموعات المستقرّة لا تقطع Q,‏ ولتكن المجموعة S‏ سنبرهن Gh‏ هاتين القائمتين تحويان العصب 
والمجموعات المستقلة جميعهاء ولهما خواص التقاطع المنشودة. 
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افترض أن A‏ مصفوفة الوقوع التي فيها 1 = ٩,‏ کان ,© € 4x,‏ 0 = ,© بخلاف ذلك. افترض s‏ 
هي المصفوفة التي بها 1 = , ;5 إذا كان ,5 € D, = Dek‏ بخلاف ذلك + المدخلة رقم i‏ المصفوفة T‏ 
fas i aep‏ من 4 خسف ارم N S, EEEE‏ ,0 ا. بإثبات أن 1 دسح د 
هي مصفوفة الواحدات كلها نحصل على ns ZO‏ 0 إذا وفقط إذا كان ز + Its. i‏ — ل مصفوفة 
غير منفردة؛ فهذا ب دمن أن i Bed‏ غير ردو ایکا . ونعلم Si‏ للمصفوفات اللا متفر 3.235 1a‏ 
مختلفة, وبذلك ba‏ ,0 ... , © وبل ... , رك تكون مختلفة 
من البناء؛ 0 > | ,5 )١‏ 0 | بما أن العصب والمجموعات المستقرّة قن طع مرة واحدة على الأكثرء فلإثبات 
BF = J- Ij‏ يلزننا فقط برهنة أن مجموع عناص ر کل عمود من A B^‏ يساوي n—1‏ . وبالضرب B‏ متجه 
اليف Ly‏ عن اليسارء Ua‏ تخضل هذه الجاميع . لقد بنينا 4 بحيث تحوي JS‏ عمود W‏ من الواحدات. 
SY)‏ كل رأس يظهر .2 W‏ عصبة 2 القائمة (Aa‏ وهنا 8 بحيث تعوي كل ضف © من الؤاعدات SR)‏ حجم 
كل مجموعة مستقرة يساوي (A‏ ولذلك نجد أنّ: 
(A BP) = )1 A)B - wl, B'-wal, = (n - 115‏ 17 
ولبرهنة Sl‏ 6 لا يحوي nd‏ كبرى أخرى. نجعل d‏ متجة الوقوع لعصبة كبرى © - ونبرهن O‏ 4 يجب 
SI‏ يكون صما 2 A‏ وبما أن A‏ مصفوفة غير منفردة؛ Olè‏ صفوفها تولد E‏ نكتب q‏ كتركيب 
خطيّ: q - tA‏ - ولحل هذة الممادلة بالتسية إلى £ LE‏ بحاجة إلى 47. وبما أن مجموع كل صف 2 4 يساوي 
p‏ فسنحصل على aJ - (J- 1) = Tob‏ تن = A (œ J— BY‏ وبذلك J — B's‏ "م = 41 thang‏ 
عليه OUS‏ 
t= qA” = q (Œœ J- B") = o! qJ- qB" = o aI", - qB"‏ 
العمود رقم A i‏ 87 هو متجه الوقوع د S‏ لذاء Sle‏ الإحدائيّ 3 ل 87 q‏ يساوي | ON S,‏ | والذي هو Lal‏ 0 أو 1. 
إذن؛ 1 متجه إحداثيّاه 0 و 1 qui.‏ فهو مجموع صفوف 4. Le‏ أن جمع G‏ يساوي D‏ عندها يمكن استخدام 
صف واحد فقط. لذاء 518 4 صف من صفوف 4وأن ,© ... , ,0 فقط هي الغعصب العظمى. وتطبيق التعليل 
MET, gun‏ ]نل يوج un Ra parce Sag bly LP gl‏ ی یھر کل IE‏ مزل هناد 
المجموعات. 
الكفاية: من النظرية 35.1.8 Linh‏ فقط برهنة أن (G - x) > W‏ ¥ و © > YG)jo0(G - x)‏ ع ند 
افترض ol‏ العصب والمجموعات المستقرة معطاة كما هو مضمون cues EUG da All;‏ مصفوفتا gs‏ 
A‏ و B‏ كما .2 الأعلى. نعلم من الشرط رقم )1( JS Ol‏ عمود من B‏ يحوي © من الواحدات, ولذلك ob‏ 
òl J B -aJ = BJ‏ شرط التقاطع )2( يعطينا أنْ 1[-ل = DE A BT‏ هذه اللتصفوفة غير pais‏ دة لقان 
B‏ غير منفردة Oly‏ 
ATB-B'BAB-B(-DB-B'BJ-I-J-I‏ 
4 حاصل pai‏ 7 - ل = alls ATB‏ الذي يرتبط بالرّأس VG) 2-x‏ ينص على أن WG - x)‏ 
تفطى برفاق ال ۷ عصبة الكبرى التي تحوي X‏ (موضح 2 الرسم أدناه) ób wills X(G —x) € w Glad.‏ 
العمود المرتبط ب ينص على ais V(G — x) B‏ برفاق ال ٩‏ مجموعة المستقرة الكبرى التي تحوي X‏ لذاء a‏ 
z Qi Qn vi Vn vi Yn .0(G-x)xa‏ 
v1 Si 0 1‏ 


x AT B =x 
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8. نتيجة : إذا كان 6 قابلا للتجزئة من نوع W‏ ,4؛ وكان 2 = Slaw‏ ,6 = © . إذا كان 2 = 4. Él‏ 
G=C 2‏ لذاء óle‏ ال SPGC‏ تختزل لإثبات 25 = jc‏ 2 = © وذلك للبيانات الحرجة من الدرجة 2. 

الإثبات: إذا كان 2 = obe‏ كل رأس ينتمي إلى عصبتين من الحجم 2. لذاء G Gba‏ منتظم من الدرجة 2. 

وإضافة إلى ذلك» G Gla‏ مترابط وله رتبة فرديّة (1 + © 2). لذاء G óla‏ حلقة فرديّة. ل2 = a‏ افترض a LG‏ 
من الآنفصاعدًاء سنستخدم O(G): W‏ :0 بالتبادل: و A g A(G) «à‏ بالتبادل وذلك للبيانات القابلة للتجزئة. 

41.1.8. نظرية : )]1977[ (Tucker‏ افترض أن × رأس 2 بيان G‏ قابل للتجزئة. يوجد للبيان الجزئي 
G - X‏ تلوين وحيد أصغر رُمز إليه بالرمز X (G - x)‏ ويتألف من رفقاء ttl‏ العظمى التي تحوي 
X‏ وبالمثل» يوجد G - X J‏ غطاء came‏ وحيد أصغر رمز إليه بالرمز(× — calling (X (G‏ من رفقاء 
المجموعات المستقرة العظمى التي تحوي X‏ 

Lo OLAYI‏ أن G‏ قابل للتجزئة من نوع G — x ól a, W‏ قابل للتلوين ب ۷ لونا مستخدمًا W‏ مجموعة 

مستقرة من الحجم 4. JS Ò‏ عصبة من الدرجة ۷ تفتقد صقا لونيًا؛ SY:‏ لعصبة 1 - 1# رأسًا .G -x2.‏ لذاء 


يوجد للعصب من الدرجة W‏ التي تحوي X‏ كلها رفقاء بوصفها صفوثًا لونيّة يذ التلوين. وبالتحدید» يوجد QA W‏ 
هذه العصب ALS‏ لذاء Ola‏ التّلُوين وحيد. إِنّ العبارة الأخرى تتبع من أخذ المتمّمة. = 


.(Buchkingham - Golumbic [1983]) : 255133 .42.1.8‏ إذا كان X‏ رأسًا 2 بیان © قابل للتجزئة 
من نوع ت d (x) > ۸-2 » + lba‏ > 2- 20 

الاثبات: اختر رأسًا v o x‏ (انظر التوضيح أدناه). اجعل S‏ مجموعة مستقرة 2 X (G — V)‏ بحيث إن 5 تحوي X‏ 

Jarl‏ مجموعة مستقرة أخرى ۷(2 X (G—‏ اختر N (x) ۸ S,‏ € 2.توجد عصبة 0 2(2 - 6) © تحوي ×. بما 

Xl‏ ج Ll) Q Job Y‏ .2 كل مجموعة مستقرة ل X (G — V)‏ وهذا يعطي جارًا ثانا د 2 S‏ لذاء يوجد د × جاران 

على الأقل -2 كل مجموعة مستقرّة من ال 1 — 00 مجموعة المحتواة :2 X (G — V)‏ وهذا يعطينا 25 -0 2 < (x)‏ 

= sn 1 - 4 (x) = ING QO < 2a - 2:5 G يعطي التعليل نفسه على‎ 





إن الحدود على درجات الرَؤوس 2 البيانات القابلة للتجزئة من نوع © ZILA,‏ حيث تتحقق بالمساواة لقوى الحلقات. 
8 ه. تعريف: نقول: Gf‏ ضلعًا 2 البيان يكون ضلعًا حرجًا إذا كان حذفه يؤدي إلى زيادة عدد الاستقلال. 
يُسمّى الرّأسان غير المتجاورين متحارجين (c0 — critical)‏ إذا كانت إضافة ضلع يربط بينهما تؤدي إلى 
زيادة sue‏ العصب. إن التوصيف الميّز للأضلاع الحرجة 2 البيانات القابلة للتجزئة موجود ضمنيًا 2 عمل 
العديد من الباحثين. 
8. نظرية : إذا كان xy‏ ضلعًا 2 بيان قابل للتجزئة Sle G‏ العبارات الآتية متكافئة 
(a‏ × ضلع حرج. 
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Su{x}EeX(G-y) (b 
عصبة عظمى.‎ O- 1 ل×ينتمي إلى‎ (c 
.© - Xy ZG + 1 هي مجموعة مستقرة عظمى حجمها‎ SU (X, Y} ol لاحظ‎ .4 > B الإثبات:‎ 
عبارة عن مجموعات‎ S UL} 9S U(x) Ól بحيث‎ IS فتوجد مجموعة‎ p> xy إذا كان‎ .4 > C 
. ؟‎ ULV} عصبة عظمى تحوي ولا تحوي /[تكون منفصلة عن‎ JS ole مستقرّة عظمى -2 6. لذاء‎ 
e) - ال1‎ s S U(y) وعصبة عظمى واحدة فقط لا تتقاطع مع‎ X عصبة عظمى تحوي‎ O أنه يوجد‎ Les 
أيضا.‎ y عصبة العظمى المتبقية والحاوية د × يجب أنّ تحويّ‎ 
نوها‎ -X gpi التي التي‎ lady pa G — XS ارين اليه‎ 2 spt الجموفات‎ 51 CB 
£ (8 — فی إل کل من(‎ tee 131 oka lady Sle «uae Aue W — 1 2. 35254 XY Ol 
بحيث إن‎ S فقط 2 البيان مؤلفة من الرؤوس2 و/[ومجموعة مستقرة‎ Lila + 1 وهذا يترك‎ X (G — و(‎ 
. Su {x} EX (G-—y) و‎ SU (y) e X(G-x) 
6 - Óla عصبة عظمى.‎ Gi 2 ضلمًا لا يظهر‎ Xy بيان قابل للتجزئة. إذا كان‎ G Gi نتيجة : افترض‎ 45.1.8 
El patie يكون قابلاً للتجزئة. وإذا كان × و زوجًا غير متجاور لا بظهر 2 أيّ مجموعة مستقرّة‎ X 
يكون قابلا للتجزئة.‎ G + xy 
نحتاج إلى إثبات العبارة الأولى فقط. إذا حذفنا ضلمًا لا يظهر‎ Like من خواص المتمّمة (التتام).‎ «LANI 
كرجا ونخصل هلى أن‎ Ulins gh عصبة عظمى: فباستخدام النظرية 44.1.8 نعلم أن هذا الضلع‎ I 2. 
مجموعة‎ Gl oan عصبة عظمى ولم‎ A yai لم‎ Lil وبما‎ -A(G — xy) = و(©)0‎ © (G — xy) = @ @ 
X(G — xy- u) Shi لاستنتاج‎ G — U أكون » فإنه يمكننا استخدام التّلوين الأمثل» وتجزئة العصب للبيان‎ gaius 
3 .35.1.8 قابل للتجزئة باستخدام النظرية‎ G — xy ola ولهذاء‎ .0 (G — xy — u) Sa ils. 
عصبة عظمى أضلاع غير مهمة؛ وتؤكد‎ Gi L يقترح النقاش الذي 565 .2 المثال 37.1.8 أنْ الأضلاع التي لا تظهر‎ 
النتيجة 45.1.8 لنا أن هذه الأضلاع هي ” خردة“ ولا يوجد أي خردة لقوى الحلقات القابلة للتجزئة.‎ 
(The Strong Perfect Graphs Conjecture) البيان الكامل القوي‎ disks 
نبرهن خواص البيانات القابلة للتجزئة معتمدين طريقة الاقتراب من ”أعلى إلى أسفل“ لنظرية‎ Lis 
ال52030: محاولين إيجاد خواص كافية لحذف البيانات الحرجة جميعها من الدرجة /ماعدا الحلقاتومتمّماتها.‎ 
كه‎ Gio ا جه اممو سر‎ ee تد‎ SPGC اد‎ Si وتعني هذه الطريقة إثبات‎ 
C, بحيث يكون ر‎ G مستحدث من‎ Gija بيان‎ G تعريف: الفجوة الفرديّة أو عكسها 2 البيان‎ .8 
البيان الذي يخلو من فجوة فرديّة أو عكسها يُسمّى بيان‎ Sf على الترتيبء‎ (k < 2 (لبعض‎ Crea أو‎ 
-(Berge) بيرج‎ 
ONE uals يكون‎ G2 بیان بيرج‎ EO هي برهنة‎ ٠ SPGC يحقق ال‎ G إحدى الطرق لإثبات أن الضَفّ‎ 
.6 2۲ إذا كانت الحلقات الفرديّة ومتمّماتها هي فقط البيانات الحرجة من الدرجة‎ SPGC اد‎ G الصف الورائيّ‎ 
و الطاريّة (التي تقع على طارة دون‎ «(Tucker [1973]) من البيانات السويّة‎ de SPGC تتحقق ال‎ 
أو التي لها‎ (A (G) > 6 (Grinstead [1978] Lg وللبيانات التي‎ «(Grinstead [1981]) تقاطعات)‎ 
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٠ (œ (G) > 3 (Tucker [1977]‏ فضللا عن أنها تت تتحقق لصفوف مختلفة من البيانات المعرفة من خلال منع 
هعض البيانات الجزئية المستحدنة المثبتة Meyniel [1976], Tucker [1977], Parthasarathy — Ra-)‏ 
.(vindra [1976, 1979], Chva'tal — shihi [1988], Olariu [1989], Sun [1991]‏ 

xs lus‏ 4 الحسبان ثلاث عائلات. 


8. تعريف: نعرّف بيان أقواس الدائرة على أنه بيان التقاطع لعائلة من بيانات الدائرة؛ Lal‏ بيان 
الدائرة: فهو بيان التقاطع لعائلة من أوتار الدائرة. ويُسمّى كل بيان خال من 3 ile K,‏ خاليًا من المخالب 
cag pail tail)‏ 223.1(. 1 
Js‏ حلقة تكون Glu‏ دائرة وبيانَ أقواس دائرة. إلا أن Gl‏ من هذه الصَّفُوف غير محتوى 2 الآخر (التمرين (AT‏ 
وإحدى الطرق لإثبات ال SPGC‏ لصف G‏ هي برهنة JS Gi‏ بيان قابل للتجزئة G2‏ ينتمي إلى صت H‏ 
تتحقق فيه ال SPGC‏ ونستخدم العائلة ( {Cp‏ للقيام بهذا الدور. 


8. نظرية : )]1976[ .(Chva'tal‏ قوی الحلقات 33 ال SPGC‏ . وبالتحديد» Sta‏ البيان Cow‏ 
يكون حرجا من الدرجة D‏ إذا وفقط إذا كانت 2 = W‏ أو 2 = d‏ ويكون البيانٌ ‏ الحالتين فجوة فرديّة. 
أو عكسٌ فجوة فرديّة. 
الإثبات: يكفي افتراض البيانات القابلة للتجزكة 2G = CI rd,‏ هذا بيانًا خرجًا من الدرجة p‏ 
عندما 2 = 4 , أو 2 = /1. لذاء يمكن افتراض أن 2 < w‏ ,4» لتكن الرؤوس هي: dV, , ... , Vu‏ واجعل 
S > (v, +1 , ۷ ag 0Sisa-1)‏ 51 البيان الجزئي G [S]‏ هو aala‏ وبما أن أدلة الرؤوس التتابعة ب 
ك تكون مفصولة بعضها عن Laf nao‏ بواحد أو ب 1 — La) W‏ عدا الرأسين ,0و Sls (2 2 odia D,‏ آدنة 
الرؤوس غير المتتابعة تختلف على الأقل ب W‏ 
وللحصول على Cpa‏ بوصفها بیانا Lila US jo.‏ مستحدثًاء فنا نستبدل: 
SE Vos LL DUREE Vus Vis Vol‏ 
Banii d aan‏ . 


8. نظرية : )]1975[ (Tucker‏ . 333 ال SPGC‏ لبيانات أقواس الدائرة. 


الاثبات: تذكر أن o‏ (۷) لا(۷) تعريف الجوار المفلق ل v‏ (التعريف 23 ). عندما يكون) Lo‏ قابلاً للتجزئة 
ورؤوسه المختلفة 9X‏ لل فإثنا ندعي أن NE] © NI]‏ خذ ‏ الحسبان العصبة © التي تحوي y) 2- x‏ — ©)©, 
لدينا N [x]‏ € 2. إذا كان N [y]‏ يحوي OU DN [x]‏ عصبة من الحجم 1+(0)0. 

الآن. إذا كان G‏ بيان أقواس دائرة ai jell Wyld‏ فيكفي برهنة أنّ C POT‏ = 6؛ ÓY‏ اد SPGC‏ تتحقق 
لقوى الحلقات ( النظرية 8 .48.1( . افترض تمثيل أقواس دائرية تحدّد القوس ,4 د 7 © . بما YN [v] Si‏ 
يمكن Si‏ يحوي Óla N [x]‏ القوس VA,‏ يمكن أن يقع ضمن قوس |o‏ 2-4 هذا التمثيل. وإذا لم يوجد Gl‏ قوس 
يحوي قوسًا آخر. Sle‏ كل قوس يقطع A,‏ يحوي على الأقل ثقظة طرفية واحدة ل Le A,‏ أن الرؤوس المرتبطة 
بالأقواس التي تحوي نقطة واحدة تستحدث عصبةء فيوجد على الأكثر 1 — 0 قوسا آخر تحوي JS‏ نقطة طرفية 
At‏ تتحقق المساواة Yo)‏ يوجد Gl‏ قوس آخر يحوي EY (A, 2b‏ النظرية 42.1.8 تتطلب (G) < 2 ji‏ 8 
0-2. 
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بدءًا من نقطة معينة على الدائرة» اجعل V,‏ تمثل الرّأس المتمثل بالقوس رقم # الذي نصادفه ‏ أثناء حركتنا 
مع اناه ععارب الساعة بدءًا من Los P‏ أن كل قوس يقطع بالضبط 1 — 0 قوسا آخر عند كل نقطة طرفيةء 
V, ole‏ تجاور TEM V, ua‏ (جمع بمقياس 7) لکل l Saad. i‏ فم n .G=‏ 

إن الإثبات الأصلي لنظرية ال Gel! SPGC‏ بالبيانات الخالية من المخالب 
(Parthasarathy — Ravindra [1976])‏ كان معقدًا وصعبًا le‏ إن الدراسات sb‏ العرجة من Pisi‏ 
أسهمت 4 تقصير هذا الإثبات. إضافة إلى ذلك فقد أسهمت uae Lai‏ إثبات النظرية الآتية الذي سنطبقه. 
50.1.8 نظرية : )]1984[ (Giles — Trotter - Tucker‏ . !42313 للبيان 6 القابل للتجزئة حلقة مؤلفة 

من أضلاع حرجة. ots‏ البيان الجزئيّ G'‏ الذي نحصل عليه بحذف الأضلاع التي لا تنتمي إلى Gl‏ عصبة 

عظمى هو fm‏ 
الإثبات: )]1995[ (Hartman‏ افترض bls © Si‏ للتجزئة من نوع Òl a, W‏ حذف الأضلاع لا يدمّر 
المجموعات المستقرة, بالإضافة إلى Ji‏ حذف vw s‏ حصية خيس عظم لا يرثن اق ية عش لذاء 
Ske‏ الثاويخ وتغطية G— X Je all‏ يعطينا O(G'-x) Sadigx(G'-x) <w jl‏ (بصرف النظرعما إذا كانت 
a(G)‏ > ('2)0). ومن النظرية 1.8 ,35 نجد أنْ' © Jala‏ للتجزئة من نوع A, W‏ كذلك SLs‏ أعظمية العمصب 
G - X J‏ لقيم X‏ المختلفة يجبر G^‏ ليكون مترابطا. 

فيما يأتي سنبرهن أنه إذا a laa G- d‏ إلى ۷ يتألف منK‏ ضلمًا حرجًا Vou os.‏ ینتمیان إلى ok‏ 
عصبة عظمى مشتركة على الأقل. نستخدم الاستقراء على / . حيث إن النظرية 44.1.8 تعطينا الخطوة الأساس 
1 = ۸.د 1 < ۸ إذا كان رالزاس قبل V‏ على هذا الان ola‏ فوط الاستقزاء يضع g1‏ 7[ على + Kk‏ - ® 
1 عصبة عظمى مشتركة. وبما Ol‏ لرينتمي إلى O‏ عصبة عظمى بالضبط (باستخدام النظرية 39.1.8( els.‏ 
1 - © من هذه العصب تحوي ۷ (من النظرية 44.1.8) ؛ Ola‏ واحدة على الأكثر من ال 1 k+‏ و خضي اي 
تحوي / و لزيمكن ألا تحوي V‏ . افترض أن C‏ حلقة أضلاع حرجة GI G2‏ الأضلاع الحرجة تنتمي إلى عصبة 
عظمى. C (la Md‏ بھی Gig‏ كما برهنا أعلاه أن LO, © Gl‏ تشكل مسارًا 2 G'‏ تستحدث عصبة عظمى 
T Ge‏ كان يطول C‏ يزيد على © a Sa‏ بعلي © خصية gale‏ متتايمة تمق Lo‏ ما Cà‏ .ومن 
النظرية 39.1.8 ola.‏ هذه هي أضلاع G'‏ جميعها التي ت تقع على . إذن: تشكل C‏ مركبة من G'IS pa‏ وهذا 
Ce WIG Sania‏ 

إذا كان طول C‏ يساوي ت على V(C) Sts AS‏ نفسها تكون عصبة sts.‏ كان la x € VCC)‏ رؤوس 
C - x‏ تنتمي إلى مجموعات مستقرة مختلفة ب التّلوين X (G — X)‏ المعرّف 2 النظرية 41.1.8. افترض Ol‏ 
QURE US EAE M voa‏ وافترض أيضًا SG)‏ , ... , أدهي المجموعات المستقلة 2 pen V(C)‏ 
Le. Si U{x}e X (G-x,)‏ أن X,‏ × ضلع qoo‏ فال و x, g‏ ينتميان إلى 1 — 0 عصبة عظمى مشتر 
a)‏ . لذاء وباستخدام النظرية 41.1.8 le‏ التلوين X (G - X)‏ والتلوين ) E X,‏ 

يشتركان .4 1 --00 مجموعة مستقرة إن المجموعة المتبقية تختلف فقط من حيث احتواؤها glx,‏ 1 +,×. لذا os.‏ 
(x) as X (G - x)‏ لا ,5 لكل 2 < i‏ وكذلك فهي تحوي {Xo}‏ لا S,‏ 

oda. aos‏ التمويضات ي أقناء ings‏ لأضلاع C‏ نجد U {x-1} ases X (G - x)‏ ,8 لكل 
> 7 > 1. وبأخذ خطوة أخرى للعودة إلى X,‏ نجد أن X (G — x)‏ تحوي S, U {x-1}‏ لكل <i > k‏ 2 
وتحوي (X)‏ لا که بما أن 2 < ۸ و 2 le A Z‏ هذه المجموعات تختلف عن المجموعات التي بدأنا بها 2 
bd X (G - x)‏ أن X (G — x) agit‏ وحيد. فنكون قد حصلنا على تناقض. وبذلك» Gls‏ الحالة 
(C) Xo‏ 7لا n gti‏ 
(Chva'tal [1976]) «24 4133 .51.1.8‏ .131 كان Od ease D asail julie ly G‏ اميان السركن 

المولد G‏ الذي نحصل عليه بحذف أضلاع G‏ التي لا تند 2m‏ إلى alienas A‏ هوخوة (CU ada‏ 

.)6/ يكون فجوة فردية أو عكس فجوة فردية (ويساوي‎ G Ola 
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OLAYI‏ البيان الحرج من الدرجة D‏ قابل للتجزئة. إن المجموعات المستقرة والعصب العظمى .2 G‏ تكون 
vi ARP LAE a AMNEM EDT m‏ نستنتج ثانية G” j‏ قابل للتجزئة وفيه = a(G’)‏ 
G= = Cover ól 121.0 (G^) = œ (G) = w 9.a(G) = a‏ 

نعيّن أدلة للرؤوس ب بحيث تتألف العصب العظمى د6 )29 (G‏ من LLL, W‏ متتابعة Sly Gabe‏ المجموعات 
العظمى المستقرة لها الكل [vor 1<j<a}‏ (حيث أخدَّت الأدلة بمقياس 1 + (QW‏ . وعلى وجه الخصوص» 
ola‏ الرؤوس المفصولة بعضها عن بعض بمضاعفات W‏ على الحلقة بي V‏ ... ,م۷ تكون غير متجاورة 6'2 و2 
كامل البيان 6. 

إذا كان © = G'‏ قان النظرية 8 .1 تعطينا G OT‏ فجوة فردية أو عكس فجوة فردية. وإذا كان G'EG‏ 
w > 25b‏ ,4 أي بخلاف ذلك Ól‏ حذف ضلع يزيد عدد المجموعات المستقرة العظمى؛ « أو يقلل عدد العصب 
العظمى. إذا كان كل من 3< d, W‏ فسنعطي بيانًا H laa saa Ut o‏ من G‏ )51 الحلقة الفرديّة المستحدثة 

'0 التي تم uai‏ ف النظرية 8 .1 ربما يكون لها 535 2 6). 

S = {v y Vi روط‎ Vt U )7 2 Si Sa- 1( Si افترض‎ 

T= (Vous Vay Vp VI Ufo, ;2xiSw-1) bly‏ إن حجم S‏ يساوي 2 + © وحجم T‏ يساوي 
2 + .لذا la.‏ کان Js‏ من 3 < d, W‏ فإنهما ي يشتركان -2 خمسة رؤوس هي {v bens Veni Vp Va Via]‏ 
تماما . إضافة إلى S Ji‏ تقطع كل عصبة عظمى 2 G'‏ (وكذلك 2 T 4.(G‏ تنظ عل abba deas‏ د ,60 
(وكذلك 6) (التمرين 49). إجعل H = 6 - (S U T)‏ هذا يعطينا a - 1 Ë‏ = (/0)8. و 1 - eXH) =w‏ 
الآنء يتبع النقصان ase)‏ الكمال) من 

LI n (H) 2n (G) - (a+w +4-5)>(a-1)(w-1) 

8ه نتيجة : )]1984[ (Giles — Trotter - Tucker‏ . إذا كان ly G‏ حرجا من الدرجة p‏ بحيث إنه 

v € KORS‏ يوجد للتلوين الأصغر X (G — V)‏ مجموعتان (على الأقل) بحيث تحوي JS‏ منهما جارًا 

د ۷ G Ola‏ يكون فجوة فردية أو عكس فجوة فردية. 
الاثبات: عندما توجد مجموعة 2 X (G — V)‏ تحوي جارًا واحدًا VIU‏ بالضبط. Ola‏ الضلع UD‏ يكون حرجا . لذاء 
فإِنَّ الفرض يضمن أنّ الدرجة الصغرى للبيان الجزتيّ للأضلاع الحرجة تساوي 2 على الأقل. ولذا ada.‏ البيان 
يحوي حلقة. من النظرية 50.1.8 نعلم Si‏ البيان الجزئيٌ G'G‏ الذي نحصل عليه بحذف الأضلاع التي لا تند تنتمي إلى 
cand‏ علس COL‏ .ومن النظرية 1.8 S.‏ نجد GO‏ فجوة فردية أو عكس فجوة فردية. LI‏ 
53.1.8 نتيجة : ([1976] (Parthasarathy - Tavindra‏ . تتحقق ال SPGC‏ للبيانات التي تخلو من و K,‏ 
(Giles - Trotter — Tucker [1984]) : Guay‏ افترض Gol‏ بيان حرج من الدرجة IEP‏ من و de K,‏ 
WG)‏ € © لاحظ MV) Si‏ يستحدث ly‏ جزئیًا كاملا ليس له مجموعة مستقرة من الحجم 3« وهذا يعني 
أنه يمكن تغطية N (V)‏ بعصبتين: ويعطينا أنّ 2 — JS (V) > 2 O(G)‏ واحدة من المجموعات المستقرة التي 
عددها (G)‏ 0 والموجودة 2 X (G — V)‏ تحوي جارًا ل 7. وبغير ذلك OL‏ إضافة D‏ تحدث مجموعة مستقرة 
tes id (v) > 2 c (G) — 2 Gi Lay. psi‏ الأقل هناك مجموعتان من هذه المجموغات تحوبان جارًا DI‏ 
لذاء G Spe‏ يحقق فرضيات النتيجة 18 .52( وبذلك. G Ola‏ فجوة فردية أو عكس فجوة فردية. . 

لاحظ Si‏ النتيجة 53.1.8 LA‏ تعطينا ال SPGC‏ لبيانات الدائرة (التمرين 50). 5 ال SPGC‏ العامة 
تبقى مسألة دون o‏ ولكن النتيجة المتوسطة بين ال SPGC.‏ واد PGT‏ نتيجةٌ معروفة (حيث نحصل عليها مباشرة 
من ال SPGC‏ وتعطينا اد 67 مباشرة aat (Ls‏ 545 كفتال GSS (Chvattal)‏ الآنية: إذا كان ل HG‏ 
مجموعة الرؤوس نفسهاء وكان لهما الرّباعيات المرتبة من الرّؤوس التي تستحدث Py‏ نفسها أيضاء Gól‏ يكون 
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كاملاً إذا وفقط إذا H ols‏ كاملاً. لقد أثبت ريد (Reed)‏ هذه المْحَمّئّة ”نظرية البيانات الكاملة شبه القوية“. 
تمارين (Exercises)‏ 
8 (-) احسب ¥(G)‏ و O(G)‏ لمتمّمة الحلقة الفرديّة Cy,‏ 
2.1.8 )- 7( جد pla pol‏ ناقص؛ G‏ بحیث (G). dl‏ ص = (G)‏ × 
pas (1) 3.1.8‏ البيانات التي تخلو من P,‏ مرافقات البيانات (Cographs)‏ والتي ترمز إلى”تصغير 
لا هوق إن البيان عو تصقير sal T3 WE‏ كصهير هذا الق إلى البيان CUBA‏ عن طريق أذ 
متمّمات المركبات (مركبات البيان) بالتتابع: ١‏ 

(a‏ أثبت أن البيان G‏ يخلو من ,2 إذا وفقط إذا كان تصغير متمّمة. 

Seinsche) يكون كاملاً.‎ P, من‎ JU بيان‎ JS ŠÍ ونظرية البيان الكامل لتبرهن‎ (a) استخدم الفرع‎ (b 

)]1974[ 

d. 1.8‏ تحديد العصب. افترض G, 9G, Sig duas G, N © 5l .G = G, UG, di‏ بيانات كاملة. أثبت 
G Ol‏ يكون بيانًا كاملا دون استخدام تمهيديّة مجموعة قطع النجمة. 
5.1.8 جد بيانًا ناقصًا 6 له مجموعة قطع النجمة C‏ بحيث إِنّ الفلق — C‏ للبيان G‏ هو بيانات كاملة (تعليق: 
التحديد عند مجموعات قطع النجمة لا يحافظ على الكمال» على الرّغم من عدم وجود مجموعة قطع النجمة 
للبيانات الحرجة من الدرجة (D‏ 
8م افترض أن G‏ حاصل الضرب الكارتيزي لبيانات تامّة. أثبت A(G) = 0 (G) 5l‏ وبرهن كذلك أن 
k, ok, Ok,‏ غير كامل. 
7.1.8 أثبت أنْ ,۸ C, V‏ هو البيان الوحيد الحرج Ég‏ الذي درجته اللونية تساوي A‏ وله ستة رؤوس. 
8.1.8 )+( أثبت G ol‏ حلقة فرديّة إذا وفقط إذا كان 2 / )1 — (n (G)‏ = (6)» و u — v) = a(G)‏ — ©)0 
لكل .(Melnikov - vizing [1971], Greenwell [1978]) u, v € V(G)‏ 
9.1.8 افترض T v Si‏ , إلا ترتيب حذف مبسطيّ للبيان G‏ وافترض أيضًا Ov) = {v, ENY): j>‏ 
Speen OI‏ عتا يتم بحدف :لالخلا لكزتيب yd oos Ris‏ ... , ,7 = 5هي 
المجموعة المستقرة التي نحصل عليها ” بجشع ” من الترتيب V,‏ , ... , ,۷ء أي؛ AN 0: deal. DRE‏ 
الترتيب, ثم واصل العمل بخطوات مكرّرة .و کل خطوة : أضف العنصر × الذي ترتيب دليله أقل ما يمكن من بين العناصر 
المتبقية للمجموعة المستقرة؛ وأهمل ما تبقى من (X)‏ 0: 

(a‏ أثبت أنْ تطبيق خوارزمية التلوين الجشع على بناء الترتيب ,لا , ... , ,۷ يقود إلى الحصول على تلوين 
«Sel‏ وأنّ Gross [1965]. œ (G) = 1 + max Le IQ GOL‏ = ل 

„(Gavril [1972]) تشكل غطاء عصب أصفر.‎ {yi} UQ {yj} المجموعات‎ ója أثبت أنْ؟ مجموعة مستقرةعظمى.‎ (b 
Gone لتختبر ما إذا كان الترتيبٌ الناتج ترتيبٌ حذف‎ (MCS Ji أضف اختبارًا لخوارزمية‎ 58 
.(Tarjan — Yannakakis [1984]) 
مباشرة (دون استخدام ترتيب الحذف المبسطيّ) أن بيان التقاطع لعائلة أشجار جزئيّة من‎ cil . 11.1.8 
شجرة معينة لا يحوي حلقة غير وتريّة.‎ 
بيان هو بيان التقاطع لعائلة من الأشجار الجزئيّة لبيان معين.‎ ds Sl أثبت‎ )- ) 12.1.8 
.3 أثبت أنه يوجد لكل بيان وتري تمثيل تقاطع بأشجار جزئية لشجرة مُضيفة درجتها الكبرى تساوي‎ . 13.1.8 
B بحيث‎ Ghul Q أثبت أنه يوجد د‎ x © V(G) JS G عصبة عظمى 2 بیان وتريّ‎ O ااافترض أنّ‎ 8 
.( Voloshin [1982]) الآخر»‎ a: يكون مختلفًا عن‎ X منهما عن‎ JS as 
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15.1.8 بيانات تقاطع الأشجار الجزئية لبيان. uo‏ التوجيه الأخوي (الودي) لبيان على أنه توجيه hall‏ 
بحيث يكون كل زوج من الرؤوس التي لها تابعٍ (خلف) مشترك متجاورًا: 

(a‏ ) -) أثبت Si‏ البيان يكون Le‏ وتربًا إذا وفقط إذا وُجِدّ له توجيه أخوي غير حلقي. 

(b‏ ) -) احصل على بيان ليس له توجيه أخوي. 

Alle da (c‏ من الأشجاز ج نيان معين قابلة للتجتذير 131 Sal‏ تفيين gle‏ لهدة الأشجار بحيث يتقاطع 
زوج منها إذا وفقط إذا انتمى أحد الجذرين على الأقل إلى كلتا الشجرتين الجزئيّتين. أثبت أنْ للبيان G‏ توجيها 
أخويًا إذا وفقط إذا كان G‏ بيان تقاطع لعائلة أشجار جزئية لبيان معين؛ وبحيث تكون هذه العائلة قابلة للتجذير. 
16.1.8 )1( أثبت Si‏ البيان البسيط G‏ يكون غابة إذا وفقط إذا وجد رأس مشترك لكل عائلة مسارات متقاطعة 
زوجًا زوجًا ‏ 6. (مساعدة: لإثبات الكفاية؛ استخدم الاستقراء على عدد المسارات 2 العائلة) . 

17.1.8 )1( توصيف بيانات الانشقاق بمنع بعض البيانات الجزئية. نقول: S‏ البيان بيان انشقاق إذا أمكن 
تجزئة رؤوسه إلى عصبة ومجموعة مستقرة: Es‏ - 

G 9G من‎ JS يكونان بيانين وتريّين. لاحظ أنه إذا كان‎ G و‎ 6 op أثبت أنه إذا كان 6 بیان انشقاق‎ (a 
AC Ks GC 5} جزئية مستحدثة ضمن المجموعة‎ bile G فلا يوجد للبيان‎ » 3s Ls 

Vago) dca dins له چان عوك‎ ings V ia Ln lg O أثبت أنه إذا كن‎ (b 
Q يكون بیان انشقاق. (مساعدة: من بين العصب ذات الحجم الأكبرء افترض أن‎ aid » (Cu 2 Kee GH 
تكون مجموعة مستقرة من‎ G - © Ol يمكن. أثبت‎ Le أقل‎ G - © هذه العصب بحيث يكون عدد أضلاع‎ Aal 
.(Hammer - Simeone [1981]) . وشروط البيانات الجزئية الممنوعة)‎ c Q خلال استخدام خيار‎ 
بحيث‎ k أكبرٌ قيمة ل‎ m ol ؛ وافترض أيضًا‎ G الدرجات لبيان بسيط‎ Allied, <...< di افترض‎ ._ : 

s al di=m(m-1)+ y di كون مان السماق إذا وفقط إذا كان‎ Ges d,zk-ló 


iml 


(تعليق: قارن بتمرين ]1981[ (Hammer - Simeone‏ .)28.3.3(. 
58 (-) حدّد الأشجار التي تكون بيانات Glass!‏ وابن زوجًا من بيانات الانشقاق غير المتشاكلة التي لها 
متتالية الدرجات نفسها. 
20.1.8 455 الأشجار من نوع / على Ll‏ البيانات التي تظهر من عصبة من الدرجة K‏ بتكرار إضافة 0 أو 
أكثر من الرؤوس الجديدة التي تربط بالعصبة 2 البيان القديم. أثبت G Od‏ يكون شجرة من نوع 131K‏ وفقط 
إذا حقق الخواص الثلاث الآتية: 

(a‏ إذا كان مترابطا. 

Kk 2 ولكن لا توجد له عصبة من الدرجة‎ ik إذا كانت له عصبة من الدرجة‎ (b 

ual من‎ Raid aa إذااكان كل فاصل رووس‎ (c 
Ol eai k + 2 بيان وتري على 7 من الرؤوس ليس له عصبة من الدرجة‎ G Ol افترض‎ 21.1.8 

(G) <kn- ("3")‏ € حيث sant‏ تتحقق المساواة إذا وفقط إذا كان G‏ شجرةٌ من نوع ۸ 

ese (+) 58‏ النظرية 2 (صيغة (AS‏ من خلال إثبات أن عدد الأشجار من نوع k‏ التي رؤوسها 
المجموعة ]71[ يساوي 1[”*2 + [E (1 - K)‏ )7( (مساعدة: عمّم شفرة برفر الخاصة بالأشجار المجذرة التي 
تولد قائمة تحوي 1 — 77 مدخلة ولا تحذف الجذر مطلقًا. ‏ الشجرة من نوع ۸ء الرّؤوس التي تنتمي بالضبط إلى 
عصبة واحدة من الدرجة 1 + ۸ هي الأوراق. يمكن إنبات ث شجرة من نوع / باستخدام Gi‏ عصبة من الدرجة ۸ 
الح ثم LA s ag‏ بحيت تملك 0 بوضفها رهزا ولها أزواج ij‏ حيث7 تأتي من مجموعة عدد Ul k La polic‏ رفتأتي 
من مجموعة عدد k). (Greene - Iba [1975]) La palic‏ — 41 ويوجد براهين أخرى 2 Bieneke - Pippent‏ 
.(Moon [1969] ]1969[‏ 
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23.1.8 افترض Ol‏ © بيان 639 حيث 7 (G)=‏ @. أثبت أنه توجد للبيان Jer?‏ 1 :[ + )7( عصبة من 
الحجم of‏ حيث تتحقق اللساواة LG.)‏ الوقت نفسه) إذا وفقط إذا كان G‏ شجرة من نوع 1 م. 


24.1.8 خاصية هيلي لخط الأعداد الحقيقية. افترض أنْ,[ , ... , ,7 فتراتٌ حقيقية متقاطعة زوجًا زوجًا. 
أثبت أنه توجد نقطة مشتركة doses , Ton‏ 

58. أثبت مباشرة Gi‏ الشجرة تكون بيان فترة إذا وفقط إذا كانت جرارة (شجرة تحوي مسارًا يحوي الأقل 
رأسًا لكل ضلع). 


26.1.8 )1( افترض Gol‏ بيان‌فترة. Golet‏ بيان Gl, ai as‏ بيان وتري. (مساعدة: جد ترتيب حذف مبسطيٰ). 
27.1.8. أثبت أنه يوجد للبيان G‏ تمثيل بفترات إذا وفقط إذا كان لصفوفة وقوع العصبة والرؤوس د 6 خاصية 
الواحدات المتتابعة. 
Si cual 28.1.8‏ البيان G‏ بيان فترة إذا وفقط إذا أمكن ترتيب رؤوسه على الشكل V‏ , ... , ,۷ حيث إِنْ 
V, ov,‏ تعطي klev, Ov,‏ > ز > 4 

انظر ([1991] (Jacobson - McMorris - Mulder‏ على سبيل المثال. 
Sl 4505.29.18‏ النجميّ 2 البيان على أنه ثلاثة رؤوس هي: V9 X‏ و2 حيث يوجد مسار بين أي رأسين 
منها يتفادى جوار الثالث. 

أثبت أنه لا يوجد Gant CA‏ 2 بيان الفترة. (تعليق: إن بيانات الفترة هي البيانات الوتريّة التي تخلو من 
2356 نجميٰ تمامًا)؛ )]1962[ -(lekkerkerker — -Boland‏ 


¥ z y 
2 ستة أساتذة إلى مكتبة 2 يوم سرق فيه كتاب نادر» حيث دخل كل منهم مرة واحدة؛ فجلس‎ Jes. 30.1.8 
أحدهما على الأقل قد رأى‎ Si موجودين 2 الوقت نفسهء افترض‎ LIS اثنين‎ GY. المكتبة بعضًا من الوقت ثمّ غادر‎ 
التّحرّي باستجواب الأساتذة» وحصل منهم على الشهادات الآتية:‎ al. الآخر‎ 

















— ما أدعى رؤيته 
Burt, Eddie = Abe‏ بيرت وإيدي 
Burt‏ مك ED of Abe. Ida‏ 
Desmond. Ida mos Charlotte‏ ديزموند وإيدا 
Desmond‏ ديزموند Ei el Abe. Ida‏ 
Burt, Charlotte ee Eddie‏ بيرت وشارلوت 
Charlotte, Eddie da Ida‏ شارلوت وإيدي 








هذه الحالة: Gla‏ ”يكذب“ تعني إعطاء معلومات غير صحيحة؛ ولكن دون حذف معلومات. افترض أن المجرم 
حاول إلصاق التهمة بمشتبه آخرء فإذا علمت Gi‏ أحد الأساتذة كان كاذبًاء فمنّهوة )]20 .(Golumbic [1980, p‏ 
31.1.8 )+( أثبت G Si‏ بيانَ فترة وحدة (يمكن تمثيله بفترات لها الطول نفسه) إذا وفقط إذا امتلك 
A (G) + 7‏ خاصية الواحدات المتتابعة )]1968[ (Roberts‏ . 
32.1.8 )+( أثبت G Hi‏ يكون بيان فترات Ghd‏ (قابل للتمثيل بفترات بحيث لا توجد أي فترة تحوي Lad‏ فترة 
أخرى) إذا وفقط إذا كان لمصفوفة الوقوع للعصب والرؤوس له خاصية الواحدات المتتابعة لکل من agaa‏ 
والأعمدة, )]1985[ .(Fishburn‏ 
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33.1.8 ) -) أثبت ola Js Si‏ خال من بر P‏ يكون بیان مينيل. 
aaa 34.1.8‏ أن كل باق وتر يعو irs‏ —0. 
35.1.8 افترض أَنْ C‏ حلقة 2 بيان ليس له حلقة فردية مستحدثة. أثبت أن ل V(C)‏ ثلاثة رؤوس متجاورة 
زوجًا زوجًا بحيث إن المسارات جميعها التي تربط بين هذه الرؤوس  C‏ لها طول فردي. 
36.1.8 )+( أثبت S|‏ الشروط الآتية متكافثة: 
(a‏ يوجد لكل حلقة فرديّة طولها 5 على الأقل زوج من الأوتار المتقاطعة. 
(b‏ لكل زوج X, © VG)‏ تكون المسارات اللاوتريّة من × إلى LLY‏ زوجية كلها أو فردية كلها. 
(مساعدة: ل A‏ > 8 . خذ 2 الحسبان زوجًا ‏ 2و P,‏ من المسارات من × إلى y‏ لها نوعيات متضادة: 
بحيث يكون مجموع أطوالها -(Burlet — Uhry [1984]) «(G pixel‏ 
8 أثبت Js Gi‏ بیان قابل للترتيب ترتيبًا كاملاً يكون كاملا بقوة (مساعدة: استخدم التمهيديّة 25.1.8(« 
.(Chva'tal [1984])‏ 
38.1.8 )1( أثبت Si‏ البيانات أدناه كاملة بقوة؛ إلا أنها غير ALLS‏ للترتيب ترتيبًا كاملا . 


Jo 


39.1.8 0 -) أثبت أن البيان الموجود أعلاه عن اليسار هو بيان مينيل. vl‏ أنه غير قابل للترتيب ترتيبًا كاملاً. 
أثبت P, o‏ عن بیان قابل للترتيب ترتيبًا كاملا إلا أنه ئيس بيان مينيل. 
40.1.8 )00 البيانات الوتريّة الضعيفة. أثبت xol‏ 

Aaa بيان 5239 يكون وتريًا‎ JS (a 

(b‏ البيان أدناه وتريٰ ضعيف» إلا أنه ليس كاملاً بقوة. 


Ld] 


caos (-) 41.1.8‏ التجزئة التخالفية (المتخالفة) للبيان G‏ على أنها تجزئة ل V(G)‏ إلى مجموعتين غير 
خاليتين × و 7. بحيث Sl‏ كلا من [X]‏ ©. و G [Y]‏ غير مترابط. لقد SE.‏ كفتال )]5 1985[ (Chva'tal‏ 
أنه لا توجد تجزئة تخالفية GY‏ بيان ناقص أصغري. أثبت Gi‏ هذا يعطي تمهيديّة مجموعة قطع النجمة وأنّ 
ال SPGC‏ تعطي هذه AI‏ 

42.18. أثبت 5l‏ البيانَ ذا الرّؤوس العشرة الموجود 2 المثال 37.1.8 Joe‏ للتجزئة من النوع 3و3, 
.(Chva ‘tal - Graham - Perlod - Whitesides [1979])‏ 

43.1.8.) -) افترض V sx Si‏ رأسان لبيان قابل Gió aiti‏ أثبت أنه إذا كانت ۷ جه la X‏ كل عصبة عظمى 
تحوي X‏ تتكون من رأس واحد من كل مجموعة مستقرة؛ بحيث تكون هذه المجموعة رفيقًا لعصبة تحوي hei. D‏ 
ell pal‏ عندما 0 > .(Buckingham - Golumbic [1983]) X‏ 

8 .44.1. )+( أثبت أنه لا يوجد GY‏ بيان حرج من الدرجة D‏ مضاد توائم؛ Gl‏ زوج من الرؤوس» بحيث يجاور 

BPA‏ آخر أحدّهما. (مساعدة: إذا أعطيت بيانًا حرجًا من الدرجة D‏ وكان الزوج (x , Y)‏ مضاد توائم» 
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فاحمل تمش اللجموعة الستفرة التي تحوي بك Gash‏ الأمثل الوحيد د G- X‏ . ثم جڏ من بين رؤوس البيان 
الجزئي Joa G — x — S‏ تلطوين د 1 — © ونا عة (X) 8.00 — 1 Lg‏ ميت لقت aaj‏ 
توسيعها) إلى AN O)‏ وبالمثل» جد مجموعة مستقرة 2 YN (y)‏ تمتدٌ إلى ll UN (x)‏ ابن حلقة خماسيّة 
مستحدتة) (لاحظ: : يوجد مضاد توائم للبيان القابل للتجزئة ئة 2 المثال ]1988[ .(37.1.8).(Olariu‏ 

45.1.8 نقول: يشكل الرأسان ×و DY‏ زوجيًا إذا كان لکل مسار لا وتريٌ من VINX‏ طول زوجي (بمعنى 
Sae B‏ أضلاع هذا المسار Las. (eos‏ التوائم (الرَؤوس غير المتجاورة التي لها الجوار نفسه) حالة خاصة: 

(a‏ افترض S, 9S, Si‏ مجموعتان مستقرّتان كبريان -2 بيان قابل للتجزئة ©. أثبت SI‏ البيان الجزئيٌ 
المولد من الفرق التماثلي ل 51و S,‏ يكون مترابطا .)]1979[ .(Bland — Huang - Trotter‏ 

. بيان حرج من الدرجة‎ GY لتبرهن أنه لا يوجد زوج زوجيّ‎ (A) استخدم فرع‎ (b 

(تعليق: إذن: لا يوجد توائم GY‏ بيان حرج من الدرجة D‏ وهذا يبرهن ثانية C‏ مضاعفة ugh Nl‏ يحافظ 
على .(Meyniel [1987], Bertschi - Reed [1988]) . (Juss‏ 
8م اافترض G Si‏ بيان قابل للتجزئة: S, 95, Sy‏ مجموعتان مستقرّتان 2 التّلوينَ الأمثل د × - 6. 
استخدم فرع (a)‏ من المسألة السابقة لتبرهن أن البيان الجزئيّ الذي تولده {x}‏ لا رک ALS oss S, U‏ 
الثرابط (مترابط من الدرجة 2). )]1983[ .(Buckingham — Golumbic‏ 
8. اأثبت Sol Gi‏ البيانين أدناه Gly‏ دائرة» وليس بيانَ أقواس دائريٌ Sig‏ الآخر بيان أقواس دائريء وليس 


بيان دائرة. 


ól (1) 48.1.8‏ البيان © + K,‏ هو البيان الذي له أربعة رؤوس» ونحصل عليه بإضافة ضلع © إلى البيان 
K, 3‏ باستخدام خاصية الكمال لبيانات مينيل» أثبت Ol‏ البيانات الخالية من © + و K,‏ تحقق ال SPGC‏ 

.(Meyniel [1976])‏ 
8م ا افترض Si‏ ل ) = 6. وافترض كذلك Oi‏ 

: Sig S = {V p> v, 0,, 0,,U(o,,;2xixa-1) 

T= 49 aas Dass Dyes, D i U to "m :2<i<w-1}‏ . أثبت S Si‏ يتقاطع مع JS‏ عصبة كبرى 
T s G2.‏ تتقاطع مع كل مجموعة مستقرة كبرى G‏ 

. (Chva'tal [1976]) 
(Buckingham — Golumbic [1983]) لبيان الدائرة.‎ SPGC (1) .50.1.8 

(a‏ استخدم التمهيديّة 28.1.8 لتبرهن أنه 131 كان LL x‏ 2 بيان قابل للتجزئة © G- N[xlóus.‏ يكون 
مكرابط] N(x) =N [x] U (x) cue‏ 

pito sal can ti s بيانات الدائ‎ o استخدم فرع © لتبرهن‎ (b 

(C‏ استنتج من فرع (b)‏ والنتيجة 53.1.8 5i‏ ال SPGC‏ تتحقق لبيانات الدائرة. 


8 الماترويدات Matroids)‏ 
ارود 


العديد من نتائج نظرية البيان axo‏ أو dado‏ 2 نظرية الماترويدات. ويشمل هذا كلا من: الخوارزمية 
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الجشعة للأشجار المولدة الصغرىء» والثتوية بين المواءمة الكبرى وغطاء الروؤس الأصغر .2 البيانات الثنائية 
og pal‏ وكذلك الثنوية الهندسية التي تربط بين البيان وبيانه الثنوي. 

تظهر الماترويدات 2 العديد من السياقات, إلا أنها خاصة؛ لأنها غنية ee‏ بخواص بنائية تركيبية 
(توافقية). عندما ee‏ نتيجة 2 نظرية البيانات إلى الماترويدات» يمكن تفسيرها والاستفادة منها .2 بعض 
الحالات الخاصة الاخرى. لقد وجدت براهين بسيطة للعديد من المبرهنات الصعبة 2 نظرية البيانات باستخدام 
الماترويدات. 

عرّف ويتني ([1935] (Whitney‏ الماترويدات وعرضها من أجل دراسة السّويّة والجوانب الجبرية 
للبيانات» وعرّفها ماكلين )]1936[ (Maclane‏ أيضًا لدراسة الشبكيات الهندسيةء وكذلك فان ديرويردن 
(Van der waerden [1937])‏ لدراسة الاستقلال ‏ فضاءات المتجهات. إن معظم اللغة المستخدمة تأتي من 
هذه السياقات. وسنركز هنا على تطبيقات الماترويدات على البيانات. 


(Hereditary Systems and Examples) الأنظمة الوراثية. وأمثلة‎ 

نستخدم المجموعات 2 العديد من سياقات الرياضيات لتجنب أي تعارض؛ وغاليًا ما يُسَمَى هذا استقلالا. 
Ó‏ الشيء المتأصل هذ! المفهوم هو D]‏ المجموعة الجزئية لمجموعة مستقلة تكون تة فضلة عن أن السموعة 
الخالية تكون مستقله أيضًا. 
8.. مثال: مجموعات الأضلاع UI‏ حلقية. افترض E oo‏ مجموعة أضلاع 2 بیان G‏ وافترض كذلك أن 
X CEH‏ تكون مجموعة ”مستقلة“ إذا خلت من أي حلقة. لاحظ أن أي مجموعة جزئية من مجموعة مستقلة 
تكون مستقلة؛ بالإضافة إلى أن المجموعة الخالية أيضا مستقلة. وأنّ الحلقات هي المجموعات المستقلة الصغرى. 

خذ 2 الحسبان الطائرة الورقية © - Ky‏ التي لها خمسة أضلاع. بما أن للأشجار المولدة لهذا البيان ثلاثة 
أضلاع؛ فإن JS‏ مجموعة لها أكثر من ثلاثة أضلاع تكون مجموعة غير مستقلة. وكذلك فإن المثلثين غير مستقلين. 
وهذا يعطينا ثماني مجموعات غير مستقلة, و 24 مجموعة مستقلة من بين المجموعات الجزئية د . وهناك ثلاث 
مجموعات غير مستقلة أصغرية (الحلقات) وثماني مجموعات مستقلة أعظمية ( الأشجار المولدة). n‏ 
2.2.8 تعريف: نعرف العائلة الوراثية أو المثالية على أنها جمع من المجموعات F‏ بحيث إن كل مجموعة 
جزكية من F‏ تكون Ll F  ةدوجوم Lal‏ 2 النظام الوراثي M‏ على E‏ فإنه يتألف من مثالية غير خالية ر I‏ 
لمجموعات جزئية من E‏ والطرق المختلفة لتحديد هذه المثالية وتعيينها » والتي تسمی Mazi‏ 

إن عناصر T,‏ هي مجموعات M‏ المستقلة. أما المجموعات الجزئية الأخرى ل E‏ ( التي تشكل العائلة,,(1) 
فإنها غير مستقلة. إن الأساسات هي المجموعات المستقلة الأعظمية: أما الحلقات فهي المجموعات المستقلة 
الأصغرية. ونرمز إلى هذه العائلات بالرمزين,,8 9 Cy‏ على الترتيب. 

نعرّف رتبة المجموعة E‏ على أنها حجم أكبر مجموعة مستقلة فيها. ونعرّف دالة الرتبة ,7 على الشكل 
r (x )-max {|| oY eX eT}‏ 


3.2.8 مثال: الأنظمة الوراثية 


ضع علامة ails‏ على كل رأس a=(a,,...,4,)‏ من رؤوس المكعب الزائدي ,© باستخدام المجموعة 


350 الفصل 8 مواضيع إضافية (اختياري) 


المرتبطة }1 = X, = Gi ia,‏ ارسم ,0 المستوى بحيث تكون الإحداثيات العمودية للرؤوس مرتبة بحسب 
حجم المجموعات المستخدمة لوضع العلامات الدالة على هذه الرؤوس. 

يوضح الشكل أدناه العلاقات بين المجموعات المستقلةء والأساسات» والحلقات والمجموعات غير المستقلة 
لنظام وراثي. إن الأساسات هي المجموعات الأعظمية للعائلة 1ء أما الحلقات فهي المجموعات الأصغرية غير 
الموجودة خ لآ. ‏ كل نظام وراثي» تنتمي © إلى T‏ وإذا كانت كل مجموعة مستقلة؛ فهذا يعني عدم وجود حلقات: 
ولكن هناك أساسًا واحدًا على الأقل موجود دائمًا. 
2 المثال الذي عن اليمينء تجد أن المجموعات المستقلة هي مجموعات الأضلاع اللاحلقية ‏ البيان الذي له ثلاثة 
أضلاع» وأن المجموعتين غير المستقلتين هما: }2 ,1( و }3 ,2 ,1( فقط. وأن الحلقة الوحيدة هي: }2 ,1): 
Lil‏ الأساسات فهما: )2 ,1) و )3 ,2( إنرتبة المجموعة المستقلة هي حجمها. وللمجموعات غير المستقلة؛ نجد 
أن1 = )}3 7(05, 2 = ((7))1,2,3. a‏ 


12, 23 


Alaa Se 4.2.8‏ أوجه النظام الوراثي. Sia‏ 3 النظام الوراثي M‏ بأي من: ‘Cys By Ty‏ و 
إلخ؛ ولك Rata JS GY‏ مخ اهتذة cell‏ مدد السمات الأخرى. لقد عبّرنا عن By,‏ و ag‏ : 
وبالعكسء إذا عرفنا C‏ فإن cali Iy‏ من المجموعات التي لا تحوي عضوًا من C,‏ وإذا علمنا Ty,‏ فإن 
cE, (x)=|x|}‏ £- : " 
الأنظمة الوراثية dole‏ جدا. لذاء لا نتوقع منها سلوكا جميلاء إلا أننا نركز اهتمامنا على الأنظمة الوراثية 
التي لها خاصية إضافية أخرى» وهذا ما نطلق عليه اسم الماترويدات. يمكننا أن نترجم أي حصر على ,رآ إلى 
حصر مناظر على وجه من أوجه النظام الوراثي. يوجد لدينا العديد من التعريفات المتكافئة للماترويدات؛ لأنه 
يمكن تحديد الأنظمة الوراثية من خلال عدة طرق. وباستخدامنا للعديد من الأمثلة المحفزة» سنعطي نصوصًا 
للعديد من الخواص المميزة للماترويدات. وبعد ذلك» سنبرهن تكافؤ هذه النصوص. وسنبدأ بإعطاء مثال 
أساسي من البيانات. 
5.2.8 تعريف: نعف ماترويد الحلقة M(G)‏ للبيان G‏ على أنه النظام الوراثي على L(G)‏ حيث إن حلقاته 
هي حلقات 6. وأن النظام الوراثي الذي هو G old MG)‏ يسمى ماترويد بيانيًا. 
6.2.8 مثال: الأساسات 2 ماترويدات الحلقات. إن الأساسات لماترويد الحلقة ya M(G)‏ مجموعات أضلاع 
الغابات الأعظمية 2 .G‏ وكل غابة منها تحوي شجرة مولدة من كل مركبة. لذاء يكون لكل منها الحجم نفسه. 
خذ # الحسبان B,‏ ,8 € 8 حيث ر8 - 8 © © إن حذف © من ,8 يجعل أحد مركبات ,8 غير Mad ie‏ 
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وبما أن B,‏ يحوي شجرة مولدة لهذه المركبة ل 6 . فإن ضلعًا/. بے B,- B,‏ يمكن أن يُضاف إلى © - B,‏ لإعادة 


ترابطها. 

لنظام M (fios‏ نعرف خاصية تبديل الأساس على الصورة الآتية: إذا كان ols B, B, © B,‏ لكل 
B-B,‏ € © ضلعا Bea f‏ بحيث B -etf eB,‏ . الماترويدات أنظمة وراثية تحقق ا 
ETE‏ " 


8 ملاحظة. 2 هذا الموضوع. غالبًا ما نناقشٍ إضافة عناصر منفردة من ب بعض المجموعات أو حذفهاء 
وللتماثل والسهولة Lila‏ نستخدم الرمزين +و - بدلا من لاو =« وكذلك نسقط الأقواس على المجموعات التي 
تحوي عنصرًا واحدًا فقط. n‏ 
8 مثال: دالة الرتبة 4 ماترويدات الحلقات. افترض أن © بیان له n‏ من الرؤوس. د( ©) ox > E‏ 
افترض Grol‏ ترمز إلى البيان الجزئي المولد للبيان 6 الذي أضلاعه هي المجموعة M(G) 2- X‏ المجموعة 
الجزئية المستقلة من X‏ مجموعات أضلاع غابة 2 Gy‏ وعندما يكون ل AS po Gy‏ فإن أكبر حجم لمثل هذه 
الغابة هو n-‏ لذاء فإن (X Janke‏ .ع الشكل أدناه تظهر yakal‏ (اللون الغامق) X Jal‏ (اللون الغامق 
المتصل) 

إذا كانت ( r (X +e)=r(X‏ لبعض oae > E -X‏ أطراف © تقع 2 مركبة واحدة فقط من 
مركبات Gy‏ وأن إضافة © لا تربط بين المركبات. وإذا أضفنا ضلعين من هذه الأضلاع؛ فإننا لا نربط بين 
المركبات أيضًا. لذاء فإن ( 7 r ) (=۲ (X te ( - (X‏ وهذا يعطينا أن ( 7+ 2+ r (X )-r(X‏ 
لنظام وراثي M‏ على LE‏ نعرف خاصية الامتصاص (الضعيفة) على الصورة الآتية: إذا كانت X CE‏ 
وکان (or Qt te) -r )3 21 ( aset e E‏ يضمن أن Gyas r (X te Jer (X)‏ 
الماترويدات على أنها أنظمة وراثية لها خاصية الامتصاص (اقتّرح الاسم من قبل كزدي BCA Kézdy)‏ 





نعلم أن البيانات يمكن أن تحوي مُرى أو أضلاعًا مكررة. 2g‏ ماترويدات الحلقات» نجد أن هذا يقود إلى 
حلقات من الحجمين 1 و 2. ونستخدم هذه المصطلحات للأنظمة الوراثية عمومًا. 
9.2.8 تعريف: 2 النظام الورائي؛ نعرّف العروة على أنها عنصر يشكل حلقة حجمها يساوي 1. . وتعرف 
العناصر المتوازية على أنها عناصر مختلفة وليست عرى» وتشكل حلقة حجمها 2. ويعدٌ النظام الوراثي بسيصًا 
إذا خلا من العرى والعناصر المتوازية. 
8 . تعريف: نعرّف الماترويد المتجه على مجموعة E‏ من المتجهات ‏ فضاء متجه على أنه نظام وراثي؛ 
OY‏ مجموعاته المستقلة هي مجموعات جزئية من متجهات EB‏ بحيث تكون هذه المجموعات مستقلة خطيًا. 
إن الماترويد الذي نعبر die‏ بهذه الطريقة يسمى ماترويد خطيًا (أو ماترويد قابا للتمثيل)؛ وماترويد الأعمدة 
M(A)‏ للمصفوفة 4 هو الماترويد المتجه المعرّف على أعمدة هذه المصفوفة. 
8. مثال: الحلقات ‏ الماترويدات المتجهة. لاحظ أن المجموعة Lay E‏ تحوي متجهات Oly By Se‏ 
هذه المتجهات تشكل العناصر المتوازية؛ والحلقات هي مجموعات أصغرية xx } > E‏ ) بحيث إن 
0 = , ,< لأن المعاملات ليست أصفارًا كلها. إن الأصغرية تجبر أن 0 © لكل i‏ 
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افترض أن C,‏ و C,‏ حلقتان مختلفتان تحويان X‏ وباستخدام معادلة عدم الاستقلال (الاعتماد) د C,‏ 
و C,‏ نستطيع X ALLS‏ بوصفها تركيبًا خطيًا بدلالة C X‏ و بدلالة -C -X‏ وبمساواة هذه التعابير. نحصل على 
معادلة الاعتماد C UC, ox‏ لذاء فإن C, UC ox.‏ يحوي حلقة. 
ITs‏ ا UTI Be Ren‏ : عندما C, 4C,‏ حلقتان مختلفتان» 


ويلا ') xe‏ فإن عنصرًا آخر C, ro‏ يكون محتوى 2 C UC. ox‏ والماترويدات أنظمة وراثية تحقق خاصية 
الحذف الضعيفة. 
وماترويد الأعمدة للمصفوفة أدناه هو كذلك ماترويد الحلقة ( -M (k =e‏ 
OO d 1‏ 
z 0 lb i)‏ 
DA 6‏ 
8 . تعريف: الماترويد المستعرض المولد من قبل المجموعات ‏ 4,....4 التي اتحادها E‏ هو نظام وراثي 
على E‏ بحيث إن مجموعاته المستقلة هي أنظمة التمثيلات المختلفة للمجموعات الجزئية ل [ Ape A‏ 


alsa‏ لذلك» اجعل Lal G‏ الثنائيٌ الذي أضلاعه E‏ ورؤوسه [m]‏ والمعرف على الشكل / ج> © إذا وفقط 
إذا كانت A,‏ © € إن المجموعات المستقلة هي المجموعات الجزئية من E‏ المشبعة من خلال المواءمة G2‏ 


8م مثال: المجموعات الستقلة 4 الكاترويدات الستعرضة. عندما تكون كل.من M'a M‏ متواقمتين 
-2 © بحيث إن ole MT < M‏ الفرق التماظي MAM"‏ يحوي Las‏ موسعًا P‏ بالنسبة إلى M‏ 
(النظرية 10.1.3) . وباستبد الى MN P AM" P‏ فإننا نحصل على مواءمة من الحجم 1 + اوالتي تشبع 
رؤوس M‏ جميعها بالإضافة إلى طر2 P‏ 
افخرض المجموعتين المستقلقين ,2 و T,‏ ا ماقرويد المستعرضن الذي تولده. (A, ee A,‏ وك البيان 
الثنائي الفرع المرافق. اجعل M, 9M,‏ متوائمتين تشبعان اط المي (عن اليسار أدناه. M,‏ مرسومة 
aig‏ خامق و4 مرسومة بخط ass, (plain‏ ,> إن المواءمة التي تحصل عليها من ,1//باستخدام 
مسار موسع بالنسبة إلى rues 25 M ,AM , 2M,‏ چ \aag.e € I,-I,‏ ”يوس“ | I‏ 
rad‏ علي کک ھکاس اکر سل lap ai Jeti‏ لانت lr.» |1| ott 1,4, eT‏ 
٤ ©» 1 ,-1 ob‏ بحيث U fe} eT‏ ,7 . الماترويدات أنظمة وراثية تحقق قق خاصية التوسيع. 
الماترويد المستعرض للعائلة }4.5{ ,}2,3,4{ )1.2( =4 موضح بواسطة البيان الثنائي الفرع 2 الشكل أدناه 
عن اليمين هو أيضًا n M (c, 7e)‏ 








h hiv Ny di € 1.2 3 4 S 


e------9 
"v 


[m] 
{1,2} 0,3,4 (4 5} 
إن إسم ماترويد مستعرض يظهر من استخدام ”مستعرض“ 2 أنظمة التمثيلات المختلفة. ونعرف‎ 
.والجموعات السعلة‎ ele ap] UT UR TM Am} لمجموعة جزئية من‎ SDR ال‎ 
هذه المأترويداك من‎ T وقد‎ : Ager mb هي المستمرضات الجزكية‎ U 4, للماترويد المسنتمرضن على‎ 
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قبل إدموند وفولكرسون 2 العام 1965م وكذلك من قبل ميرسكي (Mirsky)‏ وبيرفكت (Perfect)‏ -2 العام 
7م اللذين عمّما النتيجة لتشمل المجموعات اللامنتهية. als tate‏ إسهام الآخرين كان مستقلا تمامًا عن 


إسهامات من سبقوهم. 
كل ماترويد يجب أن يحقق خواص الماترويدات جميعهاء وعندما نثبت أن الخواص المعرفة أعلاه متكافئة 
cedi] UUs whe Ul ixl osi SS‏ أن Bul‏ متها aiio dads‏ لتستقدمها agas‏ وخر .3 


البداية أنها جميعًا متحققة لماترويدات الحلقات. 

e ig 14.2.8‏ د T.I 2 E Lue öka 2 As. Pisa a‏ كما 2 المثال 8.2.8, 
يوجد للبيان الجزئي المولد AS a E = lr, | G,‏ بالإضافة إلى أنه يوجد |1| N NE EES‏ 
لذاء فإنه يوجد للغابة ee N DEE‏ . ويمكن أن يضاف هذا الضلع إلى 
J,‏ للحصول على مجموعة مستقلة أكبر. لذاء تتحقق خاصية التوسيع a‏ 
58م مثال: الحذف الضعيف 2 ماترويدات الحلقات. الحلقات 2 ira M(G)‏ مجموعات أضلاع حلقات 
G‏ وتوجد للحلقات درجة زوجية عند كل رأس. فإذا كان € > CC,‏ فإن للفرق CAC, Blatt‏ أيضًا 
درجة زوجية عند كل رأس. وإذا كانت C, EC,‏ فهذا یٹ C,AC, eae‏ يحوي حلقة (انظر القضية 
27.2.1(. 125 اکن مو کا نکی ات لأن Ac, € C, UC, -X‏ 4.0 الشكل أدناه. تجد 
أن olia C, 9C,‏ لوجوه طول كل منها 243.9 تشترك 2 الأضلاع غير المتصلة (المنقطة) »كما أن CAC,‏ اتحاد 


لاحظ أن خاصية تبديل الأساس 2 الماترويدات المستعرضة تشبه خاصية التوسيع. ويتناول تمرين 9 خاصية 
الحذف الضعيف. والتحقق مباشرة من خاصية كل من التوسيع أو تبديل الأساس 2 الماترويدات الخطية يتطلب 
النتيجة الجبرية التي تقول: إذا كان لدينا) من المتجهات المستقلة خطيًا »فإنه لايمكن كتابة كل منها بوصفها تركيبًا 
خطيًا لمجموعة أصغر. sy‏ مرج AlN‏ نستطيع استخدام النظرية 20.2.8. وبما أن خاصية الحذف الضعيف 
تتحقق للمجموعات المستقلة من المتجهات: فإن العديد من مبرهنات الجبر الخطي تتبع من النظرية 20.2.8 ! 
16.2.8 ملاحظة. اصطلاحات للرموز. تستخدم الحروف الغامقة I, B, C‏ لعائلات المجموعات الجزئية من 
E‏ وهذا يسمح IB € B.C € Cuts‏ © / للتدليل على أعضاء هذه العائلات أو عناصرها. ترمز الحروف 
الرومانية IB,C,R‏ إلى الخواص التي تعطينا ماترويدات. ونستخدم f, X, Y‏ ,© بوصفها X, Y 4E. polic‏ 
E‏ للتدليل على المجموعات الجزئية من LI E‏ 
كل عائلة وراثية مع من المجموعات المستقلة لنظام وراثي. ونقول: إن الجمع B‏ قابل للتحقيق daisy‏ 
مجموعة أساس لنظام وراثي إذا وققط إذا كان 8 غير خال. وكان کل عنصر Ba.‏ لايحوي أي عنصر آخر من 
عناصرها ؛ إضافة إلى أن الجمع € يكون قابلاً للتحقيق بوصّفه مجموعة حلقات لنظام وراثي إذا وفقط إذا كانت 
عناصر هذا الجمع غير خالية؛ وكان كل عنصر فيه لا يحوي أي عنصر آخر من عناصره. 
إن توصيف دالة الرتبة يكون أكثر دقة؛ لأنه يشمل الخاصيتين (71و12 أدناه) اللتين نحتاج إليهماء بالإضافة 


tri 
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إلى شرط تقني آخر يجب ر ”أن تكون دالة رتبة لنظام وراث ي4[ معرف على Ly, = {x c E: (x )=|x}‏ 
8 . تمهيدية : لدالة الرتبة على نظام وراثي E‏ يكون: 

(©) — 0 (r1) 

© ©» E ,XC Elsie r(x) X r(X+e) € r(X) +1 (x) 
تحوي‎ X +e Silay.) = Oc نجد‎ r (X ) - max {ly |x ceuxuy e 1] الإثبات: من تعريف‎ 
وغير‎ X He أن المجموعات الجزئية المستقلة من‎ Less: r (X +e) < r (X ) كل مجموعة مستقلة من لل فإن‎ 
«  .7 (X +e) > )× ( +1 المحتواة ب تتألف من © بالإضافة إلى مجموعة جزثية مستقلة من فإن‎ 


(properties of Matroids) خواص الماترويدات‎ 


لقد لاحظنا أن العديد من الشروط المتكافئة على الأنظمة الوراثية تعطي ماترويدات. وبإمكاننا أن نبرهن 
أن نظامًا ورائيًا يكون ماترويد» من خلال إثبات تحقق أحد هذه الشروط؛ ونستطيع بعد ذلك استخدام هذه 
الشروط المتكافئة جميعها دون إعطاء أي براهين إضافية. ولقد حصلنا على الفائدة نفسها من التوصيفات 

المتكافئة للأشجار. 

إن إضافة ضلع واحد إلى غابة يولد حلقة واحدة على الأكثرء وبعمومية ols ASÍ‏ إضافة رواحم ell‏ 
مجموعة مستقلة i.‏ ماترويد يعطينا Sunil Adio‏ على الأكثن ولبرمتة 'الخواززمية Anus]‏ للأشحان المؤلدة 
(النظرية 3.3.2.): استخدم هذه الخاصية فقط. إن خاصية «الحلقات المستحدثة» هي أحد الشروط المميزة 
للماترويدات» وذلك كما 2 تأثير الخوارزمية الجشعة نفسهاا الخاصيتان تظهران 4 قائمتنا. 

إذا أعطينا أوزانًا لعناصر uy SL‏ فإن الخوارزمية الجشعة هي عبارة عن ضم عنصر له وزن أكبر غير 
سالب؛ لأن إضافة هذا العنصر إلى مجموعة مستقلة تم اختيارها سابقا يعطينا مجموعة مستقلة أكبر. لقد أثبت 
رادو ((1957) (Rado‏ أن الماترويدات هي الأنظمة الوراثية تمامًا التي تختار فيها الخوارزمية الجشعة مجموعة 
مستقلة موزونة كبرى بصرف النظر عن اختيار الأوزان. 
8 . تعريف: يكون النظام الوراثي M‏ على E‏ ماترويد إذا حقق الخواص الإضافية ASI‏ حيث تمثل 
rg C, B, I‏ مجموعات مستقلةء وأساسات» وحلقات» ودالة رتبة ل M‏ على الترتيب: 








.© € I,-I, لبعض‎ I te € I ot. lel من‎ dS التوسيع: إذا كانت‎ :1 
لها الحجم نفسه.‎ T إن المجموعات الجزئية الأعظمية من التي تنتمي إلى‎ :X CE الانتظام لكل‎ :U 
f €B,-B, يوجد‎ © € B, -B, فإن لكل‎ BB, e B تبادل الأساس: إذا كانت کل من‎ :8 
B -etf € B بحيث إن‎ 
XY CE )وذلكعندما‎ X0 Y)«r(x UY) <r (x (+ 7)7 ) : المقياسية الجزئية‎ R 
r(X *esf )2r(X) يعطي‎ r(X)or(X te) (X 5f) الامتصاص الضعيف: إن‎ :3 
] ef CE «X GE iis 
r(x Ur ) = r(x (ile EY Jsir(Xte) 2 (X) و‎ X; Y € E الامتصاص القوي ؛ إذا كانت کل من‎ A" 
2. يوجد عضو آخر‎ lasie: X © € (1C, 4 C,C, € C الحذف الضعيف: للحلقات المستقلة‎ C 
€ UC, 7x3 eso C. 
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1: الحلقات المستحدثة : إذا كانت 1 € T‏ فإن © + / تحوي dale‏ واحدة على الأكثر. 

6: الخوارزمية الجشعة : لكل Alls‏ وزن غير سالب على E‏ تختار الخوارزمية الجشعة مجموعة مستقلة 
ذات وزن كلي أعظم. وتشير خاصية تبديل الأساس إلى أن الأساسات جميعها لها الحجم نفسه؛ فإذا كانت 
[B,| «|B,‏ لبعض BB, € B.‏ فبإمكاننا القيام بتكرار خطوات لتبديل عناصر B-B,‏ بعناصر ,8-8 
للحصول على أساس حجمه | |B,‏ محتوى بے B,‏ ولكن لا يوجد أي أساس محتوى 2 أساس آخر. 
19.2.8.* ملاحظة. رتبة المجموعة X‏ 2 ماترويد متجه هي بعد الفضاء الذي تولده AX‏ وأن المقياسية الجزئية 
تتصل بصيغة البعد للفضاءات الجزئية: 7 dim UN V + dim W = dim U + dim‏ حيث إن W‏ هي 
الفضاء الذي تولده V.‏ لا . عندما تكون و Y‏ مجموعتين مولدتين ‏ أو V‏ فإن بعد الفضاءات الذي تولده X‏ 
N F‏ ربما يكون Jal‏ من UNV‏ 0152. وعلى الرغم من ذلك« dim UNV + dim W > dim U + dim V ola‏ 
تتحقق لفضاءات المتجهات باستخدام إثبات7] ج R‏ أدناه. لاحظ أن التمرين العاشر يحصل على المقياسية الجزئية 
مباشرة لماترويدات الحلقات. 
لقد استّخدم العديد منهذه الخواص ( بالإضافة الى متطلبات الأنظمة الوراثية) بوصفها شرطا معرفًا للماترويدات 
تشمل الأمثلة [. (حتى تظهر) Bixby [1981] UEdmonds 1965b,c.; .Welsh [1976] Schrijver‏ 
Whitney [1935] A ; Nemhauser- wolsey [1988] ,‏ و ]1970[ Papadimitrious-.G C Tutte‏ 
steiglitz [1982]‏ وآخرون مثل ]1937[ Van der Waerden‏ و ]1964[ Crapo-Rota [1970], Rota‏ 
LI Aigner [1979] 5‏ 

يضم العديد من الكتاب الخواص الأساسية للأنظمة الوراثية 2 مجموعة الفرضيات التي تصف gong‏ 
معينا للماترويد. قد يصرف هذا Gait!‏ عن الخواص الإضافية للماترويدات؛ مما يؤدي إلى القيام بشغل 
Lal‏ 2 إن البدء بالأنظمة الوراثية يعطينا أدق البراهين؛ فضلا عن أن خواص الأنظمة الوراثية متوافرة دائمًا. 
20.2.8 نظرية: لنظام وراثي M‏ الشروط المعرّفة للماترويدات # التعريف 18.2.8 متكافئة. 
الاثبات؛ BE U‏ من خاصية الانتظام (الاتساق) 1= فإن للأساسات جميعها الحجم نفسه. الآن. طبق الانتظام 
على المجموعة , 8 لا ( (B, 7e‏ وهذا يؤدي إلى توسيع المجموعة المستقلة B -e‏ من B,‏ لتصل إلى حجم | 8| . 

B‏ = 7 إذا أعطينا مجموعتين مستقلتين 1 © IpI,‏ حيث lr.‏ < |7| فإننا نختار B, B, € B‏ بحيثإن 
B,‏ > او C B,‏ ,1 . نستخدم تبديل الأساس بحيث تحل عناصر ,8-7 خارج ر8 محل عناصر ر8. لذاء Lisa‏ 
o2)xà ol‏ أن cB,‏ ,8-1 . إذا كانت ola: B, > B,-1,‏ | 8| > |,8|ء وهذا ممنوع من قبل خاصية تبديل 
الأساس كما لاحظنا أعلاه. لذا يوجد T,‏ عنصر 2 B, - D)‏ ؛ حيث نستخدم هذا العنصر لتوسيع L‏ 

A > 1‏ أفترض أن r(x)e r(x +e)=r +f)‏ إذا كانت ) or (X vef) > (x‏ فافترض أن IJI‏ 
عبارة عن مجموعتين جزئيتين مستقلتين عظميين من ومن “+ »+ X‏ . الآنء Pa] < [i‏ وبإمكاننا توسيع I‏ 
من T,‏ وبما أن ,1 مجموعة جزئية مستقلة عظمى من Old‏ التوسيع يمكن أن يضيف © dade f jl‏ وهذا يناقض 
افتراض أن or(X)=r(X +e)=r(X +f)‏ 

A’ € A‏ نستخدم الاستقراء على XI‏ - ۲|. إن النتيجة تمهيدية عندما 1 = LY - XI‏ عندما 
1 < × - ۲ا اختر EY -X‏ ك/ر,©: واقترض أن F =Y -e-f‏ ويتطبيق فرضية الاستقراء على 
المجموعات الجزئية الفعلية 1 ؛ نجد أن o -r (X )=r (X UF')=r(¥ UY! te)=r(X Ur +f)‏ لاحظ 
أن الامتصاص الضعيف يعطينا أن ) -r(x )=r(x UY‏ 


























e e X -Y لكل‎ 7)[ + e) = r(Y) os X جزئية مستقلة عظمى من‎ e gama Y وإذا كانت‎ .17 > A’ 
لها الحجم نفسه.‎ Y فإن كل مجموعة مثل‎ dasr ) (= (F (= | ومن الامتصاص القوي. نجد أن‎ 
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U‏ ج R‏ إذا أعطيت X, Y C E‏ فاختر مجموعة مستقلة عظمى ,1 من ۲ XN‏ من الانتظام» يمكن 
تكبير 1 لتكون مجموعة جزئية مستقلة كبرى من XU Y‏ ولتكن هذه المجموعة L,‏ .2.35 الحسبان OX‏ 1و 
N Y‏ رآ وهذه مجموعات جزئية مستقلة من X‏ و F‏ وكل منها يحوي T‏ لذاء فإن: 


=. nx «pnr |sr(x (+) ( 
Cie) (eg “© 
J2G 


(C) = |C] -1 3 (C) = |C;|-1 Gs x € C, N C,,.0, C, © © نتكن‎ C ER 

وكذلك (C, (1 C) = |€, )١ C,|‏ لأن كل مجموعة جزئية فعلية من حلقة تكون مجموعة مستقلة. إذا خلت 

ar (C, U C) < |CUC,|-1 ots ولذلك‎ .” (C, UC) - x) = |€, UC, فإن1-‎ aata os (C, U € (× 
نحصل على التناقص:‎ C, $C, وبتطبيق المقياسية الجزئية على‎ 


IC, N CI+IC, UC, - 2-إي©|+ | © ك1‎ 





r(x NF )+r(x Ur (=| +, 


J € C‏ إذا كلت ع1 اتحوي 0 و0 © لبعض 1 € WM. geo C, 4C, ge Wolds‏ يضمن 
الحذف الضعيف وجود حلقة 2 €-(, € ل (C,‏ ومن جهة (C, UC, reales ssl‏ تكون مستقلة لكونها محتواة T3.‏ 
ل > ©. لدالة الوزن W‏ افترض أن 1 هي مخرّج الخوارزمية الجشعة . من بين المجموعات المستقلة ذات أكبر 
وزن» اجعل */ واحدة لها أكبر تقاطع مع [. إن الخوارزمية لا تنتهي ب .*[ C‏ [ إذا كانت TE D*‏ فافترض 
أن © هي أول عنصر 2 *[ - [ تم اختياره من قبل الخوارزمية. ومن خيار *[ء نجد أن ©+*1 مجموعة غير 
مستقلة. لذاء توجد فيها aala‏ وحيدة C‏ وبما أن 7 € C‏ فبإمكاننا اختيار .f € C - I‏ وبما أن ©+*[ لا 
تحوي أي حلقة أخرى. ef € Els‏ + *[. إن أمثلية *1 تعطينا أن wf) < We)‏ وبما أن/روعناصر / التي 
تم اختيارها قبل © جميعها تقع 2 *[ء Y f ola‏ تكمل حلقة مع هذه العناصر. وإذا كانت alga f‏ 3 عند قيام 
W(* + e-f) = w(*) swf) = We) o3 . wi Svo gaa Ea a‏ ومع 

[I* + e- f ۸ [<7 * 0 |‏ فان هذا يناقض خيار *[. 433 فان[ = J*‏ 


k= |1 |> |1| حيث‎ 1I, € افترض أن[‎ G 
سنصمّم دالة وزن بحيث إن نجاح الخوارزمية الجشعة بالنسبة إلى هذه الدالة يعطينا التوسعة المنشودة. افترض‎ 
واجعل 0 = (©)/1إذا كانت‎ .© © L-I وإجعل 1 + ۸ = (©)/1إذا كانت‎ e EI oum we) =k + 2 أن‎ 
ليست مجموعة مستقلة ذات وزن‎ T, لذاء فإن‎ wC) < (k + 1? <۸) + 2) -w) ote 6 7 UL, 
رآ.‎ - I, فإن الخوارزمية الجشعة تختار كل عنصر من عناصر ,1 قبل أي عنصر من عناصر‎ Sle Gi أكبر. على‎ 
eae © 1, - I وتضيف عنصرًا‎ d, وبما أنها تجد مجموعة مستقلة لها وزن أكبرء فإنها تستمر بعد امتصاص‎ 
n" UA +eel 


تنويه: LULA‏ ما نستخدم خاصية التوسيع ‏ برهنة أن نظامًا وراثيًا هو ماترويد. 
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58 .م مثال: يعرف الماترويد الموحد الذي رتبته ۸ء والذي يرمز إليه بالرمز U,,‏ عندما [E| = n‏ 
على الشكل T > (X © E:|X|E k}‏ هذا التعريف يحقق مباشرة خواص التوسيع وتبادل الأساسات» وتستخدم 
الماترويدات الموحدة 2 بناء ماترويدات ممتعة أكثرء و توصيف صفوف الماترويدات. تكون بعض الماترويدات 
الموحدة بيانية» وبعض pega‏ البيانية تكون موحدة (تمرين 6). لاحظ أن لا M(K, - e)‏ ولا M(K,)‏ 
ماترويد موحد (منتظم à Gaiaa‏ 
الماترويد الخطي Z, e‏ أو على الحقل , Z‏ ختاكيًا أو كلكا نعل eS a‏ وكون كل 
ماترويد بياني USUS‏ (التمرين 43( فضلا عن أن ر U,‏ هوماترويد ثلاثي (التمرين 44( ولیس sling. sta‏ على 
ذلك؛ فهو ليس بيانيًا) . a‏ 

Tee. ,E, ally إلى‎ E المستحدث عن طريق تجزئة‎ E يعرف ماترويد التجزئة على‎ 1 JLo 22.2.8 
I= {XCENXN E|SL V i} على الشكل‎ 

وبما Eoi‏ © © . وأن1 © X‏ عندما تقع عناصرها 2 قوالب مختلفة؛ فإن T‏ عائلة وراثية. إذا أعطينا 
1 ع T,‏ حيث | ,]| < [L|‏ فإن المجموعة L,‏ يجب أن تتقاطع مع قوالب أكثر من القوالب التي تتقاطع معها ,4 
لاحظ Lil‏ نحصل على التوسعة المنشودة ل ,عن طريق أحد عناصر ر[ الموجودة 2 قالب لا يتقاطع مع [. ومن 
جانب آخر. فإن F(X)‏ هي عدد القوالب التي لها عناصر 2 LX‏ وهذا يحقق خاصية الامتصاص. (لاحظ أن 
MCK, - €)‏ ليس ماترويد تجزئة). 

إذا أعطينا (G UALS Lily‏ مجموعتا رؤوسه هما: ola U,V‏ الوقوعات (الأضلاع التي تقع) على 
o3 sug pile 95.5 U = 0, ..., Uy‏ 35 على (8)6(بختلت هذا عن ye pedal sag SLY‏ على ead U‏ هن 
(Gs‏ . إن القوالب هي المجموعات oly E e € E(G): u,€ ej‏ المجموعة E(G)‏ > 2 تکون متوائمة 
G 2.‏ إذا وفقط إذا كانت X‏ مستقلة ,2 ماترويد التجزئة sg lath U aed gal‏ التجزئة الذي تُحدثه V‏ 
كذلك. وهذا هو الدافع لمناقشة ماترويد التقاطع فيما بعد. 


Ei E; E, E, AE 
Fy E. Fa Fy Fs 


وب الحالة التي يكون فيها G‏ حلقة ayo ya‏ فلا توجد د G‏ مجموعة رؤوس؛ حيث إن مجموعات وقوعها تجزئ 
-F(G)‏ وعلى أي حال فإن لكل ضلع ب2 البيان الموجه Lol)‏ وذيلاً. وبإمكاننا تعريف JS‏ من ماترويد تجزئة 
الرؤوس» وماترويد تجزئه الذيول باستخدام تجزئة الأضلاع التي تحدثها الوقوعات على كل من الرؤوس 
والذيول. (مثال: إن الماترويد الموجود 2 JE‏ 3.2.8. يظهر بوصفه ماترويد التجزئة على E‏ الذي تحدثه U‏ 
2 البيان الثنائي الفرع الموضح أدناهء وبوصفه ماترويد تجزئة الرؤوس 2 البيان الموجه الأول؛ وبوصفه ماترويد 
تجزئة الذيول 2 البيان الموجه الثاني). . 


U 
1/42 ١ Jv 3 1712 1 
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(The Span Function) الدالة المولدة‎ 

paiia‏ فيما ME‏ العديد من الجوانب الإضافية للأنظمة الوراثية وخواص الماترويدات المتعلقة بها. 
وسنستخدم هذه الجوانب لتوضيح تنوية الماترويدات التي تؤدي إلى توصيف البيانات السوية باستخدام 
الماترويدات. 

يعمم المفهوم الجبري للفضاء الذي ”تولده“ مجموعة من المتجهات على الأنظمة الوراثية. إن التعريف 

a de 

مستوحى من ماترويدات الحلقات؛ أي مجموعة تولد نفسهاء وتولد العناصر التي تتم حلقات مع مجموعاتها 
الجزئية أيضًا. 


8 . تعريف: إن الدالة المولدة لنظام وراثي 1هي عبارة عن الدالةي,6 المعرّفة على المجموعات الجزئية 

من E‏ على الشكل الآتي: 

© تولد‎ X obse © o(X) كان‎ i31. Y C X لبعض‎ 6.) = Xu {e EE بز:‎ + ee C, 

2 نظام وراثي» تكون X‏ غير مستقلة إذا وفقط إذا كانت تحوي Aala‏ ومن التعريف 23.2.8. تعلم أن هذا 
يتحقق إذا وفقط إذا تحقق أن (©- )0 © © لبعض X‏ € #. لذاء نستطيع إيجاد المجموعات المستقلة من الدالة 
T = (X € Eve € X)>(e) € o(X - e) er‏ إن خواص الدوال المولدة التي نستخدمها 
2 دراستنا للماترويدات هي: (51,52,53) أدناه (بالإضافة أننا نحتاج إلى شرط تقني Lil‏ 2 لتوصيف الدوال 
المولدة للأنظمة الوراثية). سنوضح 3j‏ الخاصية 53 باستخدام البيانات. 
8 . مثال: 4 ماترويد الحلقات iMG)‏ إن معنى É O (X)‏ © هو عدم وجود مسار -2 X‏ بين طر2 

©. وإذا كانت ola e € o(X+/)‏ إضافة f‏ تتم مثل هذا المسار. ويتم مسار حلقة مع € وكذلك ola‏ 

n أضلاع غامقة.‎ E ے الشكل ادنام‎ . € o(X+e) 


8 . قضية. تتحقق الخواص الآتية إذا كانت 6 هي الدالة المولدة لنظام وراثي على E‏ ؛ وكانت XY CE‏ 

a) XC o(X) (a‏ قابلة للتمدد). 

.) تحافظ على الترتيب‎ g) 6 (Y) > » (Xİ BE ۷ ع‎ × (b 

«(Stintiz exchange) (تبادل ستاينتز)‎ f € (X+ e) أن‎ bse € o(X + f) se 0X) (c 
الاثبات: يعطينا التعريف 23.2.8- فورًا أن 6 قابلة للتمدد؛ فضلا عن أنها تحافظ على الترتيب. فإذا كان‎ 
إن هذه الحلقة‎ ./ EC فإن‎ «e € o(X) وإذا كان‎ X fe 2 C فإن © ينتمي إلى حلقة‎ e € o(X + f) 
n فإن 6 تحقق خاصية تبادل ستاينتز.‎ 531 f © 0) + e) تعطي أن‎ 


إن خواص الدالة المولدة تقود إلى GLE!‏ قصير لصورة أقوى من خاصية الحذف. وتنص خاصية الحذف 
الضعيف على أنه عندما تكون e € C, (1C,‏ فهذا يعني وجود حلقة -2 (C UC,)-e‏ إن ماترويدات الحلقات 
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تتمتع بالخاصية الأكثر قوة التي تقول CAC, ob‏ يكون اتحادًا لحلقات منفصلة ضاعيًا؛ لأن درجة كل رأس .2 
CAC,‏ زوجية. إن الماترويدات العامة تتمتع بالخاصية المتوسطة التي تقول إن عناصر الفرق التماثلي جميعها 
تنتمي إلى حلقات -2 C -e‏ لا (C,‏ عندما يكون e € C, NC,‏ ( خاصية') أدناه) . ونحتاج إلى خاصية تربط 
بين الرتبة والتوليد 2 الانظمة الوراثية. إن صحة العكس هي توصيفنا التالي للماترويدات. 

[re + e) = 760[->+ e € o(x) Alyy تمهيدية. -2 نظام‎ *.26.2.8 

الإثبات: افترض أن Y‏ مجموعة جزئية مستقلة كبرى من X‏ وبما أن Y ola |Y| = r(X) = r(X + e)‏ 
تكون مجموعة جزئية مستقلة كبرى من © + . لذاء فإن © تتم حلقة مع مجموعة جزئية من X‏ محتواة V2‏ 


8 e € o(X) 
نظامًا وراثيًاء فإن كل شرط من الشروط المعطاة أدناه شرط ضروري‎ M نظرية*. إذا كان‎ . 8 
ماترويد.‎ M وكاف ليكون‎ 


xC E لكل‎ 7)6)20(( = r(X) - الشراكة (الاندماج)‎ :P 

XC £ لکل‎ P(X) = o(X) (3529) جمود‎ :5 

.€ € (Y) ola X € o(Y) 9¢ € o(X) تعدي الاعتماد (عدم الاستقلال): إذا كان‎ T 

C € Coss al f EC, AC, e € C, 0 C, 4. CC, € Cus الحذف القوي:‎ :C' 

./ € € €(€, U C) - © إن‎ eam 
وبذلك يقع .2 مُولّد كل‎ X مع مجموعة جزئية من‎ dale O(X) - X 2 يتم كل عنصر‎ P € U الإثبات:‎ 
Z افترض أن‎ e © o(y) عندما‎ r(Y + e) = r(Y) لذاء يكفي أن نبرهن أن‎ (X) و‎ X مجموعة بين‎ 
من‎ Y + © إلى مجموعة جزئية 1 مستقلة كبرى من‎ Z وسع‎ . C € 7*٤ بحيث إن‎ Y مجموعة جزئية من‎ 
«r (PD >|) = r(Y + e). IS Y نذا‎ .© lola. CEZ + © وبما أن‎ .|]| = r(Y + e) خاصية الانتظام‎ 

(يمكن استخدام خاصية الامتصاص بدلاً من ذلك) . 

.© € P(X) ونحتاج فقط إلى برهنة تعطينا أن‎ °(X) © 0(X) فإن‎ vrai قابلة‎ ٥ بما أن‎ . 5 <= P 
وبما أن المساواة تتحقق‎ -r (0(3)) = r X) sr (OX) + e) = AX) من خاصية الاندماج (الشراكة)‎ 
.€ € o(X) كل ما سبق» فإن التمهيدية 26.2.8 تعطينا أن‎ 4 

.0(X) € P(Y) = o(Y) فإن خواص الجمود والمحافظة على الترتيب ل6 تعطينا أن‎ X C o(Y) كانت‎ 31. T€ S 

da fe C, - Ce e C NC gC, EC, إن‎ em C2. C, $C Val Ix C eT 
X=C faa f € (X) نعلم أن‎ Y = (C, ذا‎ C.) - e -f حيث‎ (Y) تكو ني‎ 

Tos‏ يكفي أن نبرهن أن X C o(Y)‏ وبما أن Lats X — e C Y C o(Y)‏ نحتاج فقط إلى برهنة 
أن e EO(Y)‏ وبما أن 6 تحافظ على الترتيب. (C, - e) © o(Y) ol‏ € ©. 
C. = C‏ إن € أقل تقييدًا (حصرًا) من -C'hall‏ = 

كمثل خاصية وحدانية الحلقات المستحدثة (J)‏ فإن خاصية الاندماج (P)‏ تربط بين وجهين من أوجه 
الأنظمة الوراثية؛ وهذه الخواص معروفة للماترويدات» ومن خلال الاقتراب عن طريق الأنظمة الوراثية تصبح 
هذه الخواص توصيفات 344 3- Jol (Lehman (1964)) oleg! Saag‏ من أثبت تكافؤ .C' 4C‏ 

إن الجمود (الحيود) يحصل بصورة طبيعية للماترويدات الخطية والبيانية. وأن sige‏ مجموعة متجهات 
لا يحوي أي شي إضا2 فيما يولده. وبالمثل» فإنه يمكن إضافة كل ضلع adsl‏ مجموعة اضلاع تربط بين مركبتين. 
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وهذا يقترح السمات المتقاربة للأنظمة الوراثية. 
8 . تعريف: المجموعات المولدة لنظام وراثي على ٤‏ هي المجموعات X CE‏ بحيث إن £ = Li .o(X)‏ 

المجموعات cA lal‏ فهي المجموعات X CE‏ بحيث إنX‏ = (X)‏ (تسمى أيضا مُسطحات أوفضاءات جزئية) . 

4 حين تشير المستويات الزائدية إلى المجموعات الجزئية فعلا المغلقة الأعظمية ES‏ 
29.2.8,* ملاحظة : تسمى الدالة المولدة لماترويد دالة AANE‏ ومؤثر الغلاقة هو Alls‏ قابلة للتمدد» ومحافظة 

على الترتيب» وجامدة من عائلة المجموعات الجزئية إلى نفسها. ويكون مؤثر الغلاقة دالة مولدة لماترويد 

إذا وفقط إذا كانت له خاصية تبادل ستاينتز. 

4 كل نظام وراثي؛ نعلم أن الدالة المولدة تحقق خاصية تبادل ستاينتز. لذاء ola‏ معاملة الماترويدات بوصفها 
أنظمة وراثية ذات خواص إضافية غير مناسبة لدراسة مؤثرات الإغلاق: حيث إن الدالة المولدة لنظام وراثي M‏ 
تكون مؤثر إغلاق إذا وفقط إذا كان M‏ ماترويد. aal‏ طورت الماترويدات من نظرية الشبكيات من قبل ماكلين 
([1936]Maclane)‏ وروتا Aigner) pis! ([1964] Rota‏ [1979]). 
لم 32b‏ 2 الحسبان العلاقات جميعها بين سمات الماترويدات» وقد قدّم بريلاوسكي (Brylawski,[1986])‏ 
مصفوفة تصف التحويلات بين حوالي اثنتي عشرة سمة من سمات الماترويدات» وقد سمى هذه التطبيقات 
(Maps)‏ باسم الاقترانات السرية (المشفرة). n (Cryptomorphism)‏ 
ثنوي الماترويد (The Dual of a Matroid)‏ 

الثنوية (الازنواجية) -2 الماترويدات تممم هذه الصفة 2 البيانات السويةء يوجد لكل بيآن مستوى مترابط 
© بيان ثنائي طبيعي G*‏ بحيث إن (G*)* = G‏ يمكن تشكيل الثنوي * © من خلال ربط رأس ل* © أو 
تحديده مع كل وجه من أوجه G‏ وشمول ضلع ثنوي *© لكل ضلع من أضلاع G‏ بحيث إن lo‏ 2 الضلع *© هما 
الرأسان المرتبطان بالوجهين الموجودين على جانبي ©. 

إن مجموعة من الأضلاع 2 بيان مستوى G‏ تشكل شجرة مولدة إذا وفقط إذا شكلت الأضلاع الثنوية 
للأضلاع المتبقية 2 © شجرة مولدة 2 G*‏ (التمرين 21.2.6.). لذاء فإن الأساسات 2 ماترويد الحلقات 
M(G*)‏ هي متممات الأساسات 2 MCG)‏ نعرّف الثنوية لكل من الماترويدات والأنظمة الوراثية بحيث يمكن 
تعميم هذه الخصائص على البيانات السوية. 

8 . تعريف: الثنوي لنظام وراثي M‏ على E‏ هو النظام الوراثي M‏ حيث أساساته متممات أساسات 

M‏ والسمات B*(B,,), C*, I*, r*, o*‏ د * 1هي مرافقات الأساسات» ومرافقات الحلقات ...الخ 

AMA 

الأساسات الجزئية ya MIS‏ المجموعات التي تحوي L Lalui‏ التحت أساسات (hybobases)‏ فهي 
مجموعات أعظمية لا تحوي أي أساس. ونكتب X‏ للتدليل على E - X‏ 

8 تمهيدية : إذا M ols‏ نظامًا ESI yg‏ فإن: 

(M*)* = M,B* -(B:B € B} (a 

S* -(I: I € D ,I* = {S:S eS} (b 

*-(C:CeC),C* - {H:H eH} (c 
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الإثبات: العبارة حول BY‏ هي تعريف M‏ وهذا يعطينا فورًا أن (M*)* = M‏ وكذلك يبرهن فرعي الفرع 
(b)‏ ~ كذلك» فإن X‏ تكون مجموعة جزئية (فعلية) أعظمية من YE‏ تحوي أي أساس (تحت أساس) إذا وفقط 
إذا كانت X‏ مجموعة غير خالية أصغرية وغير محتواة 2 مرافق أساس» وهي حلقة 2 M*‏ وبالمثل» فإن تحت 
الأساسات a MAS‏ متممات M cats.‏ " 
لقد اخترنا ”الأساس الجزئي“ و ”التحت أساسي“ لتشترك 2 الأحرف الأولية من ”مولدة“ و ”مستوى 
زائدي“؛ OY‏ المجموعات المولدة والأساسات الجزئية هي نفسها للماترويدات» وكذلك الأمر بالنسبة إلى 
المستويات الزائدية والتحت أساسات. 
32.2.8 تمهيدية : إذا كان M‏ ماترويد » فإن الأساسات الجزئية هي الأشجار المولدة؛ والتحت أساسات هي 
المستويات الزائدية. 
الإثبات: نعلم أن مجموعة X‏ تكون مولدة إذا وفقط إذا تحقق أن O(X) = E‏ ومن خاصية الاندماج» فإن 
هذا يكافئ (X= r(E).‏ وأما من خاصية الانتظام: فإن هذا Gal‏ أن X‏ تحوي أساسًاء بالنسبة إلى 
المستويات الزائدية؛ انظر التمرين 32. 
افترض أن B, © E‏ ,8. إذا لم تكن أي By.‏ أو B,‏ تحوي الأخرى؛ فإن الأمر ينطبق أيضًا على By 9B,‏ 
لذاء فإن ثنوي النظام الوراثي يكون نظامًا Lil yg‏ ويصبح مفهوم الثنوية مفيدًا عندما نبرهن أن ثنوي الماترويد 
هو ماترويد. وهذا يتبع بسهولة من نسخة الثنوية المتعلقة بخاصية تبديل الأساس. 
33.2.8 تمهيدية : إذا کان M‏ ماتروید. وكانت JS‏ من B-B, JSt B, B, € B‏ € © يوجد B,€f‏ بحيث 
B +e - fol‏ أساس. 
الإثبات: بما أن B,‏ أساس.ء فإن B, +e‏ تحوي Caila‏ وبما أن 8 مستقلة: Cola‏ تحوي عنصرًا ,8 f € B,-‏ 
الآن. B, Hef‏ تحوي أي ala‏ وحجمها يساوي n «r (E)‏ 
8 نظرية. E, te M ais test ([1935] Whitney)‏ هوماتروید دالةرتبته ((7)0-(7)17)- | TAX) = X‏ 
aal OLANI‏ لاحظنا أن * nat‏ وراثي. OW‏ سنبرهن خاصية تبادل الأساس ل*14. إذا كانت كل من 
B, + B; © Bobs.e € B, -B, ,.B*, + B*, € B*‏ حيث B, - B,‏ € € من التمهيدية 23.2.8: 
يوجد .B, + e-fe Ba eB - B,‏ الآن Pu -e+ fe B*‏ التبادل انور 
لحساب (X)‏ اجهل Y‏ تساوي مرافق مجموعة جزئية مستقلة أعظمية من.. لذا r*(x)-r*t€)- F ols.‏ 
من التمهيدية 31.2.8 نجد Yo‏ مجموعة رة XJ argo‏ تحوي أساسًا Ma‏ «ومها Oe X oa I5 Y o‏ 
طريق توسيع مجموعة جزئية مستقلة أعظمية من X‏ لتصبح أساسًا « فسنحصل على a ¥ = = r(E) -r X‏ 11 .إن 
العبارة |Y] - |X] = |X] - |F]‏ تعطينا الصيغة المنشودة وهي: 
g FP) = |Y] = XI - (IYI - IY) = |X) - CŒ) - 7X)‏ 
بإمكاننا إعادة نص كل خاصية من خواص الماترويد باستخدام مفهوم الثنوية. يطلب التمرينان 33-34 
إعطاء توصيفات مميزة للمستويات الزائدية والمجموعات المغلقة باستخدام هذه الطريقة. وتشمل النتائج PSY‏ 
دقة على العلاقات بين الماترويد من جهة؛ والثنوي الخاص به من جهة أخرى. 
8 . قضية. (ثنوية خاصية التوسيع). افترض أن M‏ ماترويد. إذا كانت 1 € ×و *1 € X'‏ منفصلتين» 
BE Bola‏ و B’ E B*‏ منفصلان بحيث إن X' € B',X CB‏ 
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الاثبات: Ly‏ أن X‏ هي مرافق مجموعة مستقلة .8 x ole M‏ مجموعة مولدة Ac gaza |S Aas M2‏ 
ut a Alias AS y‏ سن "ار Os‏ أساسًا. ونوسع aO BALL X c X'‏ کک إن مرافق الأساس 
B‏ = '8 يحوي -X'‏ " 
نستخدم ماترويدات الحلقات لتوصيف البيانات السويةء والنتيجة الآتية تساعدنا على توصيف مرافقات 

حلقات ماترويد الحلقات. 

8 . قضية. مرافق حلقات الماترويد هو مجموعات أصغرية تقطع كل أساس. أما الأساسات» فهي 

مجموعات أصغرية تقطع مرافق كل حلقة. 

الإثبات: مرافقات الحلقات هي المجموعات الأصغرية غير المحتواة 2 مرافق أي أساسء وبما أن مرافقات 
الأساسات هي متممات هذه الأساسات» فإن المجموعة تكون غير محتواة 2 مرافق أساس إذا وفقط إذا كانت 
تقطع كل أساس. وبالمثلء فإن مرافقات الأساسات هي المجموعات الأعظمية التي لا تحوي أي مرافق حلقة. لذاء 

فإن متممات مرافقات الأساسات هي المجموعات الأصغرية التي تقطع مرافق JS‏ حلقة. . 
8 م نتيجة : مرافقات حلقات ماترويد الحلقات oa M(G)‏ روابط -G‏ 

OLAYI‏ من القضية 36.2.8 نجد أن مرافقات الحلقات هي المجموعات الأصغرية التي تقطع كل غابة 


أعظمية. لذاء فإنها مجموعات أصغرية. وبحذفهاء يزيد عدد المركبات؛ وهذه هي الروابط. E‏ 
38.2.8 تعريف: caa‏ ماترويد الروابط أو ماترويد مرافق الحلقات لبيان G‏ على أنه نظام وراثيء حلقاته 
روابط .G‏ 


من النتيجة 37.2.8: نعلم أن ماترويد روابط GJ‏ هو ثنوي ماترويد الحلقات MCG)‏ الآن؛ ينطبق الحذف 
الضعيف على الروابط. وبما أن كل حلقة يجب أن تعود إلى نقطة بدايتهاء ؛ فإنها لا تستطيع قطع رابطة ل ضلع 
واحد فقط. وهذا eas‏ على الماترويدات بوصفه توصيفًا مميرًا آخر لمرافقات الحلقات. 

8 . نظرية. إن مرافقات حلقات الماترويد M‏ على E‏ هي المجموعات الأصغرية غير الخالية 
cE‏ * 0 بحيث إن 1 E‏ |ل) ۸ *0) )| لكل )© € C‏ 


.)0* 00 ze .C* € C*C € € لبرهنة أن لكل مرافق حلقة هذه الخاصية؛ افترض أن‎ OLAYI 
بحيث إن‎ BE 8و*8‎ € B وأن خاصية ثنوية التوسيع تعطي أن‎ :*7 € C*-e و‎ .C-e € I فإن‎ dal 
أو‎ I € C نحصل على‎ Us. B 2 وبما أن © يجب أن تظهر ےا 8 أو‎ C'-ecB ,C-ecB 
Ds als عنصر‎ 2- C* 2. C مجموعة غير خالية .2 *1 تقطع بعض‎ JS وبالىكس› سنبرهن أن‎ I* € C* 
X* e I* مرافقات الحلقات ليست كذلك» فإن كل مجموعة أصغرية ليست كذلك تكون مرافق حلقة. اختر‎ 
وأن‎ C تحوي حلقة‎ Bre فإن‎ X* € © لاحظ أن لکل‎ . 8 = B " وإجعل‎ X* مرافق أساس يحوي‎ B* واجعل‎ 
n x* nc «(ej 
(Matroid Minors and Planar Graphs) agit فروع الماترويد والثنويات‎ 

من Gole‏ يمكننا الحصول على بيانات أصغر عن طريق تكرار حذف الأضلاع أو تقليصها. تسمّى 
البيانات الناتجة بفروع 6. لقد أثبت واجنر wagner)‏ ]1937[( أن البيان G‏ يكون سويًا إذا وفقط إذا كان 
6 لا بحوي K, f AK,‏ بوصفه Éa pa Le‏ (التمرين 12.2.6). لقد خمّن هادوايجر Hadwiger)‏ ]1943[( 
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أن © يكون قابلا للتلوين ب من الألوان إذا خلا من فرع يشاكل Ky,‏ لاحظ أن البيان البسيط يكون غابة إذا 

وفقط إذا خلا من C,‏ بوصفه فرعًا. 
لتعميم هذه العمليات للماترويدات» نحتاج إلى معرفة تأثير js‏ من الحذف والتقليص ے ماترويدات 

الحلقات. إن Spei‏ الجزئية اللاحلقية E(G-e)3‏ هي بالضبط المجموعات الجزئية اللاحلقية ل(1/)0 

التي تحذف (تتجنب) € وعندما لا يكون € عروةء فإن المجموعات الجزئية اللاحلقية ya A(G. e)‏ المجموعات 

الجزئية E(G)-e1‏ والتي اتحادها مع © يكون غير 4G 2 Gab‏ والوصف الثنوي للتقليص ecd‏ « وهو أن: 

المجموعات المولدة ل € G.‏ هي المجموعات التي اتحادها مع © يكون Ga ys‏ (تعدٌ المجموعة 3ulge‏ 1 إذا احتوت 

على شجرة مولّدة من JS‏ مركبة) . 
نرغب أيضًا 2 تعميم الرموز المستخدمة بطريقة طبيعية: إلا أنَّ هذا يسبب صعوبة لأن النقاش عن فروع 

البيانات غاليًا ما يتحدث عن الأضلاع المحذوفة؛ أما النقاش عن فروع الماترويدات» فإنه يتناول العناصر المتبقية. 

لذاء سنوائم بينهما من خلال استخدام رموز الماترويد للماترويد على المجموعة AAU‏ 2 حين نعمّم الرموز 

المستخدمة للبيانات لوصف الماترويدات التي نحصل عليها بحذف عنصر واحد. 

8. تعريف: افترض أن M‏ نظام Glog‏ على E‏ إن حصر M‏ على FC E‏ والذي نرمز إليه بالرمز 
MIF‏ ونحصل عليه بحذف F‏ هونظام وراثي معرّف على الشكل I uye = ) > F:x eI,]‏ وان 
تقليص 14 على F CE‏ الذي نرمز إليه MF ya Mo‏ ونحصل عليه بتقليص F‏ هونظام ورائي معرّف 
على الشكل [يركدء cF:X UF‏ 16] = ري S‏ وعندما le F-E-e‏ نكتب M -e =M |F‏ 
و .M.e- MF‏ إن فروع aM‏ الأنظمة الوراثية ثية التي تظهر من Y‏ باستخدام كل من الحذف والتقليص. 
تشير التعريفات إلى أن "1|1//و M.F‏ نظامان وراثيّانء بالإضافة إلى أن عمليات الحصر والتقليص تبديلية 

(التمرين 41). تعريف التقليص عن طريق الأساسات الجزئية يعطينا ثنوية طبيعية بين هذه العمليات. 

8. قضية . للأنظمة الوراثية» فإن عمليات الحصر والتقليص هي عمليات ثنوية pings‏ 

(MF )* = (M*.F) M.P)* = (M*|P) 

Iur = {x GF: F-X زر كع‎ = (¥ cF:(F-X)UFeS,} : الإثبات‎ 

EES el,.] -1,.,‏ داك cF:X eS,‏ برد 
لبرهنة العبارة الثانية؛ Gale‏ الأولى M* he‏ وخذ الثنوية (الازدواجية). الثنوية بين الحذف والتقليص 
حدسيّة أكثر لبيانات المستوى: وحذف ضلع € 2 بيان مستوى G‏ يقلص الضلع الثنوي المرتبط به 2 G*‏ فضلا 

عن أن تقليص © يحذف الضلع 2 البيان الثنوي لهذا البيان. 


8.ه. نتيجة : 2 عمليات الحذف أو التقليص لضلع 2 بيان G‏ يكون سلوك ماترويد الحلقات وماترويد 
الروابط كالآتي: 
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MG - e)=MG)-e M*(G - e) = M*(G).e 
M(G.e)=M(G)e M*(G.e) = M*(G) -e 


الإثبات: لقد تم تعريف حذف الماترويد وتقليصه بحيث تصف العبارات 2 العمود الأول سلوك ماترويدات 
الحلقات. وباستخدام هذه وقضية 41.2.8. نجد أن : 
M*(G - e) = [M(G) - e]* = [M(G) - e]* =M*(G).e‏ 
M*(G.e) = [M(G.e)]*-[M(G).e] *- M*(G) - e‏ . 

وكما نرغب» فإن حصر الماترويدات وتقليصها يعد ماترويدات. 
43.2.8 نظرية. افترض أن F € E‏ وأن M‏ ماترويد على E‏ إن كلا من 1/117 و M.F‏ يكون ماترويد على 
F‏ وبدلالة olo ir,‏ دوال الرتبة هي: ru) = r (XU F) = r fF) sr, X) = r (X)‏ 
الإثبات: إن خاصية التوسيع من M‏ تنطبق على Gl‏ زوج من المجموعات يذ Lyp‏ لذاء MF ols‏ يحقق 
خاصية التوسيع ويكون ماترويد. وباستخدام مبدأ الثنوية (الازدواجية) نجد أن M.F-(M*|P)*‏ يكون 
أيضًا ماترويد. تتبع دالة الرتبة MIPS‏ من تعريف Lyp‏ إن وجود هذا مع تكرار تطبيق النظرية 34.2.8. على 
(M*/F)*‏ يعطينا دالة الرتبة MF‏ (التمرين 42). 

تعطي الصيفة لر ر 7وصمًا للمجموعات المستقلة:: XE I‏ إذا وفقط إذا كانت إضافة IX‏ /تزيد بمقدار |X]‏ 

إن مجموعة أضلاع 2 بيان سوي G‏ تشكل حلقة إذا وفقط إذا كانت الأضلاع الثنوية المرتبطة بهذه الأضلاع 
تشكل رابطةً 2 G*‏ (النظرية 14.1.6). وباستخدام التناظر الطبيعي بين الأضلاع والأضلاع الثنوية. فهذا 
يشير إلى أن ماترويد الحلقات لبيان سوي يكون متشاكلا مع ماترويد الروابط *6. ومن النتيجة 37.2.8: نعلم 
أن ماترويد الروابط لبيان H‏ هو (M(T))*‏ أما تطبيق هذا على G‏ و G*‏ فيشير إلى أن ماترويد الروابط 
ل G‏ يكون متشاكلاً مع ماترويد الحلقات ل*0. لذاء فإن ماترويد الروابط لبيان G gun‏ يكون بيانيًا. وباستخدام 
نظرية كوراتوسكي» سنبرهن أن الشرط يعطي nas‏ مميزا للسُويّة. 

لقد تناول ويتني ( (Whitney [1933a]‏ هذه المسألة عن طريق إعطاء مفهوم غير هندسي للثنوية. 
وبتغيير تعريفه قليلاً. سنقول إِنَّ H‏ هي الثنوي المجرد للبيان G‏ إذا وُجدتٌ دالة O:E(G)— E(H) uUa‏ 
بحيث إن X © AG)‏ تكون رابطة G2‏ إذا وفقط إذا كانت Q(X)‏ مجموعة أضلاع حلقة 2 -H‏ ومع هذا 
التعريف» فإن القول أنه يوجد GI‏ ثنوي مجرد هو القول نفسه أن ماترويد الرابطة GJ‏ يتحقق بيانيًا. إن دالة 
التناظر () تبرهن وجود تشاكل بين M(H) &M*(G)‏ 
8. نظرية. ) (Whitney [1933a]‏ يكون البيان Eger G‏ إذا وفقط إذا كان ماترويد روابطه Éile‏ 
الإثبات: سنبرهن أولاً أن حذف الأضلاع وتقليصها يحافظ على وجود الثنوي المجرد. افترض s Go‏ مجردًا 
H‏ بحيث MH) = M*(G).5‏ وافترض أن '© ضلعًا H‏ المرتبط بالضلع © تحت التناظر. ولإثبات أن H.e'‏ 
ثنوي مجرد د - G‏ وأن '© - H‏ ثنوي مجرد ل G.‏ فإننا نستخدم النتيجة 4.42.2.8 حساب أن: 
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M*(G - e) = M*(G).e = M(H).e' = M(H.e') 
M*(G.e) = M*(G) — e = M(B) - e' = M(H - e) gis 

لقد برهنًا أن للبيانات السوية ثنويات مجردة. ومن نظرية كوارتسكيء نعلم أن أي بيان غير سوي يحوي 
تقسيمًا ل Ky‏ أو Ky,‏ لذاء فإن K‏ أو Ky,‏ يكون فرعًا لهذا البيان. وبما أن حذف الأضلاع وتقليصها يحافظ 
على الثنائيات Ola a ja‏ إثبات عدم وجود ثنويات مجردة ل K,‏ أو ,ب يبرهن عدم وجود ثنيات مجردة 
للبيانات غير السويّة. 

إذا كان Ég H‏ مجردًا G gla Gi‏ كذلك يكون 3 H3 1 s‏ لأن M(H)‏ & (1*)6إذا وفقط إذا كان 
MCG) = M*(H)‏ وإذا کان خصر G‏ يساوي g‏ فإن حجم روابط H‏ يكون مساويًا د چ على الأقل. لذاء oa‏ ع < O(A)‏ 
وكذلك» فإن (©)© = -e(H)‏ ومن صيغة جمع الدرجات نجد أن [26)©(/8] > M(H) > |2e(HVô(H)]‏ 

افترض أن H‏ ثنوي مجرد ل KS‏ وبما أن خصر K,‏ يساوي 3 فإن 6 = | 203[ < (IT)‏ وبما أنه يوجد 4 
أو 6 أضلاع لروابط K,‏ فإنه يوجد لحلقات H‏ جميعها 4 أو 6 أضلاع. لذاء Hola‏ بيان ثنائي الفرع بسيط. وعلى 
أي حال؛ لايوجد بيان ثنائي الفرع بسيط له عشرة أضلاع إذا كان عدد رؤوسه يساوي 6 على الأكثر. الآن؛ افترض 
أن H‏ ثنوي مجرد ل ر ۔ بما أن خصر و Ky‏ يساوي 4 فإن 4 = [18/4]- M(H)‏ وبما أنعدد أضلاع أي رابطة 
من روابط K,‏ يساوي 3 على الأقل؛ فإنه يوجد على الأقل ثلاثة أضلاع لكل حلقة من حلقات H‏ 531 يكون H‏ بيانا 
بسيطا: وعلى Gl‏ حال» لا يوجد بيان بسيط له تسعة أضلاع إذا كان عدد رؤوسه يساوي 4 على الأكثر n‏ 


ee‏ التعليل المتعلق أن ماترويدات الروابط لبيانات المستوى بيانية أن JS‏ ثنويٰ "هندسي" لبيان سوي 
يكون Lis‏ جبريًا. لقد رأينا أن الثنوي الهندسي ليس وحيدًا بالضرورة؛ وعلى الرغم من ذلك فإن ماترويد 
الحلقات لكل بيان ثنوي GS‏ يجب أن يكون M*(G)‏ لذاء فإن للثنويات الهندسية GJ‏ جميعها ماترويد الحلقات 
نفسه. لقد حدد وتني ) (Whitney [1933b]‏ الحالات التي يكون فيها للبيانات ماترويد الحلقات نفسه ( انظر 
التمرين 45 وانظر ))1987,1988 ,1980( .(Kelmans‏ 

ر يوجد العديد من التطبيقات لفروع البيانات ؛ لأنها ستساعدنا مباشرة على برهنة نظرية تقاطع الماترويدات. 
فضلا عن أنها تستخدم 2 توصيف صفوف الماترويدات عن طريق البنى se si‏ فعلى سبيل «QUA‏ يكون 
الماترويد CSS‏ إذا وفقط إذا خلا من , U,‏ بوصفه فرعًا . بالإضافة إلى أنها ت تستخدم الفروع لبناء استراتيجية 
ربح لتعميم لعبة التجسير على الماترويدات ( النظرية 17.1.2). 

8. تعريف*. افترض أن M‏ ماترويد على aut Cab e € E gly E‏ انتقال (تحويل) شانون 
(M,e) (Shanon)‏ من قبّل Jat‏ والقاطع. يحذف القاطع عنصرين من E-e‏ أما المولد فيصادر ما 
يحذفه القاطع؛ حيث يصادر ضلعًا ‏ كل حركة. Bags‏ المولد مصادرة مجموعة تولد 22 حين يهدف 
القاطع منع ذلك» حيث يقوم القاطع بالحركة الأولى. 
إذا جعلنا المولد يبدأ الحركةء أمكن محاكاة ذلك عن طريق إضافة ضلع '© بحيث تكون }2,07{ ala‏ 

ويجب أن يبدأ القاطع بحذف "© لتجنب الخسارة الفورية. نحصل على جسر عن طريق جعل M‏ ماترويد حلقات 

للبيان ‏ النظرية 17.1.2 حيث © هي ghall"‏ المساعد". e'g‏ هي الضلع المساعد -ALDY‏ إن استراتيجية 
الحصول على الشجرة المولدة لدى المولد تنتج عن الشرط BIST‏ التالي لاستراتيجية الربح: Saag‏ هذا الشرط 

.)55.2.8 اتماد الماترويدات (النظرية‎ ay B3 callaz أن إقبات ذلك‎ YL. Dos s Ll 
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8. نظرية )]1964[ aus 2 .(Lehman‏ انتقال (تحويل) شانون (Mie)‏ يكون لدى المولد 
استراتيجية ربح إذا osag‏ مجموعتان جزيئيتان منفصلتان هما: X,‏ * من E-e‏ بحيث إن 
e € (X) = o(X)‏ 


الإخيات: posses‏ و Y,‏ للحصول على استراتيجية ربح. اجعل Las. X= 6)/( = O(X,)‏ شيك algal‏ 
أن يهمل الحذف Sig X qol‏ يلعب -2 M(X+e)‏ فبإمكاننا افتراض أن )29% X,‏ أساسات منقصلة. 
إذا لعب القاطع g‏ ولعب الو فإن ع لم تعد متوافرة ولا يمكن حذف ل إن أثر ذلك هو حذف وتقليص. 
وبجعل oss M" = (M - g).f‏ لدینا (6,,.)26 إذا وفقط إذا تحقق أن × ٭ o (X + f) sg‏ € © و يربح المولد 
إذا كان © عروة 2 M'‏ وهذا Gals‏ أن ie © o (F)‏ حيث F‏ هي المجموعة التي صادرها اكول 


إذا كان 1 = ||ء فإن © تكون عروة ويربح المولد. لذاء نتابع بالاستقراء على [E|‏ . يكفي أن نعطي جوابًا JÉ‏ 
gI‏ بحيث يكون ل M' = (M-g). f‏ أساسان منفصلان. إذا حذف القاطع £ غير الموجودة 2 X,‏ أو ر فإن 
المولد يصادر/. اختيارية؛ وتكون المجموعتان X -g-f X. -g-f‏ منفصلتين ومولدتين 2 M"‏ لذاء يمكننا افتراض 
أن g € X‏ تعطي خاصية تبديل الأساس أن f EX‏ حيث 8 © f‏ -ع - ,)1 X=‏ ديا 
عن pide guaia (bala‏ 2 اللعبة (M^ Ü)‏ 


(Matroid Intersection) تقاطع الماترويدات‎ 


فقد قفزت نظرية الماترويدات قفزة كبيرة إلى الأمام بعد أن أثبت إدموندز مبرهنات تقاطع الماترويدات 
واتخادهاء yal aa‏ ذلك ياق Midge‏ لعلاقات أصغر- أكبر المعروفة جميعها التي أصبحت سهلة النتائج. 
وقد برهنا بعضها 2 الوحدات السابقة ابقة. ونظرًا إلى إعطائها براهين موحدة بسيطة « فإن هذا يؤدي إلى افتراض 
نظرية تقاطع الماترويدات من بين أجمل مبرهنات الرياضيات التوافقية (التركيبية). 

نظرية تقاطع الماترويدات هي علاقة أصغر - أكبر للمجموعات المستقلة المشتركة بين ماترويدين معرّفين 
على المجموعة الأساسية نفسهاء يمكن إفتراض تقاطع ماترويدين بوصفه نظامًا ورائًا ولیس بوصفه ماترويدًا. 
EI‏ أكثر من ماترويد على مجموعة E‏ « فسنستخدم دلائل سفلية للتمييز بين السمات المختلفة. فمثلاً: 
نستخدم B,‏ رمرًا لأساس adl. M,‏ وما نزال نستخدم X‏ لترمز إلى متممة X‏ 2 المجموعة الأساسية E‏ 
58 تعريف: إذا M, ols‏ و M,‏ نظامين وراثيين على . ole‏ تقاطعهما هو النظام الوراثي الذي 

AX € EX € 1, N L} مجموعاته المستقلة هي:‎ 

فعلى سبيل «JU‏ تمثل مواءمات G‏ المجموعات المستقلة لتقاطع Gly Shs‏ التجزئة الطبيعيين على مجموعة 
أضلاع البيان الثنائي الفرع 6. وعمومًاء فهذه ليست مجموعات مستقلة لماترويد (انظر التمرين 2-1). لذاء ola‏ 
الخوارزمية الجشعة لا تحل مسألة المؤاءمة الموزونة العظمى. 


T rer pete =) |‏ 
تنويه: تذكرٌ أن pall‏ $3 عنصرٌ يشكل مجموعة غير خالية رتبتها 0. 


8 -. نظرية (نظرية تقاطع الماترويدات: ]1970[ (Edmonds‏ افترض M, 9M, ol‏ ماترویدان على . 
إن حجم أكبر مجموعة مستقلة مشتركة بينهما يحقق: 
C,{7,(X) + r.‏ متم = max(J|:Z E€ IO Lj‏ 
الإثبات: ))1976( (Seymour‏ للقوية الضعيفة. خذ 2 الحسبان صورة اختيارية 
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و I,‏ € 1و8 C‏ . إن المجموعتين Leal) X oI N X‏ كذلك مجموعتان مستقلتان مشتركتان 
I=IN X + INN sr + 7X)‏ 
للوصول إلى المساواة؛ نستخدم الاستقراء على E]‏ | . عندما 0 > ola [E]‏ كلا الطرفين يساوي 0. وإذا كان كل 
عنصر بے E‏ عروة 2 ,1/1 أو M,‏ فإن e Max [| 0 = r (00 + r (X)‏ حيث X‏ تتكون من العرى جميعها 
M, 2-‏ . لذاء بإمكاننا افتراض أن 0 > [E]‏ وأنه يوجد E‏ € 6 حيث إن © ليس عروة 2 كلا الماترويدين. اجعل 
E-e‏ — وخذ 2 الحسبان الماترويدات الآتية: M EM EM |F‏ و -M,F‏ 

افترض أن }7,0 + tk = min , Ar (X)‏ نبحث عن مجموعة مستقلة حجمها K‏ مشتركة بين sM,‏ 
Sly],‏ لم نجد مثل هذه Ae gerd‏ فلا توجد M |F M | F3‏ مجموعة مستقلة حجمها K‏ وأنه لا توجد د 1.۴ 
و M,‏ مجموعة مشتركة مستقلة حجمها 1-/. من فرض الاستقراء ومن صيغ الرتبة (النظرية 43.2.8) نجد أن 

r(yte)-1+r(F-yte)-1Sk-2 لا وأن‎ CF لبعض‎ 7 (X) + r(F- X) > 1-1 

EGF gaai 

استخدم F — X = X + e ((F-Y) + e = Y‏ وجمع المتباينتين للحصول على أن: 

r() + r, (KX + e) + r (Y + e) + r(Y) 2k + 1 

الآن؛ نطبق المقياسية الجزئية ل على X‏ و Ve‏ والمقياسية الجزئية ل r,‏ على F‏ و XE e‏ للتوضيح؛ 
اكتب X + e‏ = ل وة + = alas.‏ ذلك على المتباينة السابقة oi aed‏ 

r(XUV)*r(Xn V)*r(YuU)*r(YuU)x2k-1. 
r(Z) + على‎ (obia) فإن الجانب الأيسر يجمع شاهدَيّن‎ » YuU-Xn Vg: FLUE XUV بما أن‎ 
يعطينا أن 1 - 2۸ > 2۸ 531( لا توجد مجموعة مستقلة‎ Z C 17 لكل‎ # <r, (Z) + r(Z) الفرض‎ Sly sr, (Z) 
zi M, 5M, مشتركة بين‎ k حجمها‎ 





تنويه: ربما يكون مفيدًا حصر مدى التصغير. 
8 . نتيجة : افترض أن ,1و M,‏ ماترويدان معرّفان على E‏ إن أكبر حجم لمجموعة مستقلة مشتركة 
Jsclo Jt, UX, = E oj ums X, 9X, tegen ler E Jnd pia sa lag‏ 
X,‏ مغلقة .2 M,‏ . 
الإثبات؛ تشير خاصية الاندماج إلى أن .r(o(X)) = r(X)‏ 0 
لقد برهتا حالات خاصة من نظرية تقاطع الماترويدات بطرق ومعان أخرى. وبرهنا نظرية كونج وايجرفاري 
بطرق مختلفةء وقد برهنا التوصيف المميز لفورد وفولكرسون الخاصة CSDR, JG‏ من نظرية منجر 4 النظرية 
4. وعندما يكون لدينا ماترويدان على المجموعة نفسهاء فإن نظرية تقاطع الماترويدات تخبرنا أنه يجب 
Ol‏ تكون هناك علاقة أصغر - أكبر لأكبر حجم لمجموعة مستقلة مشتركةء وتخبرنا كذلك ماذا يجب أن تكون 
النتيجةء وتعطينا GU‏ على ذلك أيضا. 
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8 . نتيجة : ))1931( (Konig‏ و )1931( (Egerviary‏ -2 آي oly‏ ثنائي «goal‏ يكون axe‏ أكبر 

مواءمة مساويًا لحجم أصغر غطاء رؤوس. 
OLANI‏ عندما يكون كل من Len M, 9M,‏ ماترويدي التجزئة المستحدذَيّن من Jd‏ مجموعتي التجزئة لرؤوس 
U, 9G U,‏ فإن المواءمات هي المجموعات المستقلة المشتركة بين M, 9M,‏ إذا كانت ob X, X, € E‏ 
الرتبة (X)‏ 7 تحسب رؤوس U,‏ التي تقع على أضلاع 2 X,‏ ومن هناء إذا كانت E = X, U X,‏ فإنه يوجد G3‏ 
غطاء رؤوس من الحجم r (X) + r (X)‏ باستخدام رؤوس U,‏ لتغطية X,‏ وبالعكسء إذا كان U T,‏ ,7 غطاء 
رؤوس بحيث إن € € T,‏ ؛ فاجعل X,‏ تساوي مجموعة الأضلاع التي تقع على T‏ فيكون X, UX,- Fg‏ 
بحيث إن × مغلقة .2 M,‏ وأن 3r (X) + 1X, ) = |T] + IT]‏ نستنتج أن: 
a'(G) = max (I|: Te I, 0 L}= min{r (X), + r, X) = B(G)‏ " 

تنويه: النتيجة الآتية تستخدم دالة الرتبة للماترويدات المستعرضة. 

Je 51.2.8‏ الماترويدات المستعرضة (انظر المثال 13.2.8). افترض أن = A, U... UA,‏ وافترض 
كذلك أن G‏ هي بيان الوقوع المناظر الذي مجموعاته الجزئية E‏ و ài. [m]‏ 2 الحسبان X C E‏ إذا كانت 
INC) | > |‏ لبعض Vola Y € X‏ تجبر وجود |F] - |N(Y)|‏ عنصر غير مُشبع 2 X‏ وبتطبيق شرط هال 
(Halls Condition)‏ على × فإن r(X) = min (1X| - (Y] - |N)7(|: Y € X)j‏ (التمرين 51). 

نحصل على تعبير آخر r(X)3‏ (انظر أور. )1955( (Ore‏ افترض أنه بدلالة البيان AJ) = Ue, Ai‏ 
لاحظ أن AV) = NO)‏ وبتطبيق شرط هال على [M]‏ نستطيع كتابة أكبر حجم لمواءمة على الصورة 
r(M) = min(m - (J| - A)| : J € [m])‏ لتحديد أكبر sue‏ من العناصر .2 X C E‏ التي Se‏ 
مواءمتهاء Lila‏ نهمل E -X polie‏ وبذلك نحصل على 

HX) = min pom lA 0 X |- | + m) 


N(Y) J 
KAFIR ™ 
SST AW 
SEEDED, E 





X AV) 


إن الصيغة الأولى ل (X)‏ تستخدم جوارات المجموعات الجزئية من US LE‏ الصيغة الثانية فتستخدم جوارات 
المجموعات الجزئية من [M]‏ يبرهن التمرين 53 مباشرة أن صيغة الرتبة الثانية هي Alla‏ الرتبة sag All‏ 
دون الاعتماد على نتائج من مواءمات ثنائي الفرع. تجد المزيد من المعلومات عن الماترويدات المستعرضة 2 
n .(Lova'sz- plummer (1986)) 25 (Mirsky (1971))‏ 


58م نتيجة : ))1958( (Ford-Fulkerson‏ يوجد نظام مشترك من التمثيلات المختلفة (CSDR)‏ 
للعائلات ] A = (A, ... A,‏ و(,8, ... B = (B,‏ إذا وفقط إذا تحقق لكل oM, J € [m]‏ 


KU, 4i) ^ (Uc B) > I| + J| -m| 


ie) “j 
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الإثبات: إن SDR‏ الجزئي المشترك هو مجموعة مستقلة مشتركة 2 الماترويدين المستعرضين M, 9M,‏ 
المستحدثين على E‏ من By A JB‏ ولتحديد متى Él CSDR sag‏ فنحتاج إلى إعادة صياغة الشرط 
r (X) +r, (X) <‏ فقط لإيجاد الشرط المناسب على أنظمة المجموعة. 


إن صيغ الرتبة من المثال 51.2.8. تعطينا أن: 

r) + r, 60 = m {40N X|- +m} + ae {| BU) 0 X| -J| + m) 
إذا وفقط إذا تحقق أن‎ ”, (X) +7, (X) 2m لذا فإن‎ 

LJ [m] XCE نكل‎ | )3( 0 X| + |B (DN X| >| I) + |J] -m 


إذا أعطيت J gl‏ فخذ 2 الحسبان مساهمة عنصر Foa‏ 2 الجانب الأيسر إن كل عنصر من AQq)n BU)‏ 


اليس شرة algun ilg‏ آکان XZ‏ آم كل وعناصر A(T) - BU)‏ تحسب إذا وفقط إذا كانت c ais‏ إلى AX‏ 
لذاء فإن الجانب aN‏ تر الى Sout‏ الأدنى لآ و J‏ عندما A-B) E X‏ و 24.B(J) - 4)7( € X‏ 
هذه الحالة يكون الجانب الأيسر مساويًا ((8)7 AC) O‏ وهذا يعطينا شروط فورد وفولكرسون. " 


46.5 


طريق المسار الموسع إلى مواءمة كبرى لثنائي الفرع oats‏ إلى تقاطع الماترويدات» حيث تعطي الخوارزمية 
مجموعة مستقلة مشتركة 7 حجمها أكبر ما يمكن» ومجموعة X‏ بحيث إن ar (X) + 7, (X) = M|‏ انظر 
(Edmonds [1979]) ; .(Lawler [1976])‏ و )]1987[ (Faigle‏ . 


(Matroid Union) الخاد الماترويدات‎ 


إن تقاطع ماترويدين نادرًا ما يكون ماترويد» إلا أن مفهومًا طبيعيًا لاتحاد ماترويدين يعطينا ماترويد. 
إن مفهوم الاتحاد بالإضافة إلى علاقة أصغر si‏ المفيدة لدالة eal‏ هو محتوى نظرية اتحاد الماترويدات. 
تعد مبرهنات تقاطع الماترويدات واتحادها متكافئة. حيث اشتقت al a6 58 ya Lagi JS c‏ أثبت ولش 
Welsh (1976))‏ ( نظرية اتحاد الماترويدات Aj‏ وهنا سنبرهن نظرية تقاطع الماترويدات Sj‏ 


53.2.8. تعريف: الاتحاد U M,‏ ... لا M,‏ للأنظمة الوراثية M,...M,‏ على E‏ هو النظام الوراثي M‏ على 
E‏ المعرّف على الصورة الآنية: }| 1 © ,7 : olo L, pie UL,‏ الجمع الباشر Mg .. 7 © M,‏ 
للأنظمة الوراثية M,,...M,‏ على المجموعات المنفصلة Ep E,‏ هو النظام الوراثي على M‏ على 
UE,‏ ...1 ,£ المعرف على الصورة الآتية:( ,1 € ,7 : UL‏ ... لا Ip = U‏ 
يمكن التعبير عن الجمع المباشر M, © ... OM,‏ على Ey... E,‏ بوصفه اتحادًا M'e ,M'a‏ 
على UE‏ ذا ,ل = E!‏ وذلك بجعل M"‏ نسخة من M,‏ مع العناصر الإضافية ل E' - E,‏ التي تضاف بصفتها 
عرى ب الحالة التي يكون فيها كل من M^‏ ماترويد Nd pe‏ فإن الجمع المباشر يكون ماترويد تجزئة Lent‏ هنا 
E, ... E,‏ تجزئ IE‏ توجد أعداد صحيحة موجبة yp‏ ...۳ و1 € × إذا تحقق أن EJ Sr,‏ ۸ |. 


^ 
إن ماترويد التجزئة الذي تم تعريفه سابقًا يظهر عندما 1 = ,لكل d‏ 


8. قضية. إذا كانت My ... M,‏ ماترويدات معرّفة على مجموعات منفصلة ola Ep E,‏ الجمع 
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لمباشر o M =M, © ... M,‏ ماترويد. 


الإثبات: بما أن E... E,‏ منفصلة زوجًا زوجًاء فإن التقاطع لأي 1[ € 1 مع كل E,‏ يكون مجموعة مستقلة ‏ 
131M,‏ كانت كل من 3 © رك ,ركو )١ | > | 7, n | lad] > L|‏ و1 |البعض d‏ جما أن كلمن egal‏ 
مستقلة  M‏ فبإمكاننا توسيع T, A E,‏ من NA E‏ ا واستنادًا إلى ذلك» يمكن توسيع T,‏ من LD,‏ لذاء فإن 
MO... e M,‏ يحقق خاصية التوسيع. " 


تنويه: باستخدام الجمع المباشرء نستطيع برهنة أن اتحاد الماترويدات يكون ماترويد دائمًاء وكذلك نحسب 
دالة الرتبة. 
8 . نظرية. نظرية اتحاد الماترويدات ل ))1965( (Nash-Willams(1966) , Edmonds-Fulkerson‏ 
إذا كانت M, , ... , M,‏ ماترويدات على ٤‏ لھا دوال رتبة M-^MIlIuU,.. ,U M, ole 7, ... Me‏ 
يكون ماترويد. دالة رتبته 1X) = min (| X -Y| Zr (Y)‏ 


OLAYI‏ (باتباع شرجفر (Shrijver‏ . بعد إثبات الصيغة لدالة الرتبة. سنحقق خاصية المقياسية الجزئية 
olay‏ أن M‏ عبارة عن ماترويد a ٠‏ اكول Er) sn diis quas‏ حصر الام Mi‏ 
على المجموعة X‏ يكون لدینا Xar, D = ru O 4,7 Y EX: Y € Ej‏ > ۲ لذاء ob‏ 
X = U (M, | X)‏ | 4[/وبتطبيق صيغة الرتبة abi‏ عله على cass M/ K‏ على )3( S‏ 
خذ 2 الحسبان شبكة حجمها ۸ 2 || من العناصر E"‏ التي فيها العمود رقم E,‏ 'ريتألف من k‏ نسخة 
من العنصر e, € E‏ نعرّف ماترويدين N,‏ و N,‏ على E'‏ بحيث يساوي أكبر حجم لمجموعة مستقلة ج N‏ 
SiN,‏ حجم لمجموعة مستقلة Ma,‏ وی ,7 بتطبيق نظرية تقاطع الماترويدات على N‏ 
y E" RE LD ASS IS‏ واجعل N,‏ يساوي ماترويد الجمع المباشر 
BM",‏ ... © ,"كاك و N,‏ يساوي ماترويد التجزئة المستحدث على E'‏ من تجزئة الأعمدة UE)‏ 











لكل مجموعة XC T,‏ تفكيك بصفته اتحادًا منفضلا لجموعات جزئية ,1 € Lo AX,‏ غائلة وراثية ة. إذا أعطيت 
XE 1, ux teo‏ فاجعل × نسخة من Ly EEX,‏ أن UX", ola alain {X}‏ يكون مستقلًا بذ 
N,‏ و1 € X,‏ تعطي أن UX’‏ يكون مستقلًا كذلك 2 ٠ N,‏ من[ € X‏ نكون قد بنينا U X"‏ من الحجم |X]‏ .2 

يبآ )١‏ بآ osas‏ فإن أي X € Iy) i‏ ترتبط بتفكيك لمجموعة 2 Ty‏ من الحجم |X"‏ 
عندمنا Ja‏ المجموعات X N E'‏ رجوعا إلى N, OYE‏ تمنع حصول نسخ مضاعفة من العناصر. لذاء فإن 
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max (I1: Tel D FP,‏ = (:7)1. ولحساب هذاء اجعل دالتي رتبة ,و رهما q, 9d,‏ واجعل'7هي دالة 
الرتبة للنسخة ,1 من M‏ على . ندينا ٩, (X) = Xr, QC D E). g, QO)‏ تساوي sse‏ عناصر £ التي 
لها سخ A‏ إن نظرية تقاطع الماترويدات تعطينا أن: (q, Q0) + q, (7 - Xj‏ بيعب r (E) = min‏ 


من النتيجة 8 .2 نجد أن الأصغر (MIN)‏ يتحقق من LB‏ مجموعة E' - Xu X‏ تكون مغلقة 2 N,‏ إن 


المجموعات المغلقة ‏ ماترويد التجزئة رهي cla eset,‏ التي تحوي كل كنيء أو لا شيء من النسخ لكل عنصر 
- اتحادات الأعمدة الكلية ES‏ إذا أعطينا X"‏ بحيث E' — Y^;‏ مغلقة 2 N,‏ اجعل Y C E‏ هي مجموعة 


العناصر التي تشتمل نسخها X"‏ إذن» (E — X) = | E- Y|‏ هو" تحوي نسخ العناصرط جميعها . لذاء فإن 
ates ans, (= Xr )07 0100 - Er O)‏ أن ((0) ,7> + | 2-1 |( (E) = min yeg‏ 7 
لبرهنة Mol‏ ماترويد: ستحقق المقياسية الجزئية ل7. افترض Es P AREE A YCESÀ‏ أنه موجن 
غ1 ع نا EY‏ بحيث (7) ,> + ]۲-7 |= (1) 7 UN Vii kesr (X) = | X- U] + Xr, (U);‏ 
UUV C Xu Y. XO Y‏ فإننا نحصل على: 
r(XnY)siXnr-unv|-*xr(UnyVy‏ 
XU Y x(XuY)-UuV| + Xr(UUVy‏ 
وبعد تطبيق المقياسية الجزئية لكل ,7 والشكل obal‏ فإن هذه المتباينات تقود إلى أن: 
n (XN Y)*r(XuY)s(X)- r(Y)‏ 


©) 


(x ny )- (u ny )«(x ur )-(v ur )|= |x -u|+¥ -v | 


لتطبيق نظرية تقاطع الماترويدات؛ يجب أن يكون N,‏ ماترويد. وهذا يتطلب أن تكون (M. JI‏ ماترويدات. 
لذاء فإن صيغة الرتبة هذه لا تنطبق على اتحادات لأنظمة وراثية اختيارية. 

إن نظرية اتحاد الماترويدات تعطينا براهين قصيرة لعلاقات أصغر- أكبر لمسائل التغطية والتحزيم. 2 
كل صيغة أدناه. تكون المجموعات الجزئية الأمثل مغلقة؛ وذلك GY‏ الانتقال (التحويل) من 1 إلى (X)‏ 0 يُحسّن 
البسظ دون i‏ المقام 3 الأصل: يوجد ei‏ على البيانات جرأهين صعبة متطلعة so‏ الموضوع Lipas‏ 
56.2.8 نتيجة : نظرية تغطية الماترويدات ) b]Edmonds‏ 1965]) إذا كان M‏ ماترويد خاليًا من العرى 

على LE‏ فإن Jal‏ عدد من المجموعات المستقلة التي اتحادها E‏ هو max. cE ERI axXC E‏ 
الإثبات: افترض أن M, ... M,‏ نسخ من M‏ على . إن المجموعة E‏ هي اتحاد ل۸ من المجموعات المستقلة 
M 2‏ إذا وفقط إذا كانت E‏ مستقلة -2 M = MU... UM,‏ ومن نظرية اتحاد الماترويدات: نجد أن 
Y € EJS || - |1 + È r, (P) < || eta r' (E) < |E]‏ وبما أن r(Y)‏ = (1) ,” لكل d‏ فإنا نستنتج 
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أن E‏ اتحاد ۸ مجموعة مستقلة إذا وفقط إذا كان | r (Y) < | Y‏ ۸ لکل a Y € E‏ 
57.2.8 نتيجة : Nash-Williams)‏ [1964]) إن Jal‏ عدد من الغابات يلزم لتغطية أضلاع بيان G‏ 
Maxico | A | son om‏ 





n(H) 
إن أفضل حد أدنى‎ MCG) يتبع هذا 1553 من تطبيق النتيجة 56.2.8 على‎ (Edmonds [1965b]) الإثبات:‎ 
9 -(M(G) 2- (يرتبط بمجموعة مغلقة‎ H يظهر من بيان جزئي مستحدث مترابط‎ 


58م نتنيجة : نظرية تحزيم الماترويدات (Edmonds [1965c])‏ إذا كان لدينا ماترويد E Ae M‏ فإن 
أكبر عدد من الأساسات المنفصلة زوجًا زوجًا يساوي ming: (x) < «ou ae as‏ 
OLAYI‏ المجموعة E‏ تحوي K‏ من الأساسات المنفصلة إذا وفقط إذا كانت r' (E) < kr (E)‏ 2 الاتحاد M‏ 
للماترويدات M paa M,‏ التي هي نسخ من M‏ على E‏ من نظرية اتحاد الماترويدات» نجد أن هذا يتطلب تحقيق 
|Y| + Yr , (Y) zkr (E)‏ - || لكل Y > E‏ وبما أن (7) dur (Y) = r‏ فإننا نستنتج وجود كل أساسًا 
منفصلاً إذا وفقط إذا تحقق أن |E] - | Y| > k (r(e) - r (Y)‏ لكل n .Y CE‏ 
59.2.8. iتيجة‏ : Tutte [1961a] [1961] Nash- Williams)‏ ( 
للبيان G‏ يوجد k‏ شجرة مولدة منفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًا إذا وفقط 131 385 لكل 35525 P‏ للرؤوس 
K (|P| - 1)‏ سلما هلق Leal (9553 ceases «JANI‏ الظرفيةموجودة 2 هجموعات محطلفة من مجموعات P‏ 
الإثبات: (Edmonds [1965c])‏ . لاحظ أنه يمكن افتراض أن G‏ مترابط. وبتطبيق النتيجة 58.2.8 على 
MG)‏ يجب أن نحدد متى تكون |E] - |X] < k (r(E) - r (X))‏ لكل مجموعة مغلقة X‏ إن المجموعات 
المغلقة مترابطة بتجزئات V(G)‏ إلى مجموعات رؤوس تحدث بيانات جزئية مترابطة لكل تجزئة Voe Vp‏ 
إن المجموعة المغلقة X‏ المرتبطة هي )] E (G [V‏ لا التي رتبتها Gas n - p‏ أن Cos || - |X|‏ الأضلاع 
بين مجموعات asja‏ وأن 1 - ols (LE) — r (X) < p‏ للبيان K‏ شجرة مولدة منفصلة إذا وفقط 
إذا تحقق الشرط. z‏ 
تمارين (Exercises)‏ 
1.2.8.)-( أثبت أن المجموعات المستقرة لبيان لا تكون بالضرورة هي المجموعات المستقلة لماترويد وذلك من 
خلال إيجاد بيانات موزونة الرؤوس؛ حيث إن النسبة بين أكبر وزن لمجموعة مستقرة الوزن الذي تم إيجاده بجشع 
إلى مجموعة مستقرة تكون BS‏ اختياريًا. 
daci (-).2.2.8‏ توصيقًا مميّرًا للبيانات التي تشكل مجموعاتها المستقرة عائلة من المجموعات المستقلة 
لماترويد على مجموعة الرؤوس. 
C 3.2.8‏ أثبت Ol‏ كل ماترويد تجزئة يكون ماترويد مستعرضًاء 
Jae. 4.2.8‏ الخوارزمية الجشعة لتحصل (مع إثبات) على خوارزمية لإيجاد مجموعة مستقلة موزونة كبرى بط 
ماترويد له أوزان حقيقية اختيارية (ليست بالضرورة غير سالبة) على العناصر. 
lånas dac 5.2.8‏ مميّرًا للبيانات التي تشكل مواءمتها عائلة من المجموعات المستقلة لماترويد على مجموعة 
الأضلا 
2.8 .56( حدد الماترويدات الموحدة التي 455( متجمعة Uso‏ . وأعط Irsa xo‏ للبيانات التي ماترويدات 
حلقاتها تكون ماترويدات موخدة. ES E‏ 
8 حدد ماترويدات التجزئة التي تكون متحققة بيانيًا. وأعط توصيفا مميّرًا لماترويدات الحلقات التي 
تكون ماترويدات تجزئة. 
8 ر باستخدام الاعتماد od‏ قله أثبت أن الماترويدات المتجهة تحقق خاصية الحلقات المستحدفة: إن 
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إضافة عنصر واحد إلى مجموعة مستقلة من المتجهات يوجد مجموعة غير مستقلة واحدة على الأكثر. 

9.2.8 صف حلقات الماترويد المستعرض 11 بدلالة البيان آلثنائي الفرع G BLY‏ باستخدام خواص البيانات 
الثنائية pall‏ فقط. وبرهن أن M‏ تحقق خاصية الحذف الضعيف. 

m .10.2.8‏ أن MG)‏ هي ماترويدات الحلقات GA‏ وافترض كذلك أن K(X)‏ تساوي عدد مركبات 
البيان الجزثي المولد Gy‏ الذي مجموعة أضلاعه هي X‏ وبذلك» فإن V U Jaxl. r(x )en -k (x)‏ 
مجموعتي المركبات 2 Gy‏ و ,)على الترتيب» واجعل H‏ تساوي البيان الثنائي الذي مجموعتا رؤوسه هما 
V5‏ حيث ۷ج4 U‏ عندما تتقاطع المركبات المرتبطة -2 11و V‏ 

k(x UY )z e(H) أثبت أن‎ kh X n ۲ و(‎ KOKO) بدلالة الأعد اد‎ HLS احسب عدد رؤوس مر‎ (A 
خواص أخرى للماترويدات.‎ Gl لبرهنة خاصية المقياسية الجزئية د(1)6 دون استخدام‎ (A) استخدم فرع‎ (b 
.([1979]Aigner ) 

8... استخدم نظرية كونج وإيجرفاري (Konig —Egerv'ary)‏ لتبرهن - مباشرة - أن alla‏ الرتبة 
للماترويد المستعرض تكون مقياسية جزئية. 

8. افترض أن D‏ بیان موجه له منبع مميّز S‏ ومصبّ / X cE 3.E =¥ (D)-[s.r) osa.‏ 
اجعل y o‏ تساوي عدد الأضلاع من UF‏ 5 إلى X Ut‏ . أثبت أن r‏ مقياسية جزئية . 

13.2.8 )-( إذا کان ينتمي إلى نظام وراڻي. أثبت أن الخواص الآتية تكون متكافئة وتعطي توصيفًا مميزًا للعرى: 


r(x)=0 6‏ لا ينتمي إلى أي أساس. 
(e 5 22) (b‏ كل مجموعة تحتوي على تگون غير dnas‏ 
(F‏ *تنتمي إلى مولد كل X CE‏ 


x fia. 8‏ اا ا لاوا دوا os X Y dap ug‏ أكامتها ليس عروة: 

(»5)e€ (br(x.y)=1 6‏ ع) ( ممع Y eo(x). x‏ باد( )مد زعام 
15.2.8.)-( افترض !9 ) iid nr‏ لبعض sug tle XY C E‏ على E‏ أثبت أن 
Jar (X Ur )= 2d‏ يتحقق العکس 

16.2 افترض أن Glos eU M‏ بأوزان غير ,سالبة على cul E‏ - مباشرة - أنه إذا كان M‏ يحقق خاصية 

pas‏ الأساس (B)‏ فإن الخوارزمية الجشعة تولد دائمًا أساسًا موزونًا أعظم. 
58 ب بديهيات ماترويد بديلة . افترض MO‏ نظام ios‏ أثبت تضمينات 11 الآنية مباشرة: 

(A) الامتصاص الضعيف‎ (R) تتضمّن (-) المقياسية الجزئية‎ (a 

(b‏ يتضمّن الامتصاص القوي (A)‏ المقياسية الجزئية(۸) (دون استخدام الانتظام (الاتساق)). 
(مساعدة: استخدام الاستقراء على | AY‏ ). 

(J) وحدانية الحلقات المستحدثة‎ (B) يتضمّن تبديل الأساس‎ (C 

(C) الحذف الضعيف‎ (J) تتضمّن (-) وحدانية الحلقات المستحدثة‎ (d 

(e‏ تتضمّن وحدانية الحلقات المستحدثة (J)‏ التوسيع (7). (مساعدة: استخدم ل والاستقراء على 
Ju‏ 1 لتحصل على التوسيع) . 

ol ed .2‏ النظام الوراثي يكون ماترويد إذا وفقط إذا ER‏ خاصية التوسيع فوق الضعيف (الشديد 

الضعف): إذا كانت[ € I,‏ ,1 بحيث إن |[ »| ,2 Es. lr, -I j=15‏ € © + ,1 لبەض ]1 - يآ € 6. 
.(Chappell [1994a])‏ 
١-8‏ ) افترض M‏ ماترويد على E‏ وثْبّت A CE‏ . واحصل على[ من[ بحذف المجموعة التي تقطع 
A‏ أثبت أن /1هي عائلة المجموعات المستقلة لاترويد غ 
20.2.8 افترض أنَّ//ماترويد علي e € B e Bóg: E‏ اجعل Jas C (e. B)‏ الحلقة الوحيدة 2 Bre‏ 

iG (e. B ( تكون أساسًا ذا وفقط إذا كان/ينتمي إلى‎ B -f +e be d.e gB إذاكانت‎ (a 

B aul C s =C (e. B) Saal. eeC eC 3 (b 
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(C 32g. Aa 392-9 تعلق‎ cal « -[B,aB,|=2 2 أساسان لماترويد بحيث إِنَّ:‎ B, و‎ 8, Si افترض‎ (-) .21.2.8 
-B AB, cC © 8, UB, بحيث إن‎ 
X, CB, فبرهن على وجود‎ X, CB, إذا كانت‎ M ag ilt أساسان‎ B, ,B,O o2 افت‎ )- ).222.8 


(Greene [1973]) M's يكونان أمساسين‎ (B, -X,)UX | و‎ )8, -X,)UX, بحيث إن‎ 
M sag lt أساسان مختلفان‎ B, 9B, ol p ().23.2.8 

(a‏ افترض أن 6 بيان ثنائي بحيث إن B, 9B,‏ هما مجموعتا رؤوسه. وأن B,‏ € © يجاور B,‏ € /روذلك 
عندما يتحقق يتحقق أن B, +e -f eB‏ - ات على واد اة كاملة HG‏ 

B, -z(e )+e بحيث إن المجموعة‎ 7 : B, > B, وجود اقتران تناظر‎ (A) استنتج من الفرع‎ (b 
ee B 1 JIMI تشكل أساسًا‎ 
M أساسان مختلفان لاترويد‎ B, 9B, Cem (1) -24.2.8 
تكون أساسات (مساعدة:‎ B, -f +e و‎ 8, TE +f بحيث إن‎ Sf €B, أثبت أنه لكل ,8 € © يوجد‎ (a 
استخدم خاصية الشراكة (الاندماج) لاحظ أنهذا ي يعمّم التمرين34.1.2).‎ 
© ج ,8 : 7 بحيث إن‎ B, دالة تناظر‎ d أنه ريما لاتوجد‎ SA MEN ae استخدم ماترويد‎ (D 
.e eB لكل‎ (a) يحققان فرع‎ f =z(e) 5 
يشكل مجموغة أساسية من الحلقات إذا‎ E على‎ astiaa E|- ) (E) من‎ Úa إن جممًا‎ )- ).25.2.8 
ولكنها لاتحوي عنصرًا دليله أعلى من‎ © (eyes تحوي‎ Ci بطريقة ماء بحيث‎ ۴٠٠٠٠٠۴, أمكن ترتيب العناصر‎ 
.)]1935[ Whitney) . 22253 ذلك. أثبت على وجود مجموعة أساسية من الحلقات لكل ما‎ 
بحيث لا يكون أي منها محتوى  اتحاد البقيةء وإذا‎ (c, } من الحلقات المختلفة‎ k أعطيت‎ 131 (-).26.2.8 
.)]1976[ Welsh) Aal يحوي‎ ÜCi-x أن‎ oA xb. \x|<K بحيث إن‎ X أعطيت كذلك مجموعة‎ 
تتضمّن خاصية الحذف القوي مستخدمًا‎ cll نظام وراثئيٌ؛ أثبت أن خاصية الحذف‎ GY ) +8 
.(Lehman [1964]) |c, UC m الاستقرا‎ 
e € وأن غ‎ E ماترويد على‎ M أكبر لمجموعة مستقلة موزونة. افترض أن‎ — Judd ze (1) .28.2.8 
بحيث تظهر‎ XOX, © ۰۰۰۰۰ تساوي مجموعة -2 السلاسل‎ A غير سالب. اجعل‎ (w(e)) بحيث إن وزن‎ 
الخوارزمية‎ publ على الأقل -2 (©)/1 مجموعة  السلسلة (ربما كر المجموعات 2 السلسلة)‎ © € E كل‎ 
. MAX r w(e) = ming, >, r(X;) الجشهة لتبرهن أن:‎ 
: افترض أن 7و6 هما دالتا الركية واا ا أثبت أن‎ ) ١8 
r(X) = min(|Y|: Y € X, o(Y) = o(X)} 
(Lazarson [1957]) r as) أثبت أنه يوجد على الأقل ”2 مجموعة مغلقة للماترويد الذي‎ . 8 
أثبت أن الماترويد يكون بسيطًا إذا وفقط إذا تحقق ما يأتي: 1 ) لا يوجد أي عنصر يظهر -2 كل مستوى‎ 31.2.8 
يوجد مستوى زائدي يحوي واحدًا منها بالضبط. أثبت أن هذين‎ AREE زائدي. 2) من كل زوج من العناصر‎ 
تكون عائلة من المجموعات جمعًا من المستويات الزائدية لماترويد بسيط.‎ OY الشرطين يكفيان‎ 
8م 2 ماترويد ماء أثبت أن مجموعة تكون تحت أساس إذا وفقط إذا كانت مستوى زائديًا.‎ 
استخدم خاصية الحذف الضعيف 2 إعطاء توصيف مُميّز عندما تكون عائلة من المجموعات عائلة‎ 8 
مستويات زائدة لماترويد ما.‎ 
أثبت أن المجموعات المغلقة لماترويد ما هى المتممات لاتحادات مرافقات الحلقات.‎ 34.2.8 
M مجموعة مغلقة 2 ماترويد‎ X افترض أن‎ 35.2.8 

(a‏ لتكن 1 مجموعة مغلقة محتواة X2‏ بحيث إن rv )=r(x)-1‏ أثبت أنه يوجد M.‏ مستوى 
زائدي H‏ بحيث X OA‏ = . (مساعدة: إذا كان معطى لدينا مجموعة جزئية مستقلة كبرى 7 من Y‏ 
فوسّعها بواسطة edie EX‏ وسّعها Balad‏ واجعل ( -H =0 (B -e‏ 

(b‏ أتبت أنهو r (M ) - (X ) bla‏ من المستويات الزائدية المختلفة. 
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36.2.8 أثبت الخواص الآتية للمجموعات المغلقة لماترويد: 
(a‏ تقاطع أي مجموعتين مغلقتين يساوي مجموعة مغلقة. 
(b‏ يساوي Cl Aga‏ مجموعة تقاطعٌ المجموعات المغلقة جميعها التي تحوي هذه المجموعة. (تعليق: لذاء فإن 
0 هي المجموعة الوحيدة المغلقة الصغرى التي تحوي (X‏ 
37.2.8 أثبت أن MX‏ لا تحوي 652 إذا وفقط 131 كانت Y‏ مغلقة. 
38.2.8 )1( الأساسات ومرافقات الحلقات 2 الماترويدات: 
(a‏ أثبت أنه عندما ينتمي © إلى أساس #8 ماترويد M‏ فإنه يوجد بالضبط مرافق حلقة واحدة M2‏ 
منفصل عن © - D‏ ويحوي ©. 
(b‏ استخدم فرع (A)‏ لتبرهن أنه إذا كانت dale C‏ ماترويد M‏ وكان S‏ من 9X‏ ([عنصرين مختلفين 
من عناصر C‏ فإنه يوجد مرافق حلقة C* € C*‏ بحيث إن } (Minty [1966]) .C' NC = {x, Y‏ 
(c‏ فسّرلماذا يكون فرع (b)‏ بديهيًا وتافها لماترويدات الحلقات. 
39.2.8 )-( أثبت أن ثنوي الماترويد البسيط Y)‏ يحوي عرى ولا عناصر متوازية) يمكن أن يكون غير بسيط. 
وبين إمكانية أن تكون مجموعة معينة حلقة أو مرافق حلقة 2 ماترويد ما. 
(Q) .40.2.8‏ استخدم ثنوية الماترويدات لتبرهن صيغة أويلر لبيانات المستوى المترابطة. 
8 أثبت أن أي فرع لماترويد يمكن الحصول عليه عن طريق الحصر والتقليص؛ « يمكن الحصول عليه 
كذلك عن طريق التقليص والحصر. وخصوصًاء إذا كان M‏ ماترويد على E‏ وكانت Y CX CE‏ فبرهن أن 
(ui (7 =(m Ix -Y)r Oly. (M [X)¥ = (M x -Y)|y‏ 
8 ااستخدم مبدأ الثنوية (الازدواجية) وحصر الماترويد لتبرهن أن Tur (X (=۶ (X YF) -ry (F)‏ 
وكذلك اشتقت الصيغة مباشرة عن طريق إثبات أن X‏ مستقلة 2 DMF‏ وفقط إذا كانت إضافة × إلى F‏ 
تزيد الرتبة بمقدار |X|‏ 
ots! 43.2.8‏ أن ماترويد الحلقات M(G)‏ هو ماترويد الأعمدة على Z‏ لمصفوفة وقوع رأس - ضلع للبيان 
6 (لذا « فإن کل ماترويد متحقق Uo‏ يكون تنائيًا ) : 
44.2.8 لقد أثبت توت )]1958[ (Tutte‏ إن الماترويد يكون ثنائيًا إذا وفقط إذا خلا من Uy,‏ بوصفه فرعًا: 
(a‏ أثبت أن المصفوفة ) id‏ ) تمثل و ولا على و4. 
(b‏ أثبت أنه لا يوجد تمثيل ل , ZU,‏ 
8 أثبت أن العمليات الثلاث تناه تحاط على ماتروية الحلقات للبيان :G‏ 
(a‏ فك 6 لقوالب Bi By ees nr oe Breve By‏ 
Baa (b‏ من © الذي له مجموعة قطع من رأسين srol: | x.y‏ لر أحد مركبات | B- fx, y}‏ 
©) أضف الرؤوس المعزولة أو احذفها. 


S Mu AE, 


(تعليق: نظرية تشاكل 2- لوتني (Whitney's 2- isomorphismTheorem [1933b])‏ تنص على أن GA‏ 
و[ ماتروید الحلقات نفسه إذا وفقط إذا Sal‏ تحويل G‏ إلى H‏ من خلال إجراء متتالية منهذه العمليات. لذاء فإن لكل بيان 
سوي مترابط من الدرجة 3 بيانا Lagi‏ واحدًا فقط؛ وهذا يعني وجود طمر سوي واحد Math‏ انظر Kelmans)‏ [1980]). 
ETE 46.2.8‏ دون رؤوس معزولةء وجد lig Lily‏ مجو دا له بحيث cassa‏ وبا هنما . (مساعدة: 23S‏ 
الحسبان العمليات الموجودة 4 التمرين 45.2.8(« Welsh 2 Woodall)‏ 291-92 ,]1976[(. 
47.2.8. إن gle‏ أساسات الماترويد هو البيان الذى Gully ad‏ لكل أسامن للماتروید» Gum‏ تكون الأساسات 
متجاورة إذا كان حجم الغرف التماثلي لهذه الأساسات يساوي 2 أثبت على وجود حلقة مولدة لكل بيان أساسات 
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ماترويد» ووضح النتيجة لكل من الماترويدات البيانية والموحدة (مساعدة: استخدم التقليص والحصر استقراقيًا 
لإيجاد حلقة مولدة من خلال أي ضلع)؛ -([1986,p72] , Kung [1972]Holzmann-Harary)‏ 

8 0ه استخدم الثنوية الضعيفة للبرمجية الخطية لتبرهن الخاصية الثنوية الضعيفة لتقاطع الماترويدات: 
(x )*«n (X)‏ ) ,7< |7| لکل ر I,‏ ح 1 ولكل X CE‏ (مساعدة: خن 2 الحسبان نقاش الأزواج 
الثنوية للبرامج الخطية .2 الملاحظة 1.8" 7(« 

8 . افترض أن M, 9M,‏ ماترويد ان على E‏ 

(a‏ لبت أن اثر حجم max, (r, r(E)-1(x )+r,(E)-r,(F Eties‏ بحيث إن هذه المجموعة 
تولد ,1ور M.‏ طبق فرع (a)‏ لتبرهن ail‏ البيان الثنائي الفرع الذي ليس له رؤوس معزولة يكون أصغر عدد من الأضلاع 
يلزم لتغطية الرؤوس جميمها مساوًا لأكبر عدد من الرؤوس التي لا يوجد بينها أضلاع PS " Koinga ji)‏ € 

O-‏ من فر (a)‏ أثبت أن أكبر حجم لجموعة مستقلة مشتركة إضافة إلى أصغر حجم لمجموعة مُولدة 

مشتركة يساوي n (E)+r, (5j‏ . استنتج نظرية جالاي (Gallai)‏ للبيانات الثنائية الفرع: ب أي بيان ثنائي 
dm‏ الذي ليس له رؤوس معزولةء يكون أكبر حجم لمواءمة إضافة إلى أصغر عدد من الأضلاع يلزم لتفطية 
الرؤوس مساويًا لعدد الرؤوس. 

50.2.8 استخدم نظرية تقاطع الماترويدات لتبرهن أنه ب كل توجيه لا حلقي GI‏ يمكن تغطية الرؤوس على 

الأكثر ب A(G)‏ من المسارات المنفصلة زوجًا زوجًا. ([1994] Gala): (Chappell‏ هذه ala‏ خاصة من 

النظرية 4.8 . للبيانات الموجهة اللاحلقية ). 

51.2.8 )-( افترض أن eM‏ ترويد مستعرض على E = A,‏ مُسُتحدث من b‏ المجموعات Aye A,‏ 

DEM‏ لود لتشتق دالة الرتبّة على الصورة: 

r(x)- min, lx (I|- |Nv]) } 

52.2.8 افترض أن © بيان ثنائى « مجموعتا رؤوسه هما E‏ و [m‏ ولیس له رؤوس معزولة. ل X € E‏ 

: أثبت أن العبارات الآتية متكافئة د‎ - ) = min {N (J P. pem: د‎ e[n] Aysal 
Sex mae l= DER a 


)? (=x | (b 

sue s (c 

(مساعدة of:‏ إثبات C cB‏ يستخدم مسارات من رؤوس غير مشبعة تتناوب بين أضلاع خارجٌ مواءمة 
suaa‏ سلف ود gll‏ 
8 افترض أن Ald gly G‏ مجموعتا رؤوسه هما E‏ و [m]‏ ليس له رؤوس معزولة. X CES‏ 
J e[n] ;‏ اجعل | (Xx) J) =| )7 )nx|-p|‏ وا اسع apes‏ 
نقول:ل ae‏ م Y ks. J)+m‏ 

r(x)sr(x *e)« r(x)+1 aly. r ($) = أثبت أن0‎ (a 

(b‏ أثبت أن E‏ يحقق ق خاصية الامتصاص الضعيقف. 
8 اأثبت أن حصر الماترويدات المستعرضة واتحادها يكون ماترويدات مستعرضة:. لكن التقليص» 
والماترويدات الثنوية للماترويدات المستعرضة ليست بالضرورة ماترويدات مستعرضة. 
55.2.8 قامویدات. افترض أن D‏ بیان موجه» وإن E 9F‏ مجموعتان جزئیتان من V (D)‏ إن القامويد على 
E‏ الذي تحدثه sa F SD‏ النظام الوراثي المعطى على الشكل:/ ‏ ) <1 بحيث يوجد | “| من المسارات من ”1 إلى 
X‏ المنفصلة زوجًا زوجًا) » ales‏ لذلك فإن ca 7(X)‏ أكبر عدد من المسارات من F‏ إلى المنفصلة زوجًا زوجًا: 

cai (a‏ أن کل ماترويد مستعرض يكون قامويد. 

ctl (+) (b‏ أن كل قامويد هو ماترويد. (مساعدة: استخدم نظرية منجر لتبرهن تحقق خاصية المقياسية 
الجزئيةء بالإضافة إلى أن إثبات تحقق خاصية التوسيع ممكن Lad‏ »إلا أنه أطول بعض الشيء) ,)97 .(Mason‏ 
8 الغا موند ات اتا افدوضن أن ange gle D‏ :وافتوطن كذلك أن 5:۴ 8 «متجموهتان OU ye‏ من 
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رؤوس D‏ واجعل sa M‏ القامويد على E‏ المستحدث من E gD‏ ( التمرين 55.2.8). عندما تكون E‏ هي رؤوس 
D‏ جميعهاء؛ فإن القاموين يكو ن قامويد eal ÉG‏ أن sag SUL‏ يكون قاموي LAL‏ 131 وفقط 131 كان شونا لماترويد 
مستعرض. (مساعدة: استخدم الارتباط الطبيعي بين البيانات الموجهة على من الرؤوس» واستخدم البيانات 
ثنائية الفرع على 277 من (Ingleton -Piff [1973]) (o‏ . 
Le (7) 57.2.8‏ أن اتحاد الماترويدات هو ماترويد» فيجب وجود عملية ثنوية تعطي الماترويد الثنوي لهذا 
الاتحاد. إذا أعطيتَ ماترويدين M, 9M,‏ بحيث S,‏ و S,‏ هما المجموعتان المولدتان: افترض أن M NM,‏ 
هو النظام الوراثي الذي مجموعاته المولدة هي nX,:X,eS,X, eS,}‏ 6 قبرهن أن MOM,‏ 
الماترويد *)* (M,* UM,‏ 
58 الماترويدات المستعرضة العامة: 

(a‏ افترض أن M‏ ماترويد على E‏ واجعل A = (A, eH ZUN‏ نظام مجموعة على E‏ لتكن M'‏ هي 
النظام الوراثي على [77] الذي مجموعاته المستقلة هي المجموعات الجزئية من 41 التي لها مستعرضات تنتمي 
إلى Ly‏ أثبت أن M'‏ يكون ماترويد؛ ودالة رتبته هي: )) r(x ) = min... {x -Y |+r(4 (r‏ 

X CE إذا كانت‎ Fun £ أن/ردالة من‎ Lil مجموعتان منتهيتان وافترض‎ F و‎ E gi افترض‎ (b 
تمثل النظام‎ M' اجعل‎ E ماترويد على‎ M وافترض أيضًا أن‎ X مجموعة صور عناصر‎ Sid LX) افترض أن‎ 
I, = {f (x ):x er المعرّف على الشكل‎ F الوراثي على‎ 


M' 

(c‏ أثبت أن M'‏ ماترويد. وبرهن anas‏ أن {x -r | er (r7 (r))‏ ہے r'(X (= min,‏ عندما تكون ار 
(Subjective) aL‏ . 
59.2.8 طبق مجموع الماترويدات وتمرين 8 .58.2 لتبرهن نظرية اتحاد الماترويدات. 
cus (1) .60.2.8‏ أن أكبر حجم لمجموعة مستقلة مشتركة بين الماترويدين M,‏ و M,‏ على E‏ هو: 
yy: (E)r; (E)‏ ,7 استخدم هذا لتبرهن نظرية تقاطع ارو ات ف M LL‏ اتحاد الماترويدات 
على MT‏ ا, M‏ (تعليق: 531( هاتان المبرهنتان متكافئتان) . 
61.2.8 افترض أن G‏ بیان موزون على N‏ من الرؤوس: وافترض أيضًا أن ,,..., تجزئة د E(G)‏ ل ۸-1 
مجموعة. هل توجد خوارزمية على صورة كثيرة حدود بالنسبة الى الزمن» لحساب عدد الأشجار المولدة التى لها 
وزن أصغفر من بين الأشجار التي لها ضلع واحد بالضبط 2 كل مجموعة جزئية j SE,‏ 
8 )1( استخدم التوصيف المميز للبيانات التي لها k‏ من الأشجار المؤلدة المنفضلة Vaio‏ زوجا ES‏ 
(النتيجة 59.2.8) لتبرهن علي وجود K‏ شجرة مولدة منفصلة ضلعيًا زوجًا ذوعا كل (als dla olas‏ 

من الدرجة 2۸ء ولكل ۸ جد بيانا منتزابطا Gales‏ من الدوحة 2۸ بخيك dac d‏ له k+l‏ من الأشجار المولدة 
المنفصلة Gals‏ زوجًا زوجًا. -(Nash-Williams[1961])‏ 
8ه إذا أعطيت الماترويدات Mu. M,‏ على ء إن مسألة تجزئة ae‏ تحديد ما إذا 
كانت المجموعة abla X‏ للتجزئة إلى المجموعات,[,.... I,‏ حيث إن» ,€1 WD,‏ 
(a‏ استخدم نظرية اتحاد الماترويدات لتبرهن أن قابلة للتجزئة إذا وفقط إذا ت تحقق أن | ×<( 6 (5 +| |x x‏ 
لكل Y CX‏ وأن المجموعات الأعظمية القابلة للتجزئة تكون مجموعات كبرى ALLS‏ للتجزئة. 
(b‏ افترض أن aM"‏ اتحاد k‏ نسخة من الماترويد E ule M‏ وافترض AOI amar gta‏ 
أثبت على وجود مجموعات منفصلة ل Fy... F, E‏ بحیٹ إن[ € {F}‏ وأن 6)۴ = -= XCO(F)‏ 
3.8 24,45 رامزى (Ramsey Theory)‏ 

تعود «نظرية رامزي» إلى دراسة تجزئات تراكيب بنائية كبيرة. وتنصّ النتائج النموذجية على Ol‏ بعض 
البناءات الجزئية الخاصة يجب أن تحدث 2 بعض صفوف التجزئة. وقد وصف موتزكن (Motzkin)‏ هذا 
من خلال قوله ”الفوضى الكاملة مستحيلة“. ÖL‏ الأشياء التى نستخدمها هى مجموعات وأعداد» والأساليب 
المستخدمة أكثر قليلا من الاستقراء. ١‏ : 
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إن نظرية رامزي em‏ مبدأ طواقي (أعشاش) الحمام» والتي نفسها تتعامل مع تجزئات المجموعات. 
وسندرس تطبيقات مبدأ أعشاش الحمام؛ إضافة إلى أننا سنبرهن نظرية رامزيء وبعد ذلك» سنركز على 
أسئلة رامزي الخاصة بالبيانات. وأخيرًاء سنناقش تمهيدية سبيرنر (Spemer)‏ حول وضع علامات دالة على 
التثليثات؛ وهي مثل نظرية رامزي 2 أنها تضمن بنية جزئية خاصة. 
عودة إلى مبدأ صناديق الحمام (The Pigeonhole BE Revisited)‏ 


ينص مبدأصناديق الحما (التمهيدية A‏ .57( على أنه إذا أردنا تجزئة 77 من الأشياء إلى 77 من الصفوف» 
a» Sle‏ هذه الصّفوف Ea‏ شيئًا على الأقل (وأن asd‏ هذه الصفوف يحوي | Mas Lm/n‏ على 
الأكثر). Ol‏ هذه نسخة متقطعة (منفصلة) من العبارة التي تنص على أن كل مجموعة تحوي se‏ أقل من متوسط 
هذه الأعداد أو يساويه (وعددًا أكبر أو يساوي). OI‏ المفهوم بسيط, ولكن التطبيقات يمكن GI‏ تكون دقيقة جدًا؛ 
حيث تكمن الصعوبة 2 كيفية تعريف تجزئة تناسب التطبيق المنشود. وسنوضح هذا من خلال أربعة أمثلة. 

1.3.8 قضية : من بين ستة أشخاص,» يمكن إيجاد ثلاثة منهم؛ JS‏ واحد منهم يعرف الاثنين الآخرين؛ أو 

ثلاثة منهم بحيث إن كلا منهم لا يعرف الآخرين. 

الإثبات: (التمرين 29.1.1) . بلغة نظرية البيانات: ي يصبح المطلوب برهنة أنه يوجد مثلث 2 G‏ أو مثلث G2‏ لكل 
بيان 6 على ستة رؤوس لاحظ أنّ مجموع درجات الرأس G GLX‏ يساوي 5 das.‏ إن مبدأ طواقي الحمام يضمن 
أنّ درجة × تساوي 3على SB‏ إما G2. 4 GE‏ ومن التماثلء نستطيع افتراض أن 3 < CYNE d L(x)‏ جاران 
ل × متجاوران فإنّ هذا يعطينا المثلث المنشود 2 6. وبخلاف ذلك a.‏ ثلاثة من جيران* تشكل n Ga Uta‏ 


x 


“7 

2 
ee 
e o 


2.3.8. نظرية : )]1994[ T cals 131 (Graham — Entringer — Sze'kely‏ شجرة مولدة للمکعب 
الزائدي O,‏ فإنه يوجد ضلع له خارج T‏ بحيث إن إضافته إلى T‏ يعطي حلقة طولها 2۸ على الأقل. 
الإثبات: لكل رأس V‏ من رؤوس ,0 المكتوب على صورة عديد k-‏ ثنائي» يوجد رأس متمم V'‏ يختلف عن ۷ 2 
کل موقع؛ ويوجد مسار وحيد من V‏ إلى TEV’‏ وجّه ضلعه الأول نحو" . بما 15 + N(Q,) = e(T)‏ وبتطبيق 

fa‏ على كل ole soul‏ مبدأ طواقي الحمام يضمن وجود ضلع قد تم توجيهه مرتين. 

U موجود على مسار من‎ V Ol فسنحصل على‎ (V وتوجيها آخر من‎ U يستقبل توجيهًا من‎ UV أن هذا الضلع‎ Les 
T 2 الموجودين‎ U’ ومن ۷ إلى‎ V" إلى‎ U المسارين من‎ ola لذاء‎ T 2 ۷" موجود على مسار من ۷ إلى‎ U و‎ U إلى‎ 
Ke بين أي رأس ومتممته تساوي‎ Q, 2 المسافة‎ SY على الأقل؛‎ k -1 طول كل منهما يساوي‎ D يكونان منفصلين.‎ 
" طولها 2۸ على الأقل.‎ Gate وهذا يكمل‎ t تعطي أيضًا أن ۷ ج‎ O, 2 u اج‎ Mel 
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تشير النظرية .2.3.8 إلى plea gh‏ كل شجرة مولدة ل,0) يساوي 1 2k—‏ على الأقل ))]1992[ .Graham - Harrary‏ 
8 . نظرية : )]1935[ (Erdós - szekeres‏ يوجد لكل قائمة تحوي أكثر من 2 Sue‏ قاكمة جركية 
رتيبة طولها أكثر من N‏ 

الإثبات: افترض أن ر d —4,,4,,...,d,,‏ هي القائمة. حدّد العلامة (X, y)‏ للموقع رقم k‏ حيث تمثل X,‏ 
طول أطول قائمة جزئية متزايدة تنتهي عند 4. y, Lal‏ فتمثل طول أطول قائمة جزئية متناقصة تنتهي عند 4. 
إذا لم يوجد ل © قائمة جزئية رتيبة طولها 1 +7 . فإن Y, 9X,‏ يمكن OL‏ يزيدا (يتجاوزا) على M‏ وبذلك يوجد 
2 علامة ممكنة فقط. 

بما ol‏ طول القائمة ة يساوي 1 + Sle?‏ مبدأ طواقي الحمام يضمن الآن أن هناك علامتين هما العلامة نفسها. 
وعد هذا مستخيلا Lain‏ تكون عقا ص وج متختلعة: عندما <j‏ 3 و a,‏ > ,4» فبإمكاننا إلحاق a,‏ بأطوال متتالية 


متناقصة تنتهي عند ,4. (للتعميم؛ انظر التمرين 43.1.5) . . 
a: 7 4 1 8 5 2 9 6 3 0‏ 
Xy: LI 12 13 2, 22 2,3 3,1 3,2 3,3 4,1‏ 


4.3.8. نظرية : )]1973[ (Graham — Kleitman‏ 2 کل وسم (وضع علامات (alls‏ ل ) ECK,‏ باستخدام 

أعداد صحيحةء يوجد مسرب طوله يساوي 1 - 7 على الأقل. بحيث تكون علاماته الدالة متزايدة تمامًا. 
OLANI‏ نحدّد لكل رأس وزنًا مساويًا لطول أطول مسرب متزايد ينتهي عند هذا ou jM‏ إذا استطعنا إثبات أن 
مجموع هذه الأوزان يساوي n(1-1)‏ على الأقل؛ Sls‏ مبدأ أعشاش الحمام يضمن وجود رأس له وزن كبير كفاية. 
ولكن المشكلة تكمن 2 كيفية حساب الأوزان ومجموعها. 

نبني Bla‏ من البيان التافه بإضافة الأضلاع بالترتيب» ونحدّث الأوزان ومجموعها  JS‏ خطوة. تبدأ 
أوزان الرؤوس عند. فإذا كان الضلع التالي يربط بين رأسين يساوي وزنهما oi‏ عندها يصبح وزنهما 1 Usi T+‏ 
إذا ربطت بين رأسين وزنيهما ij gi‏ وحيث idi <j‏ عندها يصبح وزنيهما 1 +[ و Jj‏ 

,ب الحالات جميعهاء نضيف ضلمًا ب كل ia‏ ليزداد مجموع الأوزان بمقدار 2 على الأقل. لذاء Sla‏ البناء 
قد تم» Sly‏ مجموع أوزان الرؤوس يساوي n(n-1)‏ على الأقل. à‏ 

jal‏ نلاحظة أن البداية 2 الصموف يمكن أن قختلف: 


5.3.8 نظرية: إذا جرأنا 1 + Lp,-k‏ كينا إلى Many jaca Liza‏ ند من و خود صف يواقق dia.‏ 
الإثبات: إذا لم يوجد مثل هذا Casal‏ فإنه يمكن توفيق 1 - ,2 Y,‏ شيئًا على الأكثر. . 
نظرية رامزى (Ramsey Theorem)‏ 

يضمن مبدأ أعشاش الحمام وجود صت فيه العديد من الأشياء عند تجزئتها إلى صفوف. تعطي نظرية 
رامزي الشهيرة [1930م] نصا مشابهًا حول تجزئة المجموعات الجزئية التي تحوي 7 من العناصر إلى صفوف. 

بصياغة aay pd‏ فإن نظرية رامزي تنص على أنه عندما نجرّئ المجموعات التي تحوي F‏ من العناصر 
2 مجموعة كبيرة كفاية S‏ إلى k‏ صفاء Olo‏ هناك مجموعة جزئية من S‏ تحوي D‏ من العناصرء بحيث تقع 
مجموعاتها جميعها التي تحوي A ais F‏ الصف نفسه. 
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التجزئة ة هي فصل المجموعة إلى مجموعات جزئية؛ وتتألف المجموعة التي نرغب ك تجزئتها من مجموعات 
جزئية لمجموعة أخرى. لذاء سنستخدم لغة التلوين بدلاً من لغة التجزكة التوضيح؟ تذكر & التلوين ب Ligh k‏ 
لمجموعة يقسم المجموعة إلى / Line‏ - الضَّفٌ أو علامته الدالة لون نستخدم بصورة نموذجية [A]‏ للتدليل على 
مجموعة الألوانء و2 الأحوال جميعهاء فإن تلوين X‏ ب ۸ من الألوان يمكن النظر إليه بوصفه دالة f X 9 [K]‏ 
tsa 8‏ اجعل (D‏ ترمز إلى عدد المجموعات الجزئية التي تحوي 7 من العناصر؛ وذلك من المجموعة 

7 تمت ون ل( إذا كان للمجموعات جميعها التي تحوي‎ audited TC 5 ونقول: إن المجموعة‎ S 

عنصرًا ب72 oli!‏ نفسه. ونقول: Lil‏ متجانسة من نوع 7 إذا كان هذا اللون هو آ. 

افترض Ol‏ و ,... D‏ أعداد صحيحة موجبة. إذا a3‏ عدد صحيح N‏ بحيث يعطي كل تلوين ب k‏ من 
الألوان ل (Eh‏ لي D, EK‏ لبعض Ola ci‏ أصغر عدد صحيح يحقق هذه الخاصية هو 
عدد رامزي RP, 77 D ; F)‏ 

Dios Pro!) P, < ., /” العدد الصحيح موجود لكل خيار ل 7و‎ ee eee 
sen أنه‎ cote, t النظرية‎ ols D حصة تساوي‎ JS تسمى عتبات (بدايات) أو حصص) « عندما تكون‎ 
D (تحوي‎ D - ب / من الألوان للمجموعات - ” ( التي تحوي 7 من العناصر) لمجموعة كبيرة كفاية توجد مجموعة‎ 
لمجموعاتها — 7 اللون نفسه. وهناك دراسة معمقة لنظرية رامزي وبعض مبرهنات التجزئة‎ Ol عنصرًا) بحيث‎ 
.(Graham - Rothschild- Spencer [1980, 1990[( 2. الأخرى‎ 

قبل أنْ نبرهن النظرية؛ سنأخذ 2 الحسبان الحالة 2 = ١ = k‏ والتي من السهل وصفها بدلالة تلوين 
أضلاع البيانات» حيث إن coL‏ هذه الحالة تركيبة LS!‏ الحالة العامة نفسها. 

عندما 2 = Bla‏ تجزئة )7( للجموعات تحوي k‏ عنصرًا ليست سوى تلوين أضلاع البيان التام الذي 
رؤوسه S‏ ب ۸ من الألوان (ليس تلوين أضلاع فعليًا). عندما 2 = k‏ فإن التقليد الذي تم احترامه بمرور الوقت 
2 نظرية رامزي هو Si‏ اللون 1 هو «أحمر» Gi‏ اللون 2 فهو ”أزرق“. 
من القضية 1.3.8 نجد  ۸)3,32( € 6 Gi‏ سنعمّم (نمدد) التعليل لنبرهن أن: 

Rp, Py 2) SRP,- 1, py 2) + Rp, p,- 12) 


على افتراض أن )2 RO, — 1, py‏ و )2 ;1 — R(p, p,‏ موجودة. افترض أن N‏ تساوي dala‏ 
جمعهماء إِنْ إثبات الحدّ د )2 R(p, Py‏ يعني أن نبرهن Si‏ كل تلوين أحمر/ أزرق لأضلاع بيان تام له N‏ من 
الرؤوس يعطينا مجموعة تحوي D,‏ عنصرًا (من الآن فصاعدًاء سنكتب مجموعة — للتدليل على المجموعة التي 
عدد عناصرها يساوي (I‏ من الرؤوس التي أضلاعها جميعها cel pam‏ ومجموعة D,‏ من الرؤوس التي أضلاعها 
جميعها زرقاء. 

خذ # الحسبان تلوينمًا أحمر/ أزرق د Ky‏ واختر راسا x‏ افترض s = R(p, - 1, py 2) Si‏ 
و(2 ;1- t = RO, p,‏ يوجد 1 - 4 + رأسًا مختلقا عن 1X‏ النظرية 5.3.8 تتضمن أنه يوجد على الأقل 
S‏ ضلعًا أحمر تقع على × أو على الأقل/ ضلعًا أزرق تقع على X‏ 

من التماثل يمكننا افتراض أنه يوجد على الأقل X‏ ضلعًا أحمر تقع على N‏ من تعريف ؟» يوجد للبيان 
الجزئيٌ التام المستحدث من قبل جيران X‏ عبر هذه الأضلاع عصبة py‏ زرقاء أوعصبة - )1 — (D,‏ حمراء. 

ويمكن uo‏ الأخيرة إلى X‏ للحصول على عصبة p‏ حمراء. وبك LUIS‏ الحالتين نحصل على مجموعة 
متجانسة i‏ حجمها p,‏ لبعض Í‏ سنؤجّل النقاش حول الحدّ الناتج على )2 R Cp, py‏ 
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x 
=% 
eS IR 
ISERQ,p-12) or ]Dn2R(p,-Lp;2) 

7.3.8. نظرية : )]1930[ (Ramsey‏ . إذا أعطينا أعدادًا صحيحة موجبة ۲ و ,... ,0 فإنه يوجد عدد 

i لبعض‎ agp, Uh eiaeia Frank بیت يمي‎ Naime 
إثبات خطوة الاستقراء نفسها‎ SIV P وسنستخدم الاستقراء على‎ i الإثبات: الإثبات هو استقراء “مضاعف‎ 
aes يستخدم الا‎ 

الخطوة الأساس: 1 = cr‏ من النظرية 1).5.3.8 p;‏ ,... ,۸)7 موجودة. 

خطوة الاستقراء: 1 < #. نفترض Gi‏ الادعاء 2 نص النظرية يتحقق للتلوين ب ۸ من الألوان 
للمجموعات الجزئية — )1 - (r‏ لمجموعة معينة. بصرف النظر عن البدايات ela)‏ . سنبرهن العبارة 
للتلوين ب ۸ من الألوان للمجموعات الجزئية F-‏ لمجموعة بالاستقراء على مجموع الحصص: DP,‏ 

الخطوة الأساس: تكون حصّة Jal D‏ من 7. 4 هذه الحالةء المجموعة - D,‏ لا تحوي مجموعات F-‏ لذاء 
Uslas -‏ - نجد GI‏ مجموعاتها -7 لها اللون 7 نفسه. 531« RP, ae r) = min (p, ..., p,)‏ ؛ وذلك 
عندما يكون 7 > Min (p, ..., Dy}‏ 

وللتوضيح؛ فإننا نضع نص خطوة الاستقراء فقط للحالة 2 = k‏ إن التعليل لعموم k‏ مشابه ( التمرين 
17( اكتب (D, q)‏ بدلا من Pp P)‏ واجعل: 

.p' = Kp-Lqir).q'-R(pq-VrysN-1* Rp! q'sr-1). 

من فرضية الاستقراء للاستقراء الداخلي» “ote‏ و ' موجودتان. ومن فرضية الاستقراء على الاستقراء 
الخارجي نملم أن ذلك موجووة. Lan‏ أنه من المحتمل أن تون كل من Vig iaa. 24$ Q' 3D‏ النسب 
نحتاج إلى استقرائين (استقراء مضاعف). 

لتكن S‏ مجموعة بها N‏ من العناصر, اختر x:‏ 2 خن ‏ الحسبان تلوينًا 1f itta‏ )7( حيث إن اللونين 
(أحمرء وأزرق)ء يلزمنا فقط برهنة أنه يوجد لرمجموعة -7 متجانسة isl pom‏ أو مجموعة - Q‏ متجانسة زرقاء. 

|S"| وهذا هو سبب خيارنا ل‎ .5' = S- x a(r— 1)- pn nas. di ثنائيًا‎ Gag نستخدم/ لتُحَدتٌ‎ 
كان‎ 131.8 '2 (r-1)- عرف رمن خلال تحديك اللونالمجموعة‎ E i E a cshegemall رامد‎ bse Eas 
Gila Bal cel us إن فرضية الاست‎ > IS! = R (p', q';r- à Las f لاتحادها مع × اللون أ تحت‎ 
. أعشاش الحمام)‎ Vat uas هذه الشطوة تمل‎ Slat = 2 Lente) feud (q' 5 p) «ua 

نستطيع من التماثل الافتراض بأنه تم الحصول على الحصّة الحمراء. افترض أنْ T‏ مجموعة جزئية من 
S '‏ تحوي من العناصر التي مجموعاتها - (1 — (F‏ تكون حمراء تحت ' ا 
نعود إلى التلوين ole f plied‏ المجموعات T3 r-‏ بما T] = p' = R(p-l, q; r) Gi‏ فإنه يوجد تحت/إمًا 
مجموعة — (D-1)‏ متجانسة iel pam‏ أو مجموعة G-‏ متجانسة زرقاء .2 T‏ إذا Sing‏ مجموعة q-‏ متجانسة 
زرقاء. فقد حصلنا على المطلوب. وإذا وجدت مجموعة (D- 1(- P‏ متجانسة el paa‏ فخذ .2 الحسبان 
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PU (X)‏ من تعريف T‏ تكون المجموعات - )1 — (F‏ ل 7 جميعها حمراء تحت ' f‏ والذي يعني ŠÍ‏ اتحادها 
مع X‏ يكون أحمر تحت ر لذاء فإن (X)‏ لا P‏ يكون مجموعة — p‏ متجانسة حمراء تح تل a‏ 


<C> 


تشبه نظرية رامزي مبدأ أعشاش الحمام من حيث وجود العديد من التطبيقات الرائعة والدقيقة لها.تعطي 
نظرية رامزي براهين نموذجية AR‏ إلا أنها تعطي حدودًا كبيرة رهيبة وفظيعة. 


.(Erdés — Szekers [1935]) : 24,133 .8.3.8‏ إذا أعطينا عددًا صحيحًا Mm‏ فإنه يوجد aae (Sal)‏ 
صحيح NOM)‏ بحيث Ò!‏ كل مجموعة مؤلفة على الأقل من MOM)‏ نقطة 2 المستوى بحيث لا يكون أي ثلاث 
نقاط منها على استقامة تحوي مجموعة جزئية m-‏ تشكل مضلعًا محدّبًا عدد أضلاعه m‏ 


الإثبات: نحتاج إلى حقيقتين, هما: :)1( من بین Gl‏ خمس نقاظ Xp‏ الستوى: تعلم al Ol‏ متها MSE ISLS‏ 
(els‏ محدبًا (على افتراض أنه 3 تود Y‏ ثلاث Lele‏ على استقامة واحدة). o‏ الغلاف calx‏ للنقاط 
الخمس. إذا كان هذا الغلاف شكلاً ble. abes alo‏ النتيجة تتبع فورًا Isl ui.‏ كان الغلاف ob its‏ 
النقطتين الأخريين تقعان 2 الداخل. ومن مبدأ طواقي الحمام )1( ola‏ رأسين من رؤوس المثلث يقعان على 
أحد جانبي الخط الذي es‏ بالنقطتين الداخليتين. تشكل هاتان النقطتان شكلاً رباعيًا محدّبًا مع النقطتين 
ERES‏ « كما هو موضح أدناه. 


Gn MEE. 


تشكل أربع زوايا .2 المضلع - 1# (المضلع الذي عدد أضلاعه (mM‏ شكلاً el‏ محدّبًا . نحتاج إلى العكس: 
)2( إذا كان لدينا M‏ على نقطة -2 المستوى, بحيث إن أي أربع منها Jena‏ شكلاً ربعي GLa. ona‏ هذه النقاط 
تشكل Aa m- Uline‏ إذا فشل الادعاءء Sle‏ الغلاف المحدّب لهذه ال m‏ نقطة يتألف من f‏ نقطة لبعض 
[m‏ | النقاط المتبقية تقع داخل المضلّع -4. وعندما Es‏ المضلع TE EA RCE‏ 
نقطة داخلية تقع ب أحد المثلثات» حيث تشكل هذه النقطة مع رؤوس هذا المثلث مجموعة رباعية Y‏ تشكل شكلا 
راا ما 


لبرهنة النظرية؛ اجعل )4 ;5 GEN = R (m,‏ كان لدينا N‏ نقطة 2 مستوى بحي ثلا يوجد Gl‏ ثلاث منها 
على استقامةء فلؤن كل مجموعة رباعيّة بحسب تحدّبها: أحمرء lal‏ كانت تحدد ely USE‏ محدبًا. وأزرق 
بخلاف ذلك. من الحقيقة )1( لا يوجد خمس نقاط بحيث تكون مجموعاتها الرباعية جميعها زرقاء. ومن 
نظرية GL sal‏ هذا يعني أنه يوجد M‏ نقطة تكون مجموعاتها الرباعية جميعها cel pom‏ ومن الحقيقة )2( 
فإنها تشكل مضلمًا - m‏ محدّبًا. لذاء فإن N(M)‏ موجودة وتساوي (4: ;5 R(m,‏ على الأكثر. n‏ 

aa تكن‎ Guam UH = 4 Lorie dauall; (Se لامطلاظ هذا ويكون‎ 07, 5; 4) Sot! 
(التمرين 10 ). ولكن )554 ,۸)5 يكون ضخمًا.‎ N(5) = 9 وبالمقارنة. فإِن‎ .W(4) = 5 = RG, 54) (1) 
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spe sx ons ad وبرهنا‎ N (m) 2 2"? 15) لقد خمّن إيردوز وسزكرز‎ 

هناك تطبيق آخر يهتم باستراتيجيات البحث عن الأعداد المخزنة بجداول. من مجموعة U‏ نخزن 
مجموعة Uhja‏ حجمها 7 2 جدول حجمه N‏ بحسب قاعدة لتخزين مجموعات - 7. لقد استخدم ياو 
([1981م] (Yao‏ نظرية رامزي لإثبات أنه عندما تكون U‏ كبيرة؛ ole‏ استراتيجية تصغير أسوأ حالة لعدد 
Luc‏ اللؤزمنة لاختبار ما 131 كان sol‏ عتاضر7] موحودًا 2 الجدون:هى تخزين الجموعة التق الختيرت يترتيب 
معين؛ AS‏ اختبار العضوية من خلال البحث الثنائي. (إذا كان ت ل صغيرة: DL‏ هذه الاستراتيجية ليست الأفضل) . 
Ò‏ القيمة التي تعطيها نظرية رامزي إلى ”القيم الكبيرة“ ربّما تكون أكبر كثيرًا مما نحتاج إليه. 
أعداد رامزي (Ramsey Numbers)‏ 

تعرّف نظرية رامزي عدا .R(p, -- T ahha‏ لا توجد هناك صيغة دقيقة معروفة لحساب هذه 
الأعداد التي حُسبٌ عدد قليل منها. لبرهنة RD)... Spp = NG‏ يجب علينا D]‏ نعطي تلوينًا ب #من 
الألوان للمجموعات - ”من بين 1 - N‏ من النقاط التي لا ت تتوافق مع أي حصة. (أونبرهن أنْواحدة موجودة دون 
إبقائها)؛ ويجب Sl‏ نبرهن أنّ كل تلوين على N‏ من النقاط يتوافق asd Ca‏ الحصص. 

من حيث المبدأء بإمكاننا استخدام الحاسوب لاختبار التلوينات ب ۸ جميعها من الألوان ل )7( لقيم n‏ 
المتتابعة حتى نجدّ أول N‏ بحيث يتوافق US‏ تلوين من هذه الألوان مع حصّة D,‏ لبعض i‏ حتى ب2 حالة التلوين 
الثنائيء Sla‏ أعداد رامزي ار تصبح كبيرة بسرعة أكثر مما نتوقع. 

ذكر إيردوز مقولة طريفة حيث قال: لو أنْ مخلوفًا فضاثيًا غريبًا هدّد بتدميرنا إن لم نخبره عن قيمة 
R(S, 5)‏ فيجب Lisle‏ أن نشغل أجهزة الحاسوب الموجودة 2 العالم جميعها من أجل حل هذه المسألة. UL‏ إذا 
كان السؤال عن قيمة (6 ع فيجب علينا 2 هذه الحالة محاولة تدمير هذا المخلوق الغريب. 


عندما 2 = r‏ نختصر الرمز R (PpP) A R My Dye T)‏ وعندما p,‏ = = رم = P‏ 
rr apad‏ ل 2 > حيث نعرف القليل ما عدا Gi‏ 13 = )3 ;4 ,)۸ 
.(Mckay- Radziszowski [1991])‏ حتى عندما 2 = ola r‏ عددًا Maly‏ فقط من أعداد رامزي معروف 
عندما 2 < وهو 17 = )3 ,3 R(3,‏ . 2 الجدول أدناه. نجد قيم R(D,q)‏ المعروفة؛ وكذلك نجد أفضل 
الحدود العليا المعروفة لغاية شهر 7 عام 1999م. لقد حسنت بعض هذه الحدود العليا بعد ظهور الطبعة الأولى 
من هذا الكتاب» والحدود الحالية موجودة 2 ([1995] «(Radziszowski‏ »وهي tes:‏ بصورة دورية. 





3 4 5 6 7 8 9 
3 6 9 14 18 23 28 36 
4 18 25 35/41 49/61 55/84 | 69/115 
5 49/34 58/87 80/143 95/216 121/316 
6 102/165 109/298 122/495 153/780 


R(3, 9) (Grinstead- Roberts [ 1982]) . R(3, 8) (Mackay - Zhang [ 1992]) تعن حسابات‎ 

Lal asas. ). R(4, 5). (Mackay —Radiziszowski [1995]‏ الحسابات الأخر: ی» فهي أقدم كثيرًا (تعود بصورة 
أساسية لكل من ]1955[ (Graver YackeL [1968] ,Kalbfleisch [1967] ; (Greenwood — Gleason‏ 
E‏ سنبرهن أول نتيجتين فقط من هذه النتائج (انظر التمرين 16 ل .(RG,5)‏ عندما 2 = Lats or > k‏ 
dated‏ المصطلحات من خلال استخدام لونين هما: «داخل» و«خارج». و2 هذه الحالة تصبح نظرية رامزي على 
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الشكل التالي: يوجد أصغر عدد صحيح RDG)‏ بحيث توجد لكل بيان على RG)‏ من الرؤوس عصبة من 
الحجم D‏ أو مجموعة مستقلة من الحجم -q‏ 

9.3.8 مثال: 6 = )3 Lai aas R(3,‏ سابقًا Si Lag. RG, 3) > 6 Si‏ الحلقة الخماسيّة تخلومن المثلثات: 
وليس لها مجموعة مستقلة من الحجم 3 RB, 3) < 6 Sla‏ 

8. مثال: 9 = )4 ,۸)3. يخلو البيان أدناه من وكذلك من 4 ؛ GIN‏ أربعة رؤوس مستقلة على 
حلقة ثمانية تشتمل على أزواج متضادة على الحلقة. لذاء RG, 4) < 9 Gl‏ 


إذا كان لدينا رأس 2X‏ بیان G‏ فبإمكاننا أنْ نضيف X‏ إلى رأسين متجاورين لتشكيل مثلث؛ أو نضيف X‏ إلى 
مجموعة ثلاثية مستقلة JE‏ مجموعة رباعية مستقلة وبما أنْ 4 = (4, R(2‏ و 6 = )3 Ule. RG,‏ نستنتج 
أنه إذا وُجد ل أربعة جيران: أووجد له ستة لايعدّون جيراناء فإنه يوجد G2‏ مثلث أو مجموعة رباعية مستقلة. 
وبتجنب الحالتين؛ نجد Gl‏ هذا يحدّد × كالآني: إما Gi‏ يوجد له ثلاثة جيران على الأكثرء أو أنه يوجد له خمسة 
على الأكثر Lida Vag lus Ogee‏ أن 9< AG‏ إذا cose‏ :هذا لان على BLD cough) Mead‏ يوجد 
لكل رأس ثلاثة جيران. وبما أن صيغة جمع الدرجات تمنع وجود بيان منتظم من الدرجة 3 على تسعة رؤوس, 
فسنحصل على n .R(3, 4) = 9 i‏ 

إن إثبات نظرية رامزي يعطي حدًا (كبيرًا جدًا) أعلى Ge)‏ طريق تكرار الخطوات) عن RD, q; F)‏ لقد 
ala‏ كل من Rothschilds Graham‏ و ]1990 ,1980[ Spencer,‏ بتفسير مقدار كبر هذا الحد. 


8. نظرية : )1 - IR, q) > R(p - 1, q) + Rp, q‏ كان حدًا المجموعة عن اليمين زوجية 

عندها تكون المتباينة دقيقة ومضبوطة. 
الإثبات: إذا as‏ لرأس# بيان اختياري RD - 1, q)‏ من الجيران: أو كان له (1 - RP, q‏ من اللاجيرانء 
فتوجد للبيان عصبة — p‏ أو مجموعة - q‏ مستقلة. بوجود )1 - R(p - 1,4( + R(p,q‏ نقطة 2 البيان؛ Hla‏ 
مبدأ أعشاش الحمام يضمن حدوث إحدى هذه الحالات الممكنة . إن المساواة 2 oll‏ تتطلب وجود بيان منتظم له 
Ado Rp -1, q )+ R(pq-1)‏ وإذا كان کل de‏ من حدّي المجموع GLa e en‏ هد سسب Laban Lo‏ 
فردي الدرجة على عدد فردي من الرؤوس. وهذا مستحيل. 3 
ROY = ROP) = p we‏ فإن النظرية 11.3.8 تنتج أن Rp, q) < (PPI)‏ (التمرین 15). كما 
إن قلة الأجوبة الدقيقة قادت إلى دراسة المحاذيات (المقاربات). إذا كانت q‏ ثابتة و 7 كبيرة: Se‏ 
.(Chung— Grinstead [1983]) .(Graver—yackel [1968] R (p.q) «cp loglog p /logp‏ 
oq = 34‏ الجواب معروف ضمن معامل ثابت: 

-C p*/logp < R(p,3) «qp? /logp 
الأدنى فيعود إلى‎ Soul Lal «(Ajitai - Komlo's - Szemere'di [1980]) الأعلى إلى‎ Soul يعود‎ 
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(Kim [1995])‏ تستخدم هذه الحدود جميعها طرقا احتمالية (الجزء 5.8) . 

تُسمى أعداد رامزي للكوتات المتساوية أعدادٌ رامزي القطرية تقارييًا nt.‏ الأعلى )21( sa Rp, p)‏ 
chp‏ . يقدم التمرين 14 د أدنى la‏ وهو كثيرة حدود PX‏ إن أفضل Gili Ja‏ معروف ينمو بصورة 
أسرع من G‏ كثيرة حدود 2 p‏ وأبطأ من Cl‏ دالة أسَيّة 4 ]1981[ ip (FrankL — Wilson‏ التمرين 29(« 

ويمكن إثبات الحدّ الأدنى Gud‏ بطرق Le‏ (حساب)؛ حيث تعطي: 

*42 «lim. inf R(p,p)/P? «lim طلأزمرما)ع جد‎ <4 

تحديد قيمة هذه النهاية (eas O1)‏ هي Jol‏ مسألة غير محلولة متعلقة بأعداد رامزي. 
8 . نظرية : )]1997[ R(p,p) > (e2y" p e*?(1--0(1) .(Erdés‏ . 


الإثبات: جذ ا الحسبان البيان الذي مجموعة رؤوسه ٠ [n]‏ إن كل عصبة p-‏ ممكنة تحدث يذ )20-0 
من هذه ال 2 JS SLB illas Like‏ مجموعة (تحدث بوصفها مجموعة مستقلة 2 20976 من هذه البيانات. 
Sig‏ إهمال هذه LASI‏ لكل عصبة p-‏ ممكنة ولكل D — agam‏ اة AS‏ بتر ao.‏ أدنى على عدد 


البيانات التي ليس لها عصبة D-‏ أو مجموعة — [مستقلة. 

.R(p, p) > nl المتباينة 1« 2-0( 20 . تتضمن‎ Gta من الرؤوس.‎ P طريقة لاختيار‎ E ( يوجن‎ igen 
عندما 2 > 7. تقود التقريبات بحرص أكثر (باستخدام‎ (D)2- © > 1 Gi التقريبات غير الدقيقة تعطي‎ ol 
LI إلى النتيجة التي ادعيناها.‎ Yen لتقريب‎ (Sterling) صيغة ستيرلنج‎ 
(Graph Ramsey Theory) نظرية رامزي للبيانات‎ 

إن نظرية وامزي 2 حالة 2 = ” تقول: Ol‏ تلوينًا ب من الألوان لأضلاع بيان تام كبير كفاية يُجبر وجود 
بيان جزئيٌ تام Galai‏ اللون. إن أي عصبة — p‏ (عصبة لها D‏ من الرؤوس) أحاديّة اللون تحوي نسخة أحادية 
اللون لكل بيان له من الرؤوس. ربما يمكن ضمان وجود نسخ أحاديّة اللون عدد أضلاعها Jal‏ من خلال تلوين 
بيان أصغر من البيان اللازم لضمان وجود K,‏ فعلى سبيل المثال؛ 1 التلوين الثنائي ل K,‏ دائمًا يعطي old‏ 
اللون pP,‏ على الرّغم من الحاجة إلى ست نقاط لضمان وجود مثلث أحادي اللونء وهذا يوحي بالعديد من 
الأسئلة حول أعداد رامزي» بعضها تكون الإجابة عنه أسهل من الإجابة عن الأسئلة المتعلقة بالغقصب. 
58 . تعريف. . على افترض )5 © pate‏ ,6 بيانات بسيطة SLs‏ عدد رامزي RG, "A 6 (Quat)‏ 

هو yal‏ عدد سحيح 1 يعي يعويكل kanai‏ عن tas UK) Jof‏ من 6 تیا اون ايبعش كلد 

وك الحالة التي يكون فيها © ijaG,-‏ فإننا نكتب R(G)‏ بدلا من RG, ..., G)‏ 

لقد قام بر )]1983[ (Burr‏ بإيجاد RG, G)‏ الذي يُسمّى «عدد ald e‏ لجس ÉD‏ 
التي لها ستة أضلاع على SY!‏ وليس لها رؤوس معزولة. هناك صيغ جميلة معروفة ل oan 4 R(G,, Gy)‏ 
الحالات. مرة أخرىء» اللونان هما الأحمر والأزرق. 
8. نظرية : )]1977[ (Chava'tal‏ إذا كانت 7 شجرة على M‏ من Ol agi‏ 

R(T K)-(mn-1-1) + 1 

الاثبات: S‏ الأدنى؛ لون ر Koay yy‏ من خلال جعل البيان الأحمر هو | ,,/(1 - 1( آخذين 2 الحسبان 
أن رتبة المركبات الحمراء تساوي 1 - M‏ فلا توجد شجرة حمراء على M‏ من الرؤوس. تشكل الأضلاع الزرقاء 
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بيانا متعدد الفروع من الدرجة 1 - 7. لذاء لايمكن bh‏ يحوي K‏ 

el abo]‏ انحن الأعلى يستخدم الاستتر ol gn‏ على كل و سط هنو خاد ل Gasol‏ على aly Slee‏ واخ إن 
يستخدم عرضنا (تقديمنا) الاستقراء على M‏ مستخدمين إحدى خواص الأشجار التي سبق أن برهناها 2 
الفصل الثانية من خلال الاستقراء على 77 الخطوة الأساس هي 1 = M‏ حيث لا توجد حاجة إلى أضلاع من 
أجل الحصول على K‏ 

إذا أعطيت igh‏ ثنائيًا د EK, usi)‏ فخن ‏ الحسبان XL;‏ إذا وجد ل x‏ أكثر من 
(M - 1(07- 2)‏ من الجيران عبر الأضلاع الزّرقاء؛ فإنّ فرض الاستقراء يعطينا شجرة T alpan‏ أو أنه يعطي 
,> أزرق من بين هذه الجيران. وهذا بدوره يعطي T‏ حمراء أو K,‏ أزرق (مع (X‏ 2 التلوين الكامل. 
بخلاف ذلك» Ste‏ كل رأس يقع على )2 - (m - yn‏ ضلعًا أزرق على الأكثر, وبذلك فإنه يقع على )1 - (m‏ 
ضلعًا أحمر على الأقل. وهذا يعطينا 7 حمراء؛ ؛ JS OV‏ بيان درجته الصغرى تساوي 1 - 7# على الأقل يحوي 7 
(القضيه 8.1.2( . n‏ 


© © © © 


-2 الحالة التي يكون لمر Gas‏ الكبرى رأسًاء وتكون77 = Sle Z(H)‏ البناء الموجود ب2 النظرية 3.8. 14. 
يعطينا 1+(1 (Chva'tal - Harary [1972]) R(G, H) > (m - 1)(n-‏ . 

من بر 3508 ([15983] (Butz Erdos‏ أنْ المساواة تتحقّق عندما يكون H‏ بيانًا ÉL‏ وتكون M‏ كبيرة 
جدًا بدلالة MAX peg 5 a o NE)‏ . على الرّغم من تحقق هذا )]1981[ (Burr‏ عندما يكون ل G‏ العديد 

من الرؤوس ذات الدرجة 2: و بعض الحالات الأخرى. أثبت براندت )]2000[ (Brandit‏ أنه يوجد لكل بيان 
غير ثنائي الفرع H‏ (مثل h ER JS (K,‏ بداية (عتبة) d,‏ بحيث 5 R(G, H) < hn(G)‏ 5 تقريبًا oua der‏ 
منتظم من الدرجة D‏ حيث رل > 4. 

2 الحدّ الأعلى للنظرية 14.3.8 من الضروري Maa.‏ أن e983‏ الصفوف اللونيّة ل H‏ تحوي Loh,‏ 
uy Leste daa aly‏ هدك كان aed!‏ الأدنى يمكن أن ايكون Iie Linc‏ على ديل Lede (QUI‏ 
G = H= mK,‏ فإن نتيجه كفتال وهراري تعطي 5 = 1 + (1 - 1()3 - 3) < H)‏ ,۸)6 ؛ إلا أن القيمة 
الصحيحة هي 5711 هنا نجد أنْ تمائل تلوين الحدّ الأدنى مدهش ومفاجئ؛ آخذين 2 الحسبان تماثل المدخلات. 
8. نظرية : )]1975[ R(mK,, mK,) = 5m (Burr - Erdo"s — Spencer‏ لكل 23 m‏ 
الإثبات: افترض SI‏ البيان الأحمر هو ,, د كك + ,£ LS.‏ يظهر بے الشکل أدناه. 2 هذا البيانءلاحظ 
أن كل مثلث يستخدم ثلاثة رؤوس من العصبة GI y (m - Ije‏ العصبة لا تحوي رؤوسًا تكفي لعمل T‏ 


Lilie‏ متقصبلة . البيان الأزرق المتمّم هو (Kani +K,) V K am- ١‏ ولكل cutis‏ أزرق رأسان على الأفل ‏ نسخة 
وء لذاء يمكن GI‏ يوجد M‏ من المثلثات الزرقاء المنفصلة. 


و 
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نستخدم للحد الأعلى الاست استقراء على M‏ الخطوة الأساس: 2 = M‏ وهذا يتطلب تحليل حالة قصيرة 
SE‏ كلل مركن E‏ (التمرين 26(« 

خطوة الاستقراء: 3 < la. «5m > R(3,3) 26 Si Lem‏ نعلم أن كل تلوين ثنائي يحوي ta‏ أحادي 
اللون. وبإهمال رؤوس المثلثات كلما وجدناهاء نستطيع الاستمرار لنجد المثلثات الأحاديّة اللون -2 حين تبقى ستة 
رؤوس على الأقل. Les‏ أن 6 < 3m‏ - 577. لكلّ 3 < m‏ نجد M‏ من المثلثات الأحاديّة اللون المنفصلة إذا كان 
لجميعها اللون نفسه» وعندها لا نستطيع عمل شيء. 

بخلاف caa‏ يوجن لديذا على الأقل dale‏ واحد بكل لون: افترض أن abc‏ مل ea def js « yas‏ أزرق 
منفصل عن المثلث ABC‏ فيمكن الافتراض من الأضلاع التسعة التي تربط بينهما OÌ‏ خمسة منها حمراء على 
الأقلء وذلك استنادًا إلى التماثلء ويجب Od‏ يوجد لزوج من هذه الأضلاع نقاط طرفية مشتركة 2 ef‏ 
Will‏ يوجد لدينا مثلث أحمر ومثلث آخر أزرق لهما رأس مشتركء لذا يوجد لهما Les‏ خمسة رؤوس» وبما أن 
um > 2‏ فإن فرضية الاستقراء للتلوين على ال 5 - 577 رأسًا المتبقية تعطينا (M - 1)K,‏ بلون واحد. COW‏ 


نضيف المثلتث ذأ اللون المناسب من الرؤوس الخمسة الخاصة. . 
إِنّ القارئ الذي يقلق بشأن الخطوة الأساس 2 النظرية 15.3.8 يمكن Ol‏ يأخذ 2 الحسبان تلوين Ky,‏ 
2K, qual‏ يجبر حدوث فراشي الشكل (مثلثات أحادية اللون برأس مشترك) كما 2 الأعلى؛ إلا أننا نجد 


Éta‏ أحادي اللون آخر من بين النقاط الستة المتبقيةء وهذا ينهي OLS!‏ أن 1+ R(mK,, mK,) > 5m‏ تظهر 
بعض النتائج المرتبطة بهذا 2 التمرينين 27 - 28- 

إحدى النتائج الجديرة ol Alas UL‏ عدد رامزي لبيان اختياري ربما يكون tsi‏ 2 عدد الرؤوس كما 
.4 حالة K,‏ لقد Js ale‏ من كفتال (Chva'tal)‏ ورودل (RÓdl)‏ وسزميردي (Szemere'di)‏ وتروتر 
(Trotter)‏ -2 العام [1983م] okèh‏ أن عدد رامزي ينموعلى الأكثر s‏ بالنسبة إلى عدد الرؤوس» وذلك 
لضاف البيانات التي درجتها العظمى تساوي 4. وبكلمات أخرىء برهنوا R(G,G) > en(G) Gi‏ حيث © ثابت 
يعتمد على d‏ فقط. بالطبع Gs‏ الثابت دالة تنمو بسرعة 2 d‏ إلا أنها لا تعتمد على (7)6. حيث يستخدم الإثبات 
تمهيدية سزميردي للانتظام ]1978[ وهي نتيجة صعبة ولها العديد من التطبيقات. 


تمهيدية سبيرنر وعرض (اتساع) النطاق (Sperner's Lemma and Bandwidth)‏ 

على الرّغم من أن تمهيدية سبيرنر عمومًا لا تعد جزءًا من نظرية رامزيء إلا أننا نوردها هذا الجزء GY‏ 
لها طبيعة نظرية رامزي: كل وسم (وضع علامات دالة) لتثليث يحقق شروطا Ado‏ يحتوي على قطعة لها وسم 
خاص (عنصر واحد من كل (Caso‏ لاحظ Gi‏ تمهيدية سبيرنر مثل نظرية رامزي من حيث استخدامها أفكارًا 
بسيطة» > إلا أن تطبيقاتها aio‏ حيث تعتمد نظرية رامزي على مبدأ طواقي الحمام والاستقر Lal cel ja‏ تمهيدية 
سبيرنر فتستخدم تعليلات معتمدة على النوعية فقط (والاستقراء من أجل التعميم للأبعاد العليا). 


٠ 16.3.8‏ تعريض. التقسيم المبسطي ثلث كبير T‏ هوتجزة ئة 13 إلى خلايا مثلثية بحيث إن تقاطع أي خليتين هو 
ضلع مشترك أو زاوية. تسميّ زوايا الخلية بالعقد . إن الوسم (التعليم) الفعلي لتقسيم مُبسطي TJ‏ يحدّد 
علامات من (2 , 1 ,0) للعقد متفاديًا وضع علامة Í‏ على الضلع رقم 7 من أضلاع 7 لكل (0,1,2) © i‏ . 
(aes‏ الخليّة الوسوطة يكل اللجموهة }0,1,2{ ية dats‏ الوسم (التعليم). 

4 التعليم الفعليٌ» Sla‏ كل علامة دالة تظهر على أحد زوايا 7 إضافة إلى أنْ العلامة d‏ تتفادى ضلع 7 الذي 
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يربط بين الزوايا غير المعلّمة بالغلامة #. والشكل أدناه يوضّح تقسيمًا مُبسطيًا وكذلك البيان الذي نحصل عليه 
منها لنبرهن وجود خلية تامة الوسم (التعليم) لهذا البيان. 





8. نظرية + (تمهيدية سبيرنر [1928]). توجد لكلّوسم (تعليم ) lab‏ لتقسيم lai‏ خلية تامة الوسم. 
الإثبات: سنبرهن النتيجة الأقوىء وهي وجود عدد فردي من الخلايا تامّة الوسم. نبحث عن هذه الخلية بدءًا 
من خارج 7ء وندخل الخليّة من خلال عبور ضلع علامتاه الدالتان هما 0 و 1. إذا وصلنا إلى خليّة علامتها الدالة 
الثالثة 2 فهذا يعني إنهاء الإثبات. ولكن الأمر ليس كذلك» حيث S‏ العلامة الدالة الثالثة تكون Lal‏ 0 أو 1ء 
وبذلك يوجد للخليّة ضلع آخر علامتاه الدالتان 0 أو 1. ومن خلال عبورنا إلى هذه الخليّة: فإننا ندخل إلى خليّة 
جديدة؛ ونستمر 2 البحث عن خليّة لها العلامة الثالثة. و هذا يقترح تعريف بيان G‏ بتشفير الخطوات الممكنة 
جميعهاء ونشمل LOL,‏ لكل خليّة بالإضافة إلى رأس واحد للمنطقة الخارجية. يتجاور رأسان 2 G‏ إذا تشاركت 
هذه المناطق بضلع حدودي بحيث إِنَّ العلامتين الدالتين على نقطتيه الطرفيتين هما 0 و 1ء والبيان عن اليمين 
أعلاه ينتج عن الوسم الفعليٌ عن اليسار. 

تصبح الخليّة تامة الوسم LOL,‏ درجته 01 . أما الخليّة التي ليس لها 0ء أو ليس لها 1 فإنها تصبح Lly‏ 
درجته 0. يوجد للخلايا المتبقية زوايا علاماتها الدالة هي: 1 ,0 ,0 أو 1 ,1 ,0 وتصبح رؤوسًا درجتها 2. لذاء فإِنْ 
الخلايا المنشودة تصبح رؤوسًا درجتها 1 GE‏ وهذه هي الخلايا الوحيدة التي تصبح رؤوسًا درجتها فردية. 
لقد نقلنا المسألة الأصلية إلى مسألة إثبات أن د 6 مثل هذا الرأس الذي درجته تساوي 1. 
للرأس V‏ للمنطقة الخارجية درجة فردية أيضاء وكلما سرنا من الزاوية التي علامتها (وسمها) 0 إلى الزاوية 
التي وسمها 1 عبر ضلع T‏ الذي يتفادى الوسم 2 فإننا نقطع s‏ ل G‏ يشمل ۷ 2 كل انتقال من 0 إلى 1ء أو 
الانتقال من 1 إلى 0. وبما أننا نبدأ عند 0 وننتهي عند 1ء فنكون قد انتقلنا عددًا Daya‏ من المرات. لذاء la‏ 
درجة V‏ فرديةٌ. وبما أنّ Sae‏ الرؤوس التي درجتها فردية زوجي لكل بيان OE‏ عدد الرؤوس التي درجتها فردية 
وغير V‏ يجب SI‏ يكون Do y‏ لذاء يوجد عدد فردي من الخلايا تامة الوسم. = 
8 . تطبيق. نظرية النقطة الثابتة لبراور .(Brouwer)‏ يمكن صياغة نظرية براور (لبعدين) 
على الصورة الآتية: توجد نقطة ثابتة ails GY‏ متصلة من منطقة مثلثية T‏ إلى نفسها. افترض Si‏ زوايا T‏ 
هي قاط (متجهات) Lag Vy ١, V,‏ أننااشتطيع كتابة أي تفظة على قطفة مستعيمة معدلا (متؤبظا) 
موزونًا لنقاطها الطرفية. فإنه يمكننا كتابة V ET JS‏ بوصفه متوسطا موزونا لزوايا T‏ على الصورة: 
=ay, + ay, + ay,‏ ۷ حيث1 - Ya,‏ وکل 0 < a,‏ (التمرين 37). لذاء يمكننا تحديد V‏ من خلال 
متجه معاملاته: A= (à, a, a.)‏ 


dye‏ مجموعات رك Sy Sp‏ من الدالة /بوضع ES,‏ © إذا كان © > a‏ حيث fa) = a'‏ بما أن مجموع 
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معاملات كل نقطة يساوي 1 Sls.‏ كل نقطة 72 تند تنتمي إلى ,3 واحدة أن نقطة تنتمي إلى المجموعات الثلاثة ثة إذا 

وفقط إذا كانت نقطة ثابتة ابتة ل فين أن رهن وجو fie Maz‏ كة بين المجموعات الثلاث. 
إذا أعطيت تقسيمًا ميسطيًا TJ‏ فلكل عقدة © اختروسمًا eame Í‏ إن d ES,‏ حيك إن التقط الموجودة 

على ضلع T‏ المقابل ل V,‏ تحقق تحقق أن إحداثيها رقم Í‏ يساوي 0 Y i aaa Sly.‏ يتناقص تحت ا لذاء بإمكاننا 

أن shies‏ وما Latine‏ عن ISNT‏ تفظة على NS‏ الضلع. إن الوسم qii‏ فملي: « وتمهيدية سبيرنر تضمن وجود 
خليّة تامّة feas!‏ . وتكرار العملية السابقة flail‏ تثليثات ols‏ خلايا A‏ متتابعة يعطينا متتالية متتابعة 
من المثلثات الأصغر التّامّة الوسم. gaat‏ أن X, y, Z,‏ زوايا المثلث رقم ل وعلاماتها الدّالة هي: ,0,1,2 على 

الترتيب: .2 كل S,‏ نحصل على متتالية غير منتهية من النقاط. 

التفاصيل المتبقية هي تفاصيل توبولوجية؛ لذا نقترح الخطوات Lasy dai‏ أن Aaa f‏ وکل S,‏ مغلقة 133932225 

فان لكل محالية غير Augie‏ ك مجموعة مغلقة ومحدودة متحالية جركية Ag LB‏ . لذاء توجد متتالية جزئية تقاربية 

ix, Xy =}‏ . افترض )5 هي المدخلة رقم k‏ بما ól‏ المسافة من × إلى لل و2 تقترب من 0 »فان هذه 

امتاليات ied‏ تقترب من النقطة نفسهاء O] Legg‏ رك Sy Sy‏ مجموعات مغلقة ومحدودة» [a‏ نقطة النهاية 
تنتمي إلى المجموعات BWI‏ وبذلك تكون نقطة ثابتة د f‏ 2 
سنطبق تمهيدية سبيرنر أيضًا لحل مسألة على «الشبكة المثلثيّة». 

8. تعريف. عندما نرقم رؤوس G‏ بأعداد صحيحة Sle ities‏ الاتساع هو أكبر فرق بين الأعداد 
الصحيحة المحددة للرؤوس المتجاورة. وعرض النطاق B(G)‏ لبيان G‏ هو أصغر اتساع ترقيم د 6. 
لاحظ ó‏ الاتساع يكون مصغفرًا دائمًا 2 الحالة التي لا توجد فيها فجوات 2 ei‏ ولکن» يكون من 

الثاضب أجيانا السماح بوجود فجوات (التمرين 42). يأتي الاسم ”عرض التطاق“ من نظرية المصفوفات؛ 

حيث يصف الترقيم الأمثل تبديلة لأعمدة مصفوفة التجاور وصفوفهاء dum‏ تظهر الواحدات على 

نطاقات قطرية قريبة من القطر الرئيس. Òl‏ ترتيب المصفوفة بهذه الصورة Adae Epi‏ حساب النظير. 

وهناك دافع آخرء وهو تقليل (تصغير) التأخير بين الرؤوس المتجاورة ب2 الحالة التي يجب أن تتقدم فيها 

الرؤوس بترتيب خطيّ. وحساب عرض النطاق صعب — NP‏ حتى للأشجار التي درجتها الكبرى تساوي 

.)3 (Garey — Graham- Johnson - Knuth [1978] 

سنقدم حدّين أدنيين على عرض NUNT‏ 


B(G)2max,.5 e : تمهيدية‎ .8 


الإثبات: يحوي RB SIS‏ ل 6 ترقيمًا لکل بيان je‏ من G‏ 2-9 كل بيان جزئي H‏ يوجد رأسان بحيث يساوي 
الفرق بين رقميهما 1 - M(H)‏ على الأقل. ومن مبدأ أعشاش الحمام: يوجد ضلع على مسار بين هذين الرأسين t‏ 
بحيث يساوي اتساعه 1 - M(H)‏ مقسومًا على المسافة بينهما على الأقل. n‏ 





8 . تمهيدية : )]1966[ B(G) 2 max, min {AS :|S K} (Harper‏ ترمز OS‏ إلى المجموعة 

الجزئية من الرؤوس 2 مجموعة S CV (G)‏ التي لها جار Se Js‏ على الأقل. 
الاثبات: لكل قيمة ل/, توجد مجموعة S‏ مؤلفة من ۸ LOL‏ بحيث تكون أول ۸ من الرؤوس 2 ترقيم أمثل ل 6. 
يجب I‏ يكون عرض نطاق G‏ مساويًا د [OS]‏ على الأقل؛ GY‏ الرأس الذي رقمه (علامته الدالة) Jal‏ ما يمكن 
من da oS‏ الساعه يساوي [OS]‏ على الأقل لجواره فوق LI S‏ 
2 العام [1988م] سمّى شنق Soul (Chung)‏ الأول بحدّ | الكثافة الموضعي (Gl)‏ إن حساب I>‏ 


i قيمة‎ ol POP للشبكة‎ Ui . =. KM paro em Vung Zale aio شارب كون‎ 
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هاربر الأدنى هي amin {M,N}‏ والتي يمكن تحقيقها (التمرين 43( 

8ه مثال: الشبكة المثلثيّة. تتكوّن الشبكة المثلثيّة T,‏ من رؤوس (i, 1 K)‏ بحيث I, j, köl‏ أعداد صحيحة 
غير سالبة مجموعها يساوي / ؛ وبحيث يتجاور الرأسان إذا كان الفرق المطلق CI‏ للإحداثيات المتناظرة يساوي 
2 الشكل أدناه يوضح T, y‏ ينتج ترقيم الرؤوس بحسب الصّفوف حدًا أعلى ل (8)7 قيمته تساوي 1 + / 

هذا Soul‏ حدًا أمثل؛ GI‏ حدّ الكثافة المحلية يكون حول 2// فقطء t MM UE ae‏ 
٠‏ يمكن استخدام تمهيدية سبيرنر لبرهنة أن 1+ ao‏ أمثل: n‏ 


افترض G B‏ البيانٌ المشكلٌ من خلال تقسيم مُبسطي لثلث. إن agus‏ 6 الخارجية Saab Atle‏ عن Ši‏ 
المناطق المحدودة هي مثلثات, إضافة إلى Gi‏ الحلقة مجزأة إلى مسارات من خلال زوايا المثلث الكبير. ونقول: Ó‏ 
desl‏ عبارة عن رؤوس UL als‏ جزئيًا مترابطًا يحوي Lolo‏ من JS‏ مسار حدودي. 

23.3.8. تمهيدية + ([1995] (Hochberg - McDiarmid- Saks‏ افترض أن T‏ تقسيمًا مبسطيًا بحيث 
Med‏ أعمدو ا أرق لكل رامن . وافترض REÁ Ll‏ و B‏ هما البيانان الجزئيان اللذان يحدثهما كل من 
الرؤوس الحمراء والزرقاء على التّرتيب. ولكل تلوين من هذا aaa!‏ فإِنّ تلوينا واحدًا بالضبط من R‏ و B‏ 
يحوي رابطًا. 

nina‏ لكل رأس V‏ 238 الحسبان الرؤوس التي يمكن الوصول إليها من V‏ ولها لون V‏ نفسه. إذا كان من 
غير الممكن الوصول إلى الجوانب الثلاثة as‏ فعلم V‏ بأصغر دليل لجانب لا نستطيع الوضول dull‏ من -V‏ وللرؤوشس 

الموجودة على الجانب ey je d‏ (العلامة) 7 لا يظهر. ly‏ لم يوجد هناك رابط. dei EU‏ عقدة Laug‏ 

(علامة). وهذا يعطي وسمًا فعليًا د T‏ 
من تمهيدية سبيرن» توجد خليّة تامّة الوسم. وبما أنه يوجد للخليّة ثلاث زواياء وقد استخدمنا لونين هما 

R‏ و dae B‏ فإن زاويتين لهذه الخليّة لهما اللون نفسه - وبما أنهما متجاوران؛ فبإمكانهما الوصول إلى مجموعة 

الرؤوس نفسها الملونة بلونهما. لذاء Ske‏ أقل جانب لا يمكن الوصول إليه منهما لا يمكن أنّ يكون مختلمًا. وهذا 

التناقض يعني أننا لم نبن الوسم (العلامات الدالة) المحدد (ه ). لذاء يوجد رأس نستطيع من خلاله الوصول 

إلى Gi‏ جانب. 
ass IBI‏ رابط لأحد «oia‏ فإنه يقسم الرؤوس المتبقية إلى مجموعات» بحيث يتحقق وجود جانب واحد 

على الأقل Y‏ يمكن الوصول إليه لكل مجموعة. لذاء لا يمكن Sl‏ يوجد روابط 4 كلا اللونين. n‏ 


24.3.8. نظرية : )]1995[ (Hochberg - McDiarmid - Saks‏ . افترض G Si‏ بیان يلت منطقة 
محاطة (محدودة) بحلقة C‏ مجزأة إلى ثلاثة مسارات. إذا كانت k‏ هي الأصغر لمجموع المسافات من ۷ إلى 
Js‏ من المسارات الثلاثة وذلك لكل EV (G)‏ «, فإن 1+ B(G) < k‏ . 


الاثبات: GI ea fol i ol‏ وافترض كذلك أن 1 أكبر دليل بحيث لا يوجد للبيان الجزئي المحدث من 
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الرؤوس المرقّمة من 1 إلى 1 مركبة تلتقي (تتقاطع) مع المسارات الثلاثة. اجعل R‏ تمثّل مجموعة الرؤوس هذه. 
وى تساوي مجموعة الرّؤوس خارج R‏ التي لها جيران RE‏ واجعل T‏ تمثل بقيّة الرّؤوس. 
من ce Lil‏ ينتمي v aM‏ حيث 1 + 1 = SAV)‏ بما أن RU (v)‏ تحوي‌رابطا فإن RUS‏ تحوي رابطا 
ولكن /الاتجوي ذلك Les.‏ أنه لايوجد ضلع Ros‏ و1 ROT Lao.‏ لاتحوي رابًا Y RU Sole.‏ تحوي رابطا i.‏ 
تضمن التمهيدية 8 .3. 23. S Ol‏ تحوي رايطا SI.‏ المجموعة S‏ تساوي S)‏ لا (R‏ © للقطعة الأخيرة (النهائية) 
SUT‏ التّرقيم. لذا يوجد للترقيم فرق يساوي [S|‏ على الأقل على أحد الأضلاع من RAMS‏ 
Ò‏ الرابط يحوي ممرات من كل رأس من رؤوسه إلى JS‏ من المسارات الحدودية الثلاثة. ونعلم من الفرض أن 
مجموع أطوال هذه الممرات من Gi‏ رأس ثابت يساوي / على الأقل. يوجد رأس S L‏ بحيث تكون هذه Bil pall‏ 
S‏ بالنسبة إلى هذا الرأس مسارات منفصلة. لذاء n [S| < / + 1 Be‏ 
DE Seis Sp Um‏ 4 


De o 0 ooe o o o e o oo 


v 

25.3.8 نتيجة i‏ عرض نطاق الشبكة المثلثية T‏ يساوي 1 +/. 
الاثبات: لكل رأس K)‏ بز (i,‏ ب ,7ء تكون المسافة إلى الجوانب الثلاثة هي: ef‏ ول و على الترتيب. لذاء OLB‏ 
مجموع المسافات يساوي /. . ومن النظرية 8 .3 نجد أنّ عرض التطاق يساوي 1 + J‏ على الأقل. وكما لاحظناء 
Sle‏ هذا الحدّ قابل للتحقيق. . 
تمارين (Exercises)‏ 
1.3.8 )-( افترض أن لديك قرصين متّحدين 4 المركزء ls‏ لكل منهما 20 قطاعًا دائريًا من الحجم نفسه. 
تم طلاء عشرة قطاعات el‏ قرص باللون pao‏ وعشرة قطاعات أخرى باللون الأزرق ضمن ترتيب معين. 
أثبت أنه يمكن محاذاة القرصين أو صفهما بطريقة معيّنة بحيث O|‏ لعشرة من قطاعات القرص الداخلي على 
الأقل Soll!‏ نفسه لقطاعات القرص الخارجيّ المرتبطة بها. 
2.3.8 لکل N‏ € 1 اجعل S‏ هي المجموعة المؤلفة من 1 + 7 عنصرًا 2 [27,... ,1). أثبت أنه يوجد SX‏ 
عنصران بحيث يقسم أحدهما الآخر؛ ويوجد كذلك عنصران آخران» القاسم المشترك الأعظم لهما يساوي 1. أثبت 
أن هانين النتيجتين هما اقضل ما يمكن من خلال إيجاد مجموعة جنزتية SERE pn‏ تتحقق عليها هذه النتائج. 
3.3.8 استخدم مبدأ طواقي الحمام والمجاميع الجزئيّة لتبرهن كلا من العبازتين الآتيتين: 

(A‏ تحوي JS‏ مجموعة مؤلفة من 7 من الأعداد Aou‏ مصموعة AUS Saba‏ تجموهها ل 
القسمةهلى 72 dac)‏ مثالا على dale Ac gama‏ من 1 - A‏ من الأعداد الصحيحة لا تتحقق فيها هذه الخاصيّة ). 

(b‏ لتكن E R‏ أثبت Si‏ عنصرًا Maly‏ على JBM‏ من المجموعة [×(7-1) ,... (x, 2x,‏ يختلف عن 
عدد صحيح بمقدار 1/7 على الأكثر. 
43.8 )1( يوجد خ ناد خاص 90 غرفة ,100 عضو. aS‏ الأعضاء بمفاتيح لهذه الغرف بحيث يكون ل 90 
منهم مقدرة لدخول الغرف» بمعنى أنه تم تزويد JS‏ شخص من هؤلاء ال 90 بمفتاح لغرفة مختلفة. (افترض 
عدم اشتراكهم بالمفاتيح). أثبت أنه يلزمنا 990 مفتاحًاء وأنْ Sall‏ 990 كاف. 
yoy! 5.3.8‏ أن T‏ شجرة . استخدم التقنية اللوجودة بذ النظرية 2.3.8 لتبرهن أن مركز T‏ يتألف من رأس 
واحد» أو من رأسين متجاورين (هذا يبرهن النظرية 13.1.2 مرّة Îخر(« Jordan [1869], Graham-)‏ 
.(Entringer- Sze'key [1994]‏ 
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6.3.8 أثبت Gi‏ كل مجموعة مؤلّفة من 1 +”2 من نقاط شبكيّة صحيحة (شبكيّة أعداد صحيحة) RS‏ تحوي 
زوجًا من النقاط بحيث يكون مركزه المتوسط (متجه الوسط) أيضًا نقطة شبكيّة صحيحة. 

8 أتبت أنه يوجد لكل تلوين ثنائيّ لنقاط شبكيّة صحيحة  Lee R”‏ فيه 7 من النقاط التي لها اللون 
نفسه بحيث يكون مر La jS‏ المتوسط (متجه الوسط) نقطة صحيحة لها أيضًا اللون نفسه (مساعدة: لا حاجة إلى 
نظرية رامزي بسبب وجود LS!‏ قصير باستخدام مبدأ طواقي الحمام -(Bo'na ]1990[( (Jas‏ 

8ه افترض SOl‏ جمع مؤلف من 1 + #عددًا صحيحًا مجموعه يساوي /. 13 * X2n‏ عل أثبت أنه يوجد 


ل © مجموعة جزئية. حاصل جمع عناصرها يساوي 7 لكل ] e[K‏ 1. لكل ۸. أعط مثالاً لجمع بحيث تفشل هذه 
النتيجة عندما 2 + .k =2n‏ 


9.3.8 لكل عدد زوجي I‏ جد ترتيبًا ل ECK)‏ بحيث يساوي أكبر طول لمسرب متزايد 1 - 7#. (تعليق: هذا 
يبرهن D‏ النظرية 4.3.8 هي أفضل ما يمكن عندما يكون N‏ عددًا زوجيًا » إضافة إلى أنها أفضل Le‏ يمكن عندما 
يكون77عددًا فرديًا يساوي 9 على الأقل. إلا أن البناء يكون أصعب 13.85(« )]1973[ .(Graham - Kleitman‏ 


10.3.8 افترض S Gi‏ مجموعةٌ من تسع نقاط ‏ المستوى (لا يوجد منها ثلاث نقاط على استقامة واحدة). 
أثبت S Od‏ تحوي رؤوس مضلع خماسيّ محدّب. أعط مثالا على ثماني نقاط لا تتحقق فيها هذه النتيجة. 
11.3.8 )1( افترض S Ol‏ مجموعة مؤلفة من )3 ROM,‏ من نقاط المستوى بحيث لا يوجد منها ثلاث نقاط على 
استقامة واحدة؛ أثبت Gl‏ 5 تحوي M‏ نقطة بحيث تشكل هذه النقاط مضلعًا (Tarsi)‏ عدد أضلاعه M‏ 


12.3.8 تذكر Si‏ البيان الموجه يكون بسيطا إذا لم h‏ يشترك أي ضلعين من أضلاعه بالزوج المرتب نفسه من 
النقاط الطرفيّة. ٠‏ يعرف الدوري الرتيب على أنه دوري يكون فيه توجيه الأضلاع متوافقا دائمًا مع رتب الدلائل 
على الرؤوس؛ أو أنه يكون غير متوافق دائمًا مع هذه الرّتبة . ويكون للبيان الموجه خالي العرى التام نسخة واحدة 
من US‏ زوج مرتّب من الرؤوس LAEN‏ بوصفها ضلعًا . إذا أعطيت M‏ فبرهن أنه إذا كانت N‏ كبيرة ola be‏ 
لكل بيان موجه بسيط خالي العرى رؤوسه [N]‏ مجموعة مستقلة من الرتبة IM‏ أو له دوري رتيب رتبته (m‏ أو له 
بیان موجه خالي العرى تام رتبته M‏ 

13.3.8. )1( نظرية شور )]1916[ :(Schur‏ 

(a‏ إذا كان 0 > ik‏ فبرهن أنه يوجد أقل عدد صحيح WS,‏ بحيث S|‏ كل تلوين ب ۸ من الألوان للأعداد 
الصحيحة,58 ,... ,1 يعطينا أحادي لون 2 X, V,‏ (ليس بالضرورة SI‏ تكون مختلفة) بحيث إن 2 = X + y‏ 
(مساعدة: طبق نظرية رامزي على 2 = 7). 

S, < G* +1( / 2 أن ,38 > ,8 وبناءً على ذلك» فإن‎ Ly أثبت‎ (b 

(١١ 8‏ !) نعرّف التركيبء أو الضرب المعجمي لبيانين بسيطين G‏ و H‏ على أنه البيان البسيط GL]‏ الذي 
مجموعة رؤوسه هي: V(H) × V(G)‏ حيث أضلاعه معطاة على الشكل (u,v ) >< (Wy)‏ إذا وفقط إذا 
تحقق أنْ: )1( uu'‏ ضلع G2‏ أو )2( an = u'‏ 

a (G [H ])=a (G)a (H ( أتبت أن‎ ( 

. GIH] هي‎ GEH] أنبت أن متممة‎ (b 

(C‏ استخدم الفرعين (a)‏ و (b)‏ لتبرهن بنائيًا أنّ: 

.R(pq + 1, pq + 1( - 1 < [R(p + Lp + 1( -1[ x [Rq + 1, q+ 1)- 1 

(d‏ استنتج أن 1 + ”5 < )1 + ”2 ,1 + R(2"‏ عندما 0 < A‏ وقارن هذا الحدّ الأدنى Sots‏ الأدنى 
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البنائيٌ 4 ]1972[ .«(R(kk).( Abbott‏ 
15.3.8 )-( حقق RO, p) pii‏ )2( استخدم هذا والنظرية 11.3.8 لتبرهن أن 1 $4 -Rip.g)s(P‏ 
16.3.8 )7( استخدم البيان دناه لتبرهن -RG,5) = 145i‏ 





17.3.8 أعداد رامزي عندما 2 = ٣والألوان‏ المضاعفة: 
(a‏ افترض p =P, ..., Pä‏ وافترض أيضا Lal‏ نحصل على ,4 بطرح 1 من ua ul eap‏ الإحداثيات 
دون تغيير. أثبت R(p)S R )9,( -/ + 2 Ë‏ 


o.‏ الوق 
م ای ا CEP!‏ 


18.3.8« افترض Ò) ”, = R(3;2) i‏ هذه هي قيمة M‏ بحيث يُحدث التلوين ب ۸ من الألوان ل E(K,)‏ مثلثًا 
أحادي اللون): 

© أثبت أنْ2 + (1- 1 - ,)۸> -r‏ 

(b‏ استخدم فرع (a)‏ لتثبت أنْ 1+[ ! S| k‏ . بحيث أن 17 > ,” (تعليق: 17 = ١,‏ إلا b‏ الحد 
الأدنى يتطلب تلوينا ثلاثيًا بطريقة ذكية د ي الناتج من الحقل المنتهي (GF2?)‏ 
8. أنبت M = (pin) eur R(p; r + 1) > + MS‏ 
8. )+( أعداد رامزي اللاقطريّة: 

RED > n gi esi (a‏ كان 1« أ لام - م[ 7)+م() نبعض(0,1) € P‏ ويرهن 
PEODsp, © NJaó R^ n-p” (") ap) 4)‏ 

(b‏ استخدم فرع a‏ لتبرهن Bi‏ 770 < ( ۸ ,3) ۸ . ما الحدّ الأدنى على R(,E)‏ الذي يمكن الحصول 
عليه من الجزء الأول من فرع (5)4 )]1977[ (Spencer‏ . 

RQ) لتحصل على حدّ أدنى ل‎ A استخدم الفرع‎ (d 
. (مساعدة: يعتمد الجواب على ماإذا كانت77و7زوجية أوفردية)‎ . R(K, بى‎ K, جد قيمة عددرامزي(,‎ )!( 21.3.8 


R(p,*L..,p, DS 


22.3.8 )1( افترض Thi‏ شجرة على M‏ من الرؤوسء إذا علمت أنْ 1 - M‏ يقسم 1 - M‏ فجد عدد رامزي 
.(Burr [1974])..R(T, k, . )‏ 


ln 
يكون فيه البيان الأحمر (الملون‎ ECK) تلوين ثنائيّ ل‎ Js Si أثبت‎ p > (m - 1)(n - 1) إذا كان‎ 8 
هذا هو أفضل ما‎ Sh زرقاءء وبرهن أيضًا‎ M- حمراءء أو عصبة‎ M- بالأحمر) متعدي التوجيهء يحوي عصبة‎ 
. (مساعدة: استخدم البيانات الكاملة)‎ (Brozinsky — Nishiura) يمكن.‎ 
شجرة على‎ Tos عندما‎ R(T, Ky. K) = (m - 1)۸), ... n) - 1( + 1 أنبت أنّ:‎ 24.3.8 
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7 من الرؤوس (Burr)‏ 
8.. أثبت أنْ 6 = Gules) RCC, C,)‏ يوجد العديد من البراهين) . 
26.3.8 أثبت R(2K,, 2K,) = 10 5i‏ (مساعدة: اختزل المسألة لحالة الشكل Gal pall‏ الذي فيه مثلثات 
من اللونين بالإضافة إلى حلقة خماسيّة أحاديّة اللون» ثم استخدم التماثل). 

27.3.8. )1( أثبت .R(mK, mK,) = 3m - 15i‏ 
28.3.8 )1( د ۸> <i‏ 1 افترض G Si‏ بیان على ,من الرؤوس» 28g‏ له تضاعمًا (عدد مرات تكرار) Jn,‏ 
أثبت أن: ) -R (mG,,..,m,G,) < Y (m, -1)p, +R G,,...,G,‏ 
29.3.8. لقد ala‏ فرانكل وويلسون (Frankl and Wilson)‏ 2 العام ]1981[ ببناء بیان على 77 من الرؤوس 
ليس له عصبة أو مجموعة مستقلة حجمها يزيد على gign‏ 260/1067 » حيث C‏ ثابت معين» أثيت Si‏ هذا يعطي 
No‏ أدنى ل (18)8,2 بحيث ينمو هذا الحدّ أسرع من Gl‏ كثيرة حدود 2 p‏ وأبطأ من G‏ دالة AL‏ ب م. 
JS (1) 30.3.8‏ بيان بسيط (G‏ حدّد R(P,, G)‏ فقط بوصفها alla‏ لعدد رؤوس G‏ ولأكبر مواءمة لا 6. 
31.3.8 00 افترض أن ۲ S y‏ عددان طبيعيان بحيث 4 T + s £0 mod‏ أثبت أنه يوجد JS‏ تلوين ثنائي 
د Sly E(k)‏ مترابط أحادي اللون عدد رؤوسه يساوي ]4[ ]74[ على الأقل. ثم استنتج Gi‏ كل تلوين GPE‏ 
دل ,20 بجوي بيانا ens‏ مترابطا أحاديٌ اللون عدد رؤوسه يزيد على 5(/2-+). ono‏ أنّهذا يفشل عندما 4 تقسم S‏ + 7. 
8 هه إجبارية وجود حلقات رباعية: 

i cual (a‏ إذا كان )9( < G Glad, uU)‏ يحتوي حلقة رباعيّة. 

(b‏ أثبت أنه إذا كان G ob e(G) > "@(1+V4nG)-3)‏ يحوي حلقة رباعيّة. 

. (Chung — Graham [1975]) R(C,) > £ + k + 2 أن‎ eai (c 
Ax) + تتضمن أن‎ X « y أنه إذا كانت‎ (Bondy [1971 a]) أثبت بوندي‎ sat (1) 33.3.8 
حلقة من كل طول من 3 إلى 7. استخدم هذا لتبرهن أن‎ G أو أنه توجد ل‎ G = K, òl dQ) < n(G) 
. 2n. (Lawerence [1073] زوجيًا وعلى الأكثر‎ M ربما إلا إذا كان‎ R(C,, K, )-max(m, 2n+1} 
أحاديّة اللون‎ (Hamiltonian cycle) أثبت أنه توجد لكل تلوين ثنائي ل (,/)7/ حلقة هاملتونية‎ (1) .34.3.8 
«(Lova'sz [1979], p 85) ( اللون. (مساعدة: استخدم الاستقراء على(.7‎ gated أو مكونة من مسارين‎ 
. (H. Raynound) نسبة إلى‎ 0482 25 
toh أثبت ما‎ sk < 3 Si وافترض كذلك‎ E(K,) افترض أنّكرتلوين ثنائيّ د‎ (+) 35.3.8 

LEI C, يوجد ل/أحاديّ اللون‎ la Cy, اللون‎ Goll f3 as $131 (a 

LAU 2K, i Cy اللون‎ coll ft يوجد‎ alla Cy, اللون‎ Galois إذا وجد‎ (b 

(m= 4 (انظر التمرين 8. 3 25 للحالة‎ R(c, c.) > 2m -1 فإِن‎ m < 5 إذا كانت‎ (c 

(مساعدة: استخدم فرعي (A)‏ )5( ونتيجة إيردوز وجالاي ]1959[ (النظرية 5. 4. 35( التي تقول 
a‏ إذا كانت 2/ )1 - Sa e(G) > (m - DOCG)‏ ذلك يضمن وجود حلقة طولها يساوي m‏ على الأقل -2 
G‏ وهنا تبقى حالة واحدة صعبة) . 
ch jas 36.3.8‏ تضاعف رامزي للبيان G‏ على أنه أصغر sue‏ من التسخ أحاديّة اللون من 2G‏ تلوين 
ثنائي لأضلاع عصبة على R(G,G)‏ من الرؤوس. أثبت أن تضاعف رامزي ل K,‏ يساوي 2. 
37.3.8 أثبت أنه يوجد لكل نقطة ‏ منطقة مثلثيّة تعبير وحيد بوصفه تركيبًا Gia‏ لرؤوس المثلث (نقصد 
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بالتركيب المحدّب Cus ul‏ الخطيّ الذي تكون فيها المعاملات غير سالبة ومجموعها يساوي 1). 
8, تمهيدية سبيرنر 4 الأبعاد العليا. يتألف المبسط ذو البعد E‏ من تركيب محدّب د KEL‏ من نقاط 
RE‏ التي لا تقع ‏ مستوى زائدي. ÖL‏ التقسيم المبسطيٌّ يعبّر عن المبسط ذي البعد ۸ بصفته اتحادًا للبسطيّات 
(خلايا) من البعد k‏ بحيث تتقاطع i‏ خليتين 2 المبسط الذي تحدده زواياهما المشتركة. Sly‏ الخليّة تامّة 
الوسم هي الخليّة التي زواياها [/,... ,0). 

أعط Lis nai‏ للتعليم (وضع علامات دالة أو وسم) الفعليّء ٠‏ بحيث يحوي JS‏ وسم (lab‏ لتقسيم مبسطي 
لمبسط من الدرجة ۸ خلية تامة الوسم. أثبت هذه النظرية. (مساعدة: تعدّ تمهيدية سبيرنر 4# البعد 2 (نظرية 
8) شاهدًا Éa‏ على خطوة الاستقراء لإثبات بالاستقراء على /). 
39.3.8 )-( احسب عرض نطاق کل من: PK, C,‏ 
40.3.8 احسب عرض نطاق ]1979[ K,» ..., ny (Eitner‏ 
41.3.8 )2( أثبت JS D‏ شجرة لها / من الأوراق هي اتحاد ل [2//] من المسارات المتقاطعة زوجًا زوجًا 
(التمرين 37.1.2). استخدم هذا لتبرهن Od‏ عرض نطاق الشجرة التي لها 7 من الأوراق يساوي ]£2[ على 
الأكثر. )]1996[ Ando- Kaneko - Gervacio‏ (. 
42.3.8 )+( افترض Sl‏ © جرارة (التعريف 17.2.2( وافترض كذلك M Gl‏ عدد صحيح بحيث 
<m‏ ايد لكل © © esi. H‏ أنّ 7# > B(G)‏ . (مساعدة: أثبت أنه يوجد ل G‏ ترقيم ربحيث 
تكون(7]/ر مضاعمًا من M‏ عندما يكون V‏ على العمود الرئيس ( الفقري)؛ وتكون Uu) —AV)| > m‏ 
لكل .(Systo- Zak [1982], Miller [1981]) .( wo v‏ 
43.3.8 عرض نطاق الشّبكات: 

POP, الأدنى للكثافة الموضعية (المحلية) لعرض النطاق د‎ dl احسب‎ (a 

n i (b‏ أن S‏ مجموعة تعوى P, OP SL) K‏ بحيث يوجد Lp,‏ 2 الصف D, ji‏ رسا العمود 
[. أثبت أن | ler |> Jes‏ إذا كانت 7 هي المجموعة المؤلفة من أول ia,‏ الصف¡ لكل 1. 

b <...< bs <... <4, بحيث‎ S من قبل بعض‎ V, 0 2 (  /-تاعومجملا تصفر على‎ [OS | أثبت أنّ‎ (c 
-Nga BP OP.) هاربر الأدنى ل‎ be Gi استنتج‎ 

(Chav talova’ [1975]) « B(P oP.) = min (m, n} i استنتج‎ (d 
2D وعرض نطاقه يساوي‎ MN بيان بسيط من الرتبة‎ © ài افترض‎ )+( 8 

BGG + e) > 28 Ï oase © 8)إذا كان‎ 

2b تكون كبيرة بمقدار كبر‎ B(G + e) ls n> 6b أثبت أنه إذا كانت‎ (b 
وهي | 7-1(/3) | إذا كانت‎ n > 38 + 4 هي 1 + 5 إذا كانت‎ 8)6 + e) (تعليق: أكبر قيمة ل‎ 
(Wang —West-Yao [1995]) « (3b +5 > م‎ > 6b —2) 





8 المزيد من مسائل التطرفية (More Extermal Problems)‏ 


توصفكظرئة dia LGN lal‏ انها sla E‏ وقد Lag‏ الجنزي 3:1 الاختللاف dila gay‏ كل 
من الأمثليّة (جد Glas Ly‏ 2 البيان المدخل) والقيم القصوى (جد حالة تطرّفيَّة على صف من البيانات): 
وقد تناولنا هذين النوعين من المسائل ‏ هذا الكتاب. By‏ هذا الجزء سندرس التوع الثاني. تمد سئألة 
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توران (Turan)‏ مثالا على الطراز البدائيّ: جد العدد الأكبر للأضلاع 2 بيان لا يحوي H‏ بوصفها بيانًا جزتيًا. 
وسنذكر مثالا واحدًا إضافيًا من كل وحدة 2 الجدول الآتي: 


الموضوع 





max e(G) 
pes SI 
max 8(G ) 
min «(6) 


min x(G) 
min x(G) 
max e(G) 


max n(G) 


نأمل مع مثل هذه المجموعة ALL GI‏ المتنوّعة من مسائل القيم القصوى إظهار عينة بسيطة من نتائج ذات 


صف انات 
ks on‏ مركبة 
قطر /وليس شجرة 
a'(G) <k‏ 
d yaa (G) = k‏ 
يخلو من نسختين من 2۸2و O(G) = k‏ 
سوي خارجيٰ 
n(G) = n‏ ولیس هاملتونيًا 


a(G) > 4 ,o(G) <p 


جاذبيّة 2 هذا الجزء. 


[(d +1)/2| 


8 


R(p, q)- 1 


المرجع 

التمرين 40.3.1 
التمرين 61.1.2 
التمرين 10.3.3 
التمرين 22.2.4 
التمرين 11.2.5 
التمرين 12.3.6 
التمرين 26.2.7 


الجزء 3.8 
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(Encodings of Graphs) تشفير البيانات‎ 


أولا. سوف نأخذ 4# الحسبان متغيّرات Glad‏ باد أنواع من p‏ البياني» حيث يتضمّن كل نموذج 
منها تعيين متجهات للرّؤوسء والمتغيّرات هي الطول الأصغر للمتجهات التي تكفي. .وستدومن القيمة الكبرئ JSS‏ 
متغيّر على بيانات لها من الرّؤوس . وتشمل هذه المتغيرات عدد التقاطع « وبعد كل من الجداء والمكعب المسحوق. 
1.4.8 تعريف: إن التمثيل f J gles (intersection representation) (eate ot‏ يعين لکل رأس متّجه 0.1 
بطول / بحيث يكون U V‏ إذا وفقط إذا كانت متّجهاته تملك 1 .2 موقع مشترك. وبالتّوازي مع A3 US‏ 
يعيّن x € V (6) JSI‏ مجموعة S, > [i]‏ بحيث يكون V‏ جه DIU‏ وفقط إذا كان© 2 S, O S‏ وعدد التّقاطع 
6'(G) (intersection number)‏ هو الطول الأصغر لتمثيل gabli‏ ل -G‏ 

Sf‏ العناصر ل [A]‏ 2 تمثيل ما تقابل بيانات جزثيّة تامّة تغطي E(G)‏ وهذا يحقز استخدامنا ل Of‏ لعدد 
التقاطع: لاحظ (G ( S‏ © هوعدد العصب الأصغر التي نحتاج إليها لتفطية VG)‏ 
2.4.8. قضيّة . )]1966[ Ò! (Erdós - Goodman - Pósa‏ عدد التقاطع يساوي عدد البيانات الجزئيّة 
الثّامة الأصغر التي نحتاج إليها لتغطية (©)/1. 
الإثبات: نعرّف مقابلة طبيعيّة بين تمثيلات بطول f‏ وغطاءات ل E(G)‏ بواسطة f‏ من البيانات الجزئيّة التامة. 
[t] Js‏ € 1 تولد عصبة [v eV (G):i es,]‏ . والبيانات الجزئيّة الثّامة الناتجة تغطي uvi LEG)‏ 
إذا وفقط إذا تحقق S, N S +Ø bh‏ 
وبالعكس» إذا كانت البيانات الجزئيّة الثامة ,© ,... ,© ola EG) oha‏ تحديد fi: v ev (o)‏ 
لكل رأس V‏ يعطي تمثيلا تقاطعيًا. لذاء O(G) =e (G) S‏ وذلك إذا كان © يخلو من ELL!‏ وكانت 
e(k TD pa) > [n /4|‏ .2 الحقيقة, هذا هو البيان الوحيد على 77 رأسًا يكبر (G)‏ '0. يقترح التمرين 
GLal 1‏ مباشرًا لهذا الحدّ؛ وهنا نقدم نتيجة أقوى. = 

لتكن Able F‏ من البيانات. للبيان المدخل Gla. G‏ المسألة لتفكيك (F-decomposition) F‏ هي بتفكيك 
6 إلى العدد الأصغر من البيانات 2 F‏ وعندما تكون F‏ غير مغلقة تحت التّفكيك؛ Slo‏ التفكيك ل F‏ ربما يتطلب 
بيانات جزئيّة أكثر من غطاء ل. (F — Foovering) F‏ . فعلى سبيل JÈN‏ نستطيع تغطية الطائرة الورقيّة 
ببيانين جزئيّين onal‏ ولكنها تحتاج إلى ثلاثة بيانات جزئيّة تامّات لتفكيكها. 

يعني إثبات أن |4 LZ‏ > (9')0 لبيانات على 7 من الزؤوس برهنة أنّ كل بیان على 77 من ous‏ 
يمكن o‏ يفطى ب |4 / [n‏ من البيانات الجزئيّة التامة؛ وسوف نبرهن نتيجة أقوى؛ وهي أنه يوجد دائمًا 
تفكيك مستخدم على الأكثر مثل هذا العدد من البيانات الجزئيّة ALIE‏ و الحقيقةء نستطيع إيجاد مثل هذا 
التفكيك بشراهة. 
3.4.8. نظرية : ]1994[ Js (McGuinness‏ تفكيك m‏ شره لبيان على 77 من الرّؤُوس يستخدم على 
الأكثر |4 Lu‏ عصبة. 
LOY‏ سوف نستخدم الاستقراء على 7. الادعاء واضح ل 2 N‏ لنفترض أن 2 > 7. ليكن =O, ..., Q,‏ 0 
Ess‏ شرمًا ل G‏ يعني Q ds ŠI‏ بيانٌ جزئيٌ E(Q) 2 Ab gabei‏ ,لا - 6. لاحظ أنّ حذف ,© من قائمة 
0 يخلف Ksi‏ شرهاذد G-EQ)‏ 
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إذا كان ,© als‏ يملك ثلاثة أضلاع على BWI‏ إن 17/6 > . لذاء نستطيع افتراض أن O oan‏ هوضلع 
Rosa xy‏ تتكون من عناصر {Q}‏ - © التي تقع على X‏ ولتكن S‏ تتكون من عناصر Q- {Q}‏ التي تقع على 
y‏ لاحظ dan Q'7 0)۸ US U[,) kot‏ شر لبان جزقي من ر — G - X‏ ونجد من فرضية 
الاستقراء nar. || > (n-2) /4 Si‏ يكفي برهنة أنٌّ 2 - n‏ ك|؟| +|۸|. 

نبرهن هذا باختيار رؤوس مختلفة 2 V(G) — (x, y)‏ من مجموعات الرّؤوس لعناصر RUS‏ بما أن 
كل ضلع حُذف بالضبط مرة واحدة. فإنّ كل {x,y}‏ € 7 يظهر مرّة واحدة 2 ۸ إذا كان EN (x)‏ ومرّة 
واحدة 82 إذا كان Robust» e N (y)‏ © 0. إذا كان 0 يستخدم E N(Y) Li,‏ ۷ فنختار مثل هذا 
الرّأس sv‏ 0. وإذا كانت (Q)c N (y)‏ 7 فنختار د © رأسا 0 € ۷ بحيث ينتمي Vy‏ إلى العنصر الأسبق من 
© الذي يحتوي على كل من نزو رأس ما 2 Q‏ يدعى هذا العنصر "©؛ ولاحظ أنه العنصرٌ الوحيد 3p‏ الذي 
يحوي V‏ وبما أنَّ © وزاهما الأعظمان عند اختيارهماء Q' Slo‏ تسبق كليهما ‏ 0. ولعناصر S‏ اختر رؤوسًا 
بأدوار عكسيّة د ×و Y‏ 
ينا dl‏ إذا كان V‏ ينتمي إلى بعض R‏ © © ويعض OQ" > S‏ و هو الذي اختير لأحدهماء jo‏ البيان 
الذي اختير يظهر بعد البيان الآخر ‏ قائمة 0. لذاء فلا يوجد رأس يتمّ اختياره مرّتين. ومن هناء نستنتج Sh‏ 
m «mA. S |R|* [S| &n-2‏ " 





لقد قام کل من )]1981[ (Chung‏ و )]1979[ (Gyóri — Kostochka)‏ بتقوية cade xal J>‏ بإثبات 

"P G y / 2| لبيانات جزئيّة تامّة حيث يساوي مجموع رتبها‎ sas بيان على 77 من الرّؤوس يملك‎ dS Sl 

الأكثر. الآن. سوف نأخذ 2 الحسبان نموذج التشفير الثاني. 

8. تعريف: تمثيل الجداء (product representation)‏ بطول 4 يعين متجهات مختلفة طولها 
t‏ للرّؤوس» بحيث يكون U ++ V‏ إذا وفقط إذا كانت متجهاتها تختلف 2 JS‏ موقع. والبعد الجدائيّ 
(product dimension)‏ للبيان (pdim G) G‏ هو الطول الأصغر لمثل هذا التمثيل د 6. 
la Lomas‏ واحد لكل EG)‏ € ©: بحيث تملك رؤوس © القيمة  :0‏ حين تملك الرؤوس الأخرى 

(A5 Bly نيس‎ G ols 131) pdimG < e(G موجبة مختلفة بعضها عن بعض» نجسل لاق(‎ Lad 

5.4.8 مثال: JS‏ بیان ab‏ يملك بعدًا جد اتيا 1. ل ob K n‏ كل زوج من الرّؤوس يجب أنّ يتوافق -2 (plas‏ 

JIS vj ل‎ (0, J) asd ولكن لا نستطيع تعيين رأسين للمتّجه نفسه. لذلك, نحتاج إلى إحدانيّين. ويكفي‎ -La 

ل _ ,£ + ر يجب أن تختلف المتجهات للعصبة 2 كل ET Shun!‏ المنّجه للرّأس المعزول؛ فيجب Gi‏ يتوافق 

مكل رين من الرّؤوس الأخرى ب مكان ماء ولكنه لا يمكن Ui‏ يتوافق مع رأس ‏ أكثر من إحداثيّ واحد. لذاء 
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نحتاج إلى 1 - 77 من الإحداثيّات على الأقل. وهذا يكفي» وذلك باستخدام )1 A=‏ ,... ,2 ,1( للرّأس المعزول 
و(1 ,... ,7 ,1( للرّأس الذي رقمه 7 للعصبة. n‏ 
نستطيع مرة أخرى وصف المتغيّر باستعمال البيانات ARUM‏ 

6.4.8 . تعريف: يعرّف التّكافؤ (equivalence)‏ على G‏ على آنه بیان Gija‏ مولّد GJ‏ بحيث تكون BLS pa‏ 
بيانات تامة. 

8 قضيّة. البعد الجدائيّ د 6 هو العدد الأصغر للتكافؤات E, ..., E,‏ حيث NE,=¢ ,UE,=Ge‏ 
الإثبات: مرة ة أخرى يوجد تناظر طبيعيٌ. إذا أمطيت تمثيلا جدائتيًا » obe‏ الإحداثيّ i‏ يولد E,‏ مع مركبة لكل 
قيمة استعملت 2 filas yl‏ 7 . وکل زوج غير متجاور يتوافق 4 las‏ ي ما. لذاء فكل ضلع 2 ARS‏ 
وبالعكسء إذا أعطيت E saé ja JS Sha E, , E,‏ تصبح قيمة ثابتة 2 الإحدائيٌ ن أ لتمثيل» إضافة إلى Of‏ 


المتطلّب # = N E,‏ هو المتطاب لاستعمال متجهات مختلفة © Blogs| JAEN‏ " 
8. تمهيدية : i31‏ كان 1 > Pdim © «x'(c) bey’ (G)‏ مع المساواة إذا كان G‏ لا يملك بياتا 
une Uj‏ متشاكلاً مع مثلث: 


JS i COLI‏ مواءمة هي اتحاد بيانات تامّة منفصلة. وتصبح تكافوًا بإضافة رؤوس معزولة؛ لذاء Sl‏ تكافؤات 
x(G)‏ ©. إذا كان 1 < ) Site Us ata fala sands a (G‏ 
إذا كان G‏ لا يملك بيانًا Ue‏ مُحدنًا متشاكلاً مع مثلث, JS ol.‏ تكافؤ استخدم 2 غطاء ل G‏ هو مواءمة 
وأضلاع معزولة. وهكذا xG) > pdim © la‏ 20 
8. نتيجة : د 3< 0 فإن المد الجدائيّ الأكبر لبيان على 7 من الرّؤُوس هو 1 N=‏ 
الإثبات: ليكن 6 بيانا على 7 من الرّؤوس. بواسطة التمهيدية 8.4.8 والنظرية فايزنج (النظرية 10.1.7( le‏ 
.pdim G > y'(G) > D(G) +1 <n‏ فضلا على ذلك Sout Sls‏ بحسّن إلى1 — 7 إلا إذا كان 
A(G) =n -1‏ . لتكن 5 مجموعة الرؤوس التي درجتها 1 - 7 1G‏ نستطيع افتراض أن 1 > [S| =k‏ 
من التمهيدية 8.4.8 ونظرية فايزنج .pdim (G — S) X n — kóla‏ وبمضاعفة الإحداثيّات إذا احتجنا 
إلى ذلك. Lila‏ نحصل على تمثيل جدائيٍّ د G — S‏ بطول N - k‏ ليكن X‏ هو المتجه المعين ل V,‏ 2 هذا التمثيل. 
ol‏ كل رأس ف S‏ يكون معزولاً ب4 ©. نعيّن الآن. لكل VES‏ المتجه الذي يكون إحدائيّه d‏ 
لکل ۸ ga] > 7 <n‏ الإحداتئىٌّ x ai‏ إذا ob = lots‏ هذا يكمل تمثيلًا د 6 مع طول 1 n=‏ إذا ols‏ 
ip > 1‏ تمي oed aaa aiti‏ جميعها Sm‏ ونضيف | Moly ala‏ باستخدام قيم مختلفة لإكمال 
تمثيل بطول 1 + ۸ — n‏ ويكون dal‏ من 1 N=‏ 
ہما 15 pdim (K, + K, ) = n-‏ (المثال 5.4.8( Sts‏ الحد حادٌ. . 
أعطى JS‏ من لوفاسز ونستريل. وبلتر ]1980[ (Lovasz—Ne—etiil — Pultr)‏ وصمًا juss‏ للبيانات 
على 7 من oai‏ مع بعد جدائي 1 — n‏ (التمرين 4( Sig.‏ تبتوا كذلك lia‏ سفلیًا Lale‏ باستخدام تعليل بخ 
البعد 2 الجبر الخطيّ. 
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8. نظرية : ]1980[ (Lovász - Ne>etřil - Pultr)‏ لتكن U,‏ ,... ,14و V,‏ ,... ,۷ قائمتين 


wap du إلا جيه‎ si = J لکل‎ 11, e كان لا‎ st. © بيان‎ 2- (Grape الرؤوس (الاختلاف بينهما ليس‎ 
.pdimG > [igr | ots 


الاثبات: افترض G Si‏ يملك تمثيلاً بطول -d‏ لتكن ax, I Y‏ ”بز ,... ua yl‏ المتجهات gy ..., M, d‏ 
Vy ...,,‏ على الترتيب. إن المتجهين او V‏ يختلفان 2 كل Gila!‏ ولكن y 9X!‏ يتوافقان 2 Bloat‏ ما إذا 
كان تر i‏ لذاء لا يساوي (x; - yl)‏ )11 صفرًا إذا وفقط إذا كان j‏ = 4 


نستخدم خاصيّة الجداء هذه إنشاء ”من التجهات المستقلة خطيًا 2 r > 2“ aula: R%‏ ولذلك فإِنْ 
tam, ZERIT, (v, -z,) st. pdim G 2[1gr]‏ المجموع ( ر 7-) Ys cli esw I os‏ 
ولربط 7مع 2 Lite‏ نمحص هذه كجدا ء نقطيّ R772‏ مع إحدائيّات culls‏ بواسطة المجموعات الجزئيّة ل [d]‏ 
w € RA‏ عرّف متجهين 2 RY‏ بوضع ac [d] gaan au ©, = Th es(- i) v, = Maw,‏ 
مع هذا التمريف, la‏ الجداء النقطيّ ۶ . يساوي ) oz,‏ ”0 :11 . لاحظ Si‏ الشروط على 5 × و VS‏ 
تعطي أن 9 ٠‏ ا 


$ إن أخذ الجداء (الضرب) النقطي د‎ es " = 0 مستقلةٌ. افترض إعتمادًا خطيًا‎ 3 m pt 
Spex") ” ر۰ ». وبما أن 0ع‎ EE جميعها‎ 7 = F لطرك المعادلة يقتل الحدّود تحت‎ 
0 t ; 70 يعطي أن‎ C, — 33,245. 3^ ! الآنء نستطيع تطبيق التقاش نفسه باستخدام‎ c,=0 


بالإضافة إلى أنَإنقاص الدليل بالتتايع يؤدي إلى أن 0 = = ,6 لكل أ gil‏ نستنتج أن " x, ax‏ ع مستفلة Boas‏ 
24>r‏ " 


QU .11.4.8‏ مواءمات:| pdim (1/2) K,= [Ign‏ . )13 أعطينا Sle laal k‏ البيان المشمّر 
باستخدام المرتبات الثنائية من الدّرجة k‏ جميعهاء والتي عددها *2 بوصفها رموزًا هو 2 نسخة من K,‏ 
GY‏ أي Ania‏ لا يتوافق فقط مع متمّمته ب4 كل موقع. إذا لم يكن n‏ أسا ل 2 فنستطيع التُخلّص من الأزواج 
المتمّمة للحصول على بناء أو تركيب. lal Jalg‏ يتبع من النظرية 10.4.8: » باستخدام كل رأس # القائمة 
(على سبيل JEM‏ ضع ,_, , ,۷ = (U,‏ . 


4 نموذج eut E‏ (المسافة بين الرّؤوس) سنعرض المعلومات بصورة دقيقة. an‏ مسألة العنونة 
4 شبكات الاتصال خير مثال على ذلك؛ حيث يجب D‏ تنتقل كل رسالة بأقصر مسار إلى منطقتها المقصودة. 
دون مراقبة مركزية: Obs‏ كل رأس تصله رسالة يجب Gi‏ يحدّد المكان الذي سترسل adl‏ الرسالة باستخدام " 
المنطقة المقصودة فقط. فإذا كانت المتجهات لرأسين تعطي المسافة بينهما 2 LOL, Ola G‏ ما يستطيع Ol‏ يقارن 
بين المنطقة المقصودة للمتجه والمتجهات لجيرانه» ثمّ يرسل الرّسالة إلى أقرب جار للمنطقة المقصودة. 

لبيان مترابط G‏ نريد تعيين متجهات ued‏ بحيث تكون المسافة بينها Sae‏ المواقع التي تختلف فيها 
cci e‏ يكون هذا طمرًا متقايسًا (isometric)‏ أو ”يحافظ على المسافة» distance — preserv-)‏ 
(ing‏ من إلى H = £ , n. OK,‏ وتعني d (u, v) = d Af), oeuf VG) > VA) ails‏ 
AV)‏ على Gl‏ حال» SI‏ العديد من البيانات المترابطة لا تملك طمرًا متقايسًا 2 جداء كارتيزيّ للعصب؛ ومثال 
هذا , ر٥‏ لكل 22 k‏ (التمرین 11). 
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لهذا السّببء نقدّم الرّمز * ”لا تأخذ هذا الحسبان“. لتكن (* ,1 ,0( = S‏ ونعرف دالة التماثل d‏ 
على الشكل الآني: 1 = )1 ,4)0 و )€ d(l,‏ = 0 = )* ,4)0. ولترمز SY‏ إلى مجموعة المرتّبات من الدّرجة 
۷ (متجهات) مع مدخلات .2 5. ود "5 € b‏ ,هضع Je (a, b) = 24), b)‏ بیان -G‏ لبعض قيم N‏ 
نحصل على تشفير u, v € V(G). JS d (u, v) = d (ftu), AW) oso sum f: VG) > S"‏ 

S" Js‏ € 4 تقابل Lise‏ جزئيًًا Opd‏ وهو المكمّب ذو البعد NM‏ ويشير البعد للمكمّب الجزئيّ إلى عدد ظهور 
óla a, b € S" 3.a2.*‏ المسافة الصّغرى بين رؤوس المكعّبات الجزئيّة المتقابلة هي AM edel s dl (a, D)‏ 
لرؤوس مختلفة تقابل مكقبات جزئيّة منفصلة. وبخلاف ذلك ŠB‏ مسافتها سوف تكون 0. إذا Lia‏ الأضلاع 
لكل مكمّب Gija‏ معيّن. فإِنّنا نحصل على ”مكب مسحوق» H‏ علاوة على als Si‏ المحافظة على المسافة 
gaf: VG) > SY‏ طمر متقايس ل 6ے [1. 

f: VG > هودانّة الى‎ N بطو ل‎ (squashed - cube embedding) تعريف: طمر لمكب المسحوق‎ 12.4.8 
qdim G (squashed - cube dimension) المسحوق‎ wast! بعد‎ Lai .d (u, v) = d (Ru), AV) بحيث يكون‎ 

فهو الطول الأصغر لمثل هذا الطمر Ga‏ 

13.4.8 مثال: المتجهات 000« 001« Ole‏ و **1 تشکل طمرًا gnus Vasa‏ د K,‏ مع طول 3. 
S| das Y‏ رأسين متجاورين CAST‏ من As E‏ 3 لا يتغيّران؛ ‏ حين ينهار الضلع المجاور لكليهماء إضافة إلى 
انهيار الوجه المقابل بأكمله؛ ويكون البيانٌ الناتج K,‏ وتظهر صورة المكمبات الجزئيّة 2 الشكل أدناه بخط 
سميك» وهذا البناء يعمّم لطمر K,‏ 2 مكب مسحوق N= 1 osn‏ 
يطمر المسار P,‏ بصورة متقايسة 2 _ ,© دون سحوقات باستخدام 00...00« 10...00« 11...00« 
0 و يوجد طمر أقصر؛ GY‏ المسافة بين النقاط الطرفيّة ل,/ هي 1 - 1 وكل Glas‏ 
يسهم على الأكثر ب 1 للمسافة بين المتجهات. . 





lex 


.qdim(G) > >, «ido (viv;) Ole Ble G ols 131 aes .14.4.8 


الإثبات: لکل زوج 7 di <j ua,‏ نخصّص قالبًا له olas d (V, v)‏ ضع هذه الإحداثيّات 0 ل ,۷ء ;1 vj‏ 
و* لبقية الرّؤوس. إذا أعطينا رأسين. Ol‏ الإحداثيات التي لا تحتوي على * هي الإحداثيات المخصصة للزوج 
فقط. لذاء فإن a -d (v, v) = d ftv). fv)‏ 

باستخدام أسلوب القيمة الذاتيّة (التمرين 14.6.8(« أثبت جراهام وبولاك,1973[ (Graham - Pollak)‏ 
[1971م الحدّ Stall‏ العام على qdim (G)‏ الذي يعطي 1 - qdim £, = n‏ لذاء فکل من alias P, 9K,‏ 
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مكعّبًا مسحوفًا بُعده 1 - M‏ وقد خمّن جراهام وبولاك أن 1 - qdim G < n‏ لكل بیان مترابط على N‏ 
css lica‏ . وعرض جراهام $ 0 لإثبات هذا التخمينء » وقد وجد ويتظر as da.‏ اجات هذه AAA‏ 
”مخمّنة المكمّب المسحوق“. يولد إثبات وينكلر بالضبط مكعبًا مسحوقا مشفّرًا بعده 1 راك Bst ei.‏ 
على 7 من الرّؤوس . سنبدأ بوضع دليل على الرّؤُوس؛ اختر ر۷ عشوائيًا. . وبعد ذلك» جد شجرة مولدة'1 بحيث 
v) = d, V, vj) oss‏ رك نكل vE VG)‏ (م من الممكن توليد G‏ بواسطة البحث الأفقي أولاً من o (V,‏ 
لد ا ولو أي» إذا تم اختيار التدليل ل ,۷ ,... Vy‏ ليكن , , ,۷ هو الطفل الذي لم 
نصل إليه من TEV,‏ وذلك إذا وجد واحد . وبخلاف ذلك: تحرّك بطريق r£‏ إتجاء shell‏ ختى تجد Uy‏ 
له مثل هذا الطفل. ولاحظ أن الأدلة الناتجة تزداد من خلال كل مسار من T2 V‏ 
8. مثال: الترقيم Gagal‏ ولا للشّجرة اراتا Y‏ ب الرّسم أدناه؛ تنتمي الأضلاع ذات ast‏ 


السّميك إلى US LT‏ الأضلاع ذات الخط الرّفيع: à‏ فتنتمي إلى T‏ - 6. وسوف نستخدم هذا المثال لتوضيح عدّة 
خطوات ك الإثبات. 
2 1 
«ll.‏ 
5 4 3 


من الآن فصاعدًاء ثبّت 7 وهذا الترتيب للرّؤوسء وارجع إلى الرّؤُوس بحسب دليلها ب هذا الترتيب. لتكن 
P.‏ مجموعة الرؤوس للمسار من إلى 0 TA‏ وليكن ”7 هو الوالد د 2 7 (الرّأس التالي على المسار من i‏ إلى 
0( وليكن ai Aj = max(P, ^ P)‏ الرس الذي يتقابل فيه المسار من أ إلى 0 والمسار من f‏ إلى 0. إذا 
أعطيت الترقيم العمودي YJ‏ للشجرة الأفقيّة Ga TY‏ . فاجعل c(i, j) = di, J) - d (i, J)‏ هي التعارض 
«i. j o 58 (discrepancy)‏ 


15.4.8 المثال‎ 2. T3 للشجر‎ c(i, K) أدناه» نسجّلعند كلّرأس/ التعارض‎ c(i, /( eit 8ل مثال :2 البيان‎ 
0 0 0 0 0 0 
geste bee e al aod lca 
0 0 0 ]* BI 13 3 
10] 1^3 1 5 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 


8 . تمهيدية : )]1983[ Winkler‏ (. يملك التعارض الخصائص الآتية: 
ch, j)-c(ji)z0 (a‏ 
(b‏ إذا کان -c(i j) = 0571 EP‏ 
(c‏ إذالم یکن ۲ ع و ci, j) Sc, J) > ©), j) + 25a. JEP‏ 
الإثبات: (a)‏ المسافة 2 البيانات متماثلة؛ والمسار الأقصر من آ إلى 2 G‏ ليس أطول من المسار T2 Login‏ 
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(b‏ المحافظة على المسافات ل ر۷ تعطي أن المسار من P‏ إلى 72 هو أقصر مسار من 1 إلى ز2 (G)‏ بما أن 'ز 
ينتمي إلى المسار من آ إلى TAZ‏ فإنه يصبح لدينا 1 = (i, j) - d, j)‏ وبما ff’ € E(G) Bi‏ يصبح 
لدينا أن 1 > |('ز.1) n .2 À 1,0 saci, j) — c(i j') > Ho (i,j )-do‏ 


7 1 

7 
مع هذا المفهوم للتعاركن: نستطيع إعطاء A»‏ واضحة عن كيفية عمل تشفير وينكلر» ٠‏ سنستخدم 
شجرة بحت لأنها Lala‏ )1 — #) من الإحدائيّات الطبيعيّة. إن المسافة 2 الشجرة هي ”تقريب“ للمسافة 
2 البيان؛ وتحتاج إلى SI‏ تكون معدلة بواسطة التعارض. وتشفير وينكلر يضع 1 2 الإحداثيّ ۸ لأحد الرّؤوس 
j) Jj. i‏ ,4)1 بالضبط من قيم ۸ء ونريد للشفرة الأخرى S‏ تملك 0 بالضبط 2 J)‏ ,)ر من هذه الإحدائيّات؛ 
لذلك» ننجز التعديل بامتلاك * بالضبط 2 CCE, J)‏ من الإحدائيّات؛ حيث شفرة واحدة تملك l‏ والمسألة هي 

Ol‏ نصمّم التشفير لننجز هذا لأزواج الرّؤوس جميعها 2 الوقت نفسه. 


JS (Winkler [1983]) : ay ptas .18.4.8‏ بیان مترابط على 7 من الرّؤوس G‏ يملك Van‏ مسحوقا بعده 
mes 1‏ 

KA) =O) AD) كما هوموصوف أعلاه. نعرّف تشفيرًا‎ 0, ..., N= l وترقيم‎ T2 n yid GLOY 
هو:‎ jail. di, J) = da, e recs 

k EP, 1إذاكان‎ 

c(i,k)— c(i, k') = 1 ols tal 

Hck) أو‎ > k د‎ c)i,۸( - c(i,k')=1 دم » إذا کان‎ OD 
فردیٰ۔‎ c(i ۸( :و‎ >k ack) -c(i,k') 22 ٭ !13 کان‎ 
غير ذلك.‎ 0 


A2) = 110*0 (1)ن‎ = 10000 AO) = 00000 هي‎ 16.4.8 jt (المتجهات 2 التُشفير‎ 
(5) = + x 111 (4) =  « 110 (3) = 0 

olay‏ أنْ A AD), JU) = 44, j)‏ نعد الإحداثيّات حيث يكون واحد من atte f) s)‏ 1ء والآخر 
يملك 0 مثل هذه ال ۸ من الإحداثيّات تنتمي إلى (P, U P,‏ حيث وضعت الواحدات جميعها. من BLII‏ 
j € P, As ts al‏ وسوف Si‏ الحالتين P, si EP,‏ 4€ 

إذا كان 2 € d; (i.i) bi‏ = (1. )4 وتكون 1 = DIAD = fU)‏ وفقط 
FERUNT gin k € P ols ta)‏ الى راو زا عل PRI‏ 
لاحظ أن لكل P -P,‏ € يكون لدينا 0 = fC)‏ وعليه. 5 d, (f (i), f (J).‏ = 

إذا كان òb d É P,‏ واحدًا بالضبط من SD}‏ 3 يساوي 1 GLS‏ عندما يكون 
P)‏ - ص) لا k € (P, - P)‏ ونحتاج إلى برهنة أن المتجه الآخر يملك * بالضبط  C(I, j)‏ من هذه 
الإحداثيّات. وهذا يعطي: 
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d, (Ri), füj)) = IP, - P| + IP,- P] - c(i, j) = ,)رك‎ j) c(i, j) = di j) 

Vs f (S)of(2) 6i هي الإحداثيات الخمسة جميعها ؛ وبما‎ (P, — P.) U (P, — P.).16.4.8 geu 2 
كما أردنا.‎ .d (f (2), /)5(( = d (2, 5) = 2 ls يملكان * 2 ثلاثة من هذه الإحداثيّات»‎ 

لتعيين التجوم * # هذه المواقع؛ خذ 2 الحسبان التغيير ب التعارضات الذي نحصل عليه بسبب جلب Si‏ 
من أ أو إلى نقطة تقاطع P‏ مع P,‏ خذ 2 الحسبان قائمتين: 

O=c(i,inj)s...<c(i,j')<c(i,/) 
O=c(i ^j,i)s..sc(i' j)sc(i.j) 
JG) & ونحصل على * واحدة‎ 0 > m € c (i, J) زوجي حيث‎ JINI) 2 سوف نحصل على * واحدة‎ ; 

.0 > m € c (i, j) فردیٰ حيث‎ m لكل‎ 

لکل on m‏ حيث m > © (i, j)‏ > 0: لیکن ,زهو SAS‏ الوحيد حيث (i, j^) > msc(, j,) < m‏ 
حتى عندما تكون القيمة M‏ ليست القائمة الأولى؛ OUS‏ ,'ريكون حسن التعريف؛ OM‏ © تت تتغير على الأكثر 2 مع كل 
خطوة: Obs‏ قيم oS j‏ مختلفة . فضلا عن ذلك: يضمن الترتيب الغموديّ الأوّل i > KEN‏ لكل AEP — P‏ 
لذلك. فإِن* = k € P, - P Jsf)‏ إذا وفقط إذا كان =j,‏ ۸ لبعض ei‏ الزوجيّة glue.‏ 16.48 
لاحظ أن ل Aulas) = Q,5)‏ = ,رو * = JO‏ 

c, J) < m الوحيد بحيث‎ ANE, 0ء ليكن‎ > m € c (i, J) حيث‎ Go 2m JSI بطريقة مشابهة؛‎ 

و Lats c (i' mJ) <M‏ السا کون قرم رآ phere ioe ati‏ والدزتيب العمودي NG)‏ يضمن 
Sle uar. k e P,- P isj > kö‏ * = )4 لكل DI k € P, - P,‏ وفقط إذا كان i,‏ = ۸ لبعض قيم 
m‏ الفرديّة .2 Jai‏ 16.4.8 لاحظ )35 (2,5) = ) يكون لدينا 2 = Li‏ = رقو * = AQ =f)‏ 

pga nae hg eld‏ کچ P, U P,—‏ — رها Sad sae ga‏ الزوجية الصّحيحة بين 
c(i, j) 91‏ > إضافة إلى عدد الأعداد الفرديّة الصّحيحة بين 1 و( CCH,‏ ويساويان معا „c(i, j)‏ 


التفريع ونشر الإشاعات (Branchings and Gossip)‏ 
لقد درسنا مسألة إيجاد العدد الأكبر للأشجار المولّدة المنفصلة ضلعيًا )9 Ur‏ زوجًا 2 بيان the‏ وهذا يساوي 
K ssl‏ بحيث يتحقق لكل تجزكة رؤوس ل وفثاك )1 - (IP‏ ضلعًا على الأقل تعبر بين مجموعات P‏ (النتيجة 
Aa . (59.2.8‏ سوف نأخذ 2 الحسبان مسألة ables‏ يانات الموجهة تعلق بنظرية pate‏ (التمرين 14( 
وهذه النظرية هي نظرية أصغر - أكبر تركز على الأزواج من الرّؤوس. نفحص ”خاصّيّة التّرابط من رأس واحد 

لبقيّة الرّؤوس للبيان الموجه. 


oe 
» 


8. تعريف: التفريع من (r — branching) r as jàn‏ -2 بيان موجّه يعد شجرة مجدوة Ro‏ 
“Gaul‏ من ”. إِنْ oa SIE‏ يملك درجة دخول Lal O‏ الرؤوس الأخرى جميعها فتملك درجة دخول 21 
والرؤوس الأخرى جميعها قابلة للوصول من 7. ليكن G)‏ :#07 يرمز إلى أصغر عدد من الأضلاع والتي 
يؤدي حذفها إلى الحصول على راس ما لا تستطيع الوصول إليه من T‏ 
Òl‏ حذف الأضلاع الدّاخلة إلى المجموعة X CV (G)-{r}‏ يجعل كل رأس XS‏ غير قابل الوصول إليه من 

-T‏ من جهة أخرى. Ola‏ أي مجموعة أصغريّة والتي بحذفها لا نستطيع الوصول إلى بعض الرّؤُوس يجب أن تشتمل 

على الأضلاع جميعها التي تغادر مجموعة الرّؤُوس التي تم الوصول إليها. «ad‏ فإن G)‏ :#7 تساوي الأصغر 

على المجموعة غير الخالية 1X C V(G) {r}‏ عدد الأضلاع الداخلة X2‏ 
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2.5 مجموعة التفريعات من الدّرجة ” المنفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًاء Bla‏ كل تفريع يجب أن يستخدم ضلعًا 
واحدًا alo‏ × على الأقل. لذلك: يوجد على الأكثر G)‏ 07 تفريعات من الدّرجة 7 منفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًا 
.2 6. وقد أثبت إدموند أن هذا الحدّ قابل للتحقق. ومناقشتنا تسمح بوجود الأضلاع المتكرّرة. 


8 . نظرية : (نظرية التفريع لإدموند [1973]) لرأس 27 بيان موجّه Saal G‏ الأكبر للتفريعات من 

KG; G) زوجًا زوجًا ب 6 هو‎ Gaba المنفصلة‎ Ae 

الإثبات: )]1976[ V su (Lovász‏ مجموعة dii uc‏ لاحظ Goll Soul Gi‏ يتحفّق EY‏ كل 
مجموعة جزئيّة من 7 — V‏ تكون قد دخلت على الأقل من خلال ضلع واحد ‏ كل تفريع من الدّرجة 7. . وسوف نبرهن 
الوجود د (6 (r;‏ ' تفريعًا من الدّرجة ‏ منفصلة ضلعيًا بواسطة الاستقراء على k= 13.K = xr G)‏ يكفي 
البحث الأفقيّ Wal‏ لتنمية تفريع من الدّرجة Us EY OF‏ رأس قابل للوصول إليه. ول 1 < sk‏ نبحث عن تفرع 1 من 
الدّرجة 7 بحيث يكون 1 Kr; 6 - E(D) = k-‏ لذاء Sle‏ فرضية الاستقراء تزودنا ب 1 — k‏ تفريعًا إضافيًا 
من الدّرجة 7. 

التفريع الجزئيٌ من الدّرجة T‏ هو تفريع من الدّرجة F‏ لبيان Sipe‏ مُحدث G2‏ ليكن 7 تفريعًا Us‏ 
من الدّرجة T‏ وله رتبة كبرى بحيث 1 - ٣ ou oL Kr; G - ECT) k‏ نفسه يكون مثل هذا التّفريع؛ مع 
ECT) = ©‏ ضع V(T)‏ = ؟. إذا كان 7 = S‏ فنكون قد انتهينا. لذلك» من الممكن افتراض S + VÀ‏ 

ل -7 X C‏ لیکن یرمز إلى sae‏ الأضلاع & G - E(T)‏ التي تدخل إلى X‏ إذا كان ۸ > ر لكل 
X € V-r‏ التي V— Seba‏ فنستطيع توسيع T‏ بإضافة Gi‏ ضلع من S‏ إلى S‏ - 7. لذاء نستطيع اختيار 
أصغر مجموعة ” - U C V‏ تقطع V — S‏ وتكون داخلة من خلال )1 - ۸) ضلعًا بالضبط. (للتوضيح؛ تتكؤن T‏ 
من الأضلاع المتصلة الرّفيعة). 

بسبب K (r; G) = ki‏ وبسبب عدم حذفنا A‏ ضلع داخل إلى LU - S‏ فسيبقى لدينا ۸ < ۽ )€ على 
dl‏ حال 1 - ۸ = le,‏ يجب D‏ يوجد ضلع -U - SMSO Uo Xy‏ وندّعي XY Gl‏ يمكن Oh‏ يضاف لتوسيع 
T‏ وهذا يناقض الأعظميّة ل'7. لذاء نحتاج فقط إلى تحقيق بقاء 1 - k‏ ضلما على JÈN‏ يدخل إلى كل 7 - W © V‏ 
عندما نحذف Xy‏ من liag G - E(D)‏ يتحقق تلقائيًا إلا إذا كان y © W ,x € V - W‏ ويكفى برهنة Gh‏ 
f W fie, 2k‏ 

boy‏ أنّ الكمية ر٥‏ + Lee,‏ الأضلاع الداخلة إلى JS‏ من W‏ و . ما عدا الأضلاع التي بين 
U-W‏ و[]-17: Sle‏ الأضلاع الداخلة إلى WU U‏ وتلك الداخلة إلى W ۸ U‏ تعد مرتين. A‏ فإن 
ey + €; < € uy + Cy Ny‏ أصبح لدينا 1 - ۸ < ںں € من خلال خاصّيّة التعريف ل"1, و1 Cy =k-‏ 
بواسطة البناء» و ۸ < cause, n,‏ أنْ 77 U-‏ € ×والأصغريّة د e,2k-l-(k-l)*k- kol U‏ 
كما نرغب. z‏ 


MCN 
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يمكن تحويل إثبات لوفاسز إلى خوارزميّة لإيجاد العدد الأكبر للتفريعات من الدّرجة ” والمنفصلة زوجًا 
زوجًا؛ وقد أعطى تارجان ]1974/75[ خوارزميّة أخرى. ربما ندعو K' (r; G)‏ التّرابط Gabler‏ المحليّ 
الشامل (Local — global edge - connectivity)‏ . لاحظ i‏ للنظرية 20.4.8 عدة صور متكافئة 


8 . نتيجة s‏ إذا كان Ledge Lbs G‏ و7 رأسًا ‏ 6. و0 < Sle k‏ العبارات AL‏ تكون متكافئة 

G 6‏ يملك ۸ تفريعًا من الدّرجة 7 منفصلا ضلعيًا زوجًا زوجًا. 

XC WG)- {r} je [x. x] ] < k damiksk'(rn Zk (b 

E Ls aLaan s UU من‎ bas K as) S HT US (c 

(d‏ يوجد ۸ شجرة مولدة منفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًا 2 البيان الأصليّ المتضمّن (غير الموجّه) . والتي لكل 
EF‏ ى تحوي بينها ۸ ضلعًا بالضبط من البيان الموجّه G‏ تدخل S‏ 
الإثبات: 8 e‏ 4هي نظرية إدموند, CUI‏ جه 8 فهي نظرية منجر. >D‏ 4 مباشرة. ل D > B‏ نفترض 
أن lad‏ موجودة: es .U € V — T Ais‏ كل شحرة IU - 1 bulge‏ ضلعًا ضمن U‏ على الأكثر. لذاء فإن 
الأشجار تملك معًا )1 -11/1)/ ضلعًا على الأكثر ضمن7] . ومن الافتراض: فإِنّ الأضلاع للبيان الموجّه G‏ تقابل هذه 
الأشجار التي تحتوي بالضبط على MU‏ ضلعًا مع مقدّمات 2 U‏ لذلك؛ فإنّ ۸ ضلعًا على الأقل يدخ ل n U‏ 

لاحظ شرجفر (Schrijver)‏ 5 نظرية التفريع لإدموند يمكن Ol‏ تبرهن أيضًا باستخدام اتحاد الماترويدات 
وتقاطعها. أهمل الأضلاع التي تدخل الجذر 7. ليكن ,1هو الاتحاد ل ۸ نسخة من الماترويد الحلقيّ على البيان 
الأصليٌّ غير الموجّه. وليكن ga M,‏ الماترويد الذي تكون فيه مجموعة من الأضلاع مستقلة إذا وفقط إذا لم يكن GU‏ 
k + 1‏ منها تملك المقدّمة نفسها (هذا هو الجمع المباشر للماترويدات المنتظمة التي رتبتها /).يوجد ۸ تفريعًا 
منفصلا من الدّرجة 7 إذا وفقط إذا كان هذان الماترويدان يملكان مجموعة مستقلة مشتركة حجمها - K(n(G)‏ 
(1. 

إِنَّ التفريعات من الدّرجة” المنفصلة ضلعيًا زوجًا زوجًا تزوّدنا بقواعد (بروتوكولات) ثابتة تتسامح مع خطأ 
الرّسائل المرسلة من BT‏ حين تكون c‏ الشجرات البديلة متاحة . بعدها نأخذ 2 الحسبان قواعد ثابتة للإرسالات 
من US‏ رأس إلى الرّؤوس الأخرى جميعهاء حيث يتمّ الإرسال -2 اتجاهين. إلا I‏ التنفيذ يتمّ بترتيب معيّن. 

السؤال التاتج هو مسألة انتشار الإشاعة -(gossip problem)‏ خذ ‏ الحسبان 7 من الإشاعات 
يتضمّن كل منها معلومة سارة ؛ وبسبب أنها إشاعات. Si‏ كل شخص يريد معرفة المعلومات كلها « وعندما يحدث 
اتصال بين شخصين؛ JS Sib‏ شخص يخبر الآخر JS‏ ما يعرف. السؤال: ما عدد المكالمات الهاتفيّة التي نحتاج 
إليها لتقل العلومات جميمها $ aal‏ شر العديب من الحلول ج بداية'السّبعيتيا تمن القرن Di dall‏ 

US بمهاتفة‎ Y يعود‎ BX ؛ حيث يهاتف كل شخص‎ Sigs oso GUSH من‎ 2n — 3 تحقيق ذلك ب‎ ol 
دمج المكالمة الأخيرة دخولا والمكالمة الأولى خروجا. عندما تكون‎ dal مكالمة واحدة عن‎ 99 pass واحد‎ 
تتكون من أربعة أشخاص»‎ S يجري الآخرون مكالمة هاتفية مع مجموعة‎ T مكالمة تكفي:‎ 2n — 4 n < 4 
باستخدام ما مجموعه‎ S يتلقى الآخرون المكالمات من‎ e. المعلومات مع زوجين متتاليين»‎ S بعدها تتشارك‎ 
هذا هو أفضل ما يمكن.‎ Dd مكالمة. وباستخدام نموذج بيان؛ سن سنبين‎ (n - 4) + 4 + (n-4) = 2n- 4 


8 . تعريف: البيان المرتب :(ordered graph)‏ بيان مع ترتيب للأضلاع (الأضلاع المتكرّرة مسموح بها) . 
والمسار المتزايد (increasing path)‏ : هو مسار بواسطة أضلاع متتالية لاحقة. Lal‏ مخطط الإشاعة 
(gOSSÍp scheme)‏ فهو بيان مرتّب يملك مسارًا متزايدًا من كل رأس إلى US‏ رأس من الرّؤوس الأخرى. 
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Sin‏ مخطط الإشاعة هذا Y”) NOHO‏ يسمع أحد معلوماته الخاصة“) إذا كان لا يملك مسارًا متزايدًا 

من × إلى بالإضافة إلى ضلع لاحق بين 3X‏ 
8 . نظرية : إذا كان 4 < 7 Šla‏ العدد الأصغر للأضلاع ‏ مخطط إشاعة على N‏ من الرّؤُوس هو 

.2n— 4‏ 
الإخبات: )]1972[ (Baker — Shostak‏ سوف نستخدم كلمة ”مكالمات“ بحرّيّة بدلاً من كلمة ”أضلاع» 
لتأكيد الترتيب» وإمكانيّة وجود أضلاع مكرّرة. | الخطة الموصوفة أعلاه تستخدم 4 - 20 مكالمة: ويبين تحليل 
الحالة tél‏ الأمثل ل 4 = 7. وهذا يزوّدنا بأساس لإثبات بالاستقراء على A‏ وإذا كان 4 < n‏ « فيمكن افتراض 
Gi‏ كل مخطط إشاعة على 1 — 77 من الرّؤوس يستخدم على الأقل 6 — 2 -Ulsa‏ إذا كان 4 - 277 ليس مثاليًا 
ل 7 من الرّؤوس: Lid‏ نستطيع إضافة مكالمات للمخطط المثالي (إذا كان هذا ضروريًا) للحصول على مخطط 
إشاعة G‏ على 7 من الرّؤوس له 5 — 271 مكالمة بالضبط. 

الاذعاء الأوّل: G‏ يحقق 710110. وبخلاف ذلك. G Ola‏ سيملك مسارًا متزايدًا من V, SIX‏ عبر الأضلاع 
© ,... ,€ متبوهًا بمكالمة VX‏ = ,,©. احذف ,© و , ,525.8 المكالمات الأخرى التي تشمل × إلى 2 + / 
مجموعة؛ تتكون E‏ من المكالمات (الأضلاع) الموجودة قبل <k: E $e,‏ 7 > 1؛ تتكون من المكالمات الموجودة بين 
,© ور , ,€ 2 حين تتكون E,‏ من المكالمات الموجودة بعد , Oy,‏ .ي كل E, pales‏ € ضع ,۷ أو v,‏ أو v,‏ مكان X‏ 
.2 الحالات ۸> 7 > 1 ,0 > i‏ أو 1 + =A‏ على الترتيب (انظر التوضيح). o3‏ أ EG) - (e, ٠,‏ هي 
مخطط إشاعة على (X)‏ - (7)6؛ Js GY‏ مسار متزايد خلال X‏ قد استبدل به مسار متزايد يتكوّن من الأضلاع 
نفسهاء بل ربما من أضلاع إضافيّة من Ò. {e}‏ هذا المخطط يملك 5-(1 - 207 ضلعًاء وهذا يناقض فرضيّة 
الاستهرا 





الاتعاء الثاني : لاحظ d(x) - 3 Gi‏ مكالمة تعد عديمة الفائدة د . لذاء Gta‏ 3< (5)6. لتكن OX)‏ مجموعة 
المكالمات التي تم من خلالها الوصول إلى رأس للمرّة الأولى من خلال مسار متزايد qe”‏ “من إن هذه المكالمات 
تشكل رة والشجرة M(x)‏ من الأضلاع افيدة ”دخولً» دهي SAW OG)‏ ب العكسيّ على E(G)‏ سوف نثبت 
أن O(x) NUK)‏ هي مجموعة الأضلاع الواقعة على X‏ إذا جد مسار متزايد من VAX‏ بحيث يصل هذا المسار 
إلى Si Jas y © NG)‏ يصلها الضلع Xy‏ فإن x‏ تخالف أو تنتهك NOHO‏ لذاء فإن Xy © O(x)‏ وبطريقة 
مشابهة. xy € U(x) Sle‏ وبالعكسء إذا كان OE) N Ix)‏ يحتوي ضلعًا © ليس واقمًا على bae Ola X‏ متزايدًا 
من × يحتوي € ومسارًا متزايدًا ل يحتوي © يندمجان لانتهاك -x3 NOHO‏ إذن. Li lOG) NZE) = dx)‏ 
الأضلاع ”عديمة الفائدة د ×“ فهي الأضلاع التي ليست IE)‏ لا O(x)‏ ويكون لدينا: 


0)) U1(x)| = 2n - 5 - (n - 1)-(n - 1)+ d(x)= d(x) -3 


وبما أن هذه تحسب مجموعة من الأضلاع» فإن 3 < -&(G)‏ 
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Jao الثالث: البيان الجزئيّ الذي نحصل عليه بحذف المكالمتين الأولى والأخيرة اللتين أجريتا‎ s Le Sl 
إذا كانت‎ X المكالمة الأولى التي تشمل‎ xy سور . لتكن‎ LiL, alles Yo على الأقل‎ LS مر‎ aad elles uly كل‎ 
وهاتان المكالمتان لا‎ XY تحدث قبل‎ Lil فمن التعريف نجد‎ ZA حيث×‎ VZ المكالمة الأولى التي تشمل هي‎ 
مجموعة‎ ola عند 2. لذلك»‎ NOHO مسارًا متزايدًا من إلى 2 ينتهك‎ GLB XQ VZ بعد‎ -Z MX تتواصلان من‎ 
WD المكالمات الأولى "هي مواءمة؛ ويوجد 71/2 منها. وبالمثل» مجموعة المكالمات الأخيرة هي مواءمة حجمها‎ 
:ومن القضيّة 11.2.1 جد‎ OM ple حمسن مر كنات‎ ullas dale s. laa 72 — 5 يولك‎ G — F — L ايان‎ dad 
5 (G) 23 SY معزولاً‎ LL) أنّ هذا البيان لا يملك‎ 
C, C, .C, رأسًا ما × تكون درجته 3 على الأكثر. لتكن‎ le e(G) = 2n - 5 > 2n i التناقض: بما‎ 
الأوسط‎ MASA qur ame كذلك على جاريها‎ 9X التي تحتو ي على‎ G — F— Lok y 
فقط من خلال مسارات تبدأ بالضلع الأول‎ OF أن تنتمي إلى‎ ose G = F- a eat dud. (C, 2- 
G-F-Lg» os «fabs.C, أو‎ C, nmm Leila لذلك»‎ . F UL أو الأوسط الذي يشمل ×ویتجنب‎ 
المركبات التي يوجد منها اثنان على الأقلء فتكون‎ aaa, أضلاع بة‎ US فقط.‎ C, أو‎ C,  رهظت‎ U(x) التي تنتمي إلى‎ 
0600-3 =04 رأسًا معزوك) . ولكن الادعاء الثالث يسمح فقط ب‎ etas Y 2)6 - ۴-1 القائدة ل‎ dae 
" .× ضلعًا عديمٍ الفاكدة د‎ 

2 التطبيقات cauaa!‏ قد نرغب 2 تصغير الطول Gist‏ للرسائل أو الزّمن GAS‏ (بافتراض Si‏ كل 
رأس يتشارك بمكالمة على الأكثر لكل وحدة زمن). إضافة إلى أننا نستطيع حصر الأزواج المسموح لها بمكالمة 
بعضها بعضا. وقد يكتمل نشر الإشاعة 2 4 — 27 إذا وفقط إذا كان بيان المكالمات المسموحة مترابط» ويملك 
حلقة من الدّرجة )4 )]1981[ as b .Kleitman — Shearer [1980], Bumby‏ الاختلافات الأخرى .2 
الحسبان البيانات às‏ (التمرينان 15 — 16( وتحمل الخطأء ومكالمات مؤتمر ... إلخ. 


(list Coloring and Choosability) التلوين القائميٍ وقابليّة الاختيار‎ 


as‏ التلوين القائميّ نسخة أكثر عمومًا من مسألة التلوين ad‏ ما زلنا نختار gh‏ واحدًا لكل رأس, 
ولكن مجموعة الألوا ن المتوافرة عند كل رأس قد تكون مقيّدة؛ وقد قدم هذا النموذج فايزنج ]1976[ (Vizing)‏ 
وإيردوزء وروبن» وتايلور ]1976[ (Erdós — Rubin — Taylor)‏ بصورة مستقلة. 


8. تعريف: لكل رأس v‏ -2 بیان G‏ لتكن Jus L(V)‏ على قائمة ألوان متوافرة عند LV‏ إن التلوين 
القائمي (list coloring)‏ أو alis‏ الاختيار (choice function)‏ هو تلوين فعليّ SF‏ بحيث يتحقق ol‏ 
v IAV) € L(v)‏ یکون البیان Su G‏ اللاختيار من الدّرجة (k— choosable) k‏ أو Sula‏ للتّدوين 
estan‏ من (list ۸ — colorable) k as jut‏ إذا كان کل تخصيص لقوائم مكونة من K‏ عنصرًا للرّؤوس 
يسمح بتلوين قائميٌّ Glad‏ ونعرّف العدد اللوني (list chromatic number) cesta‏ أو عدد الاختيار 
«(choice number)‏ أو قابليّة الاختيار (choosability) x, (G)‏ على أنه (L)‏ أصغر k‏ بحيث يكون 
G‏ قابلا للاختيار من kasal‏ 
بما أنْ القوائم قد تكون متطابقةء x(G) > > x(G) bs‏ وإذا كان حجم القوائم على الأقل AG)‏ + 1ء 
Ska‏ ون Guth‏ بصبوزة Ekin Ligh ud y Aia‏ عند كل dae Gal‏ أنهذا التعاش مايه تعوارزيية التلوين 
الشره» ويبرهن X(G) € 1 + AG) Gl‏ (انظر التمرين 22 لتشابهات أخرى مع OKG)‏ على Bi‏ حال؛ lis‏ من 
غير الممكن وضع حدّ Gale‏ على OG) UY X (G)‏ حيث توجد بيانات ثنائية الفرع مع عدد لوني قائميّ كبير جدًا. 
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8. قضيّة. )]1979[ (Erdós - Rubin - Taylor‏ 131 کان )"£ K, oo m = È”‏ غير قابل 
للاختيار من الدّرجة /. 


الاثبات: لتكن Y, X‏ التجزئة الثنائيّة د ,, che . G = K,‏ المجموعات الجزئيّة المختلفة التي تملك k‏ من 
العناصر ل [1 [Dk‏ بوصفها قوائم للرّؤوس ال والشيء نفسه د 7 Ley‏ 255 اسان fola ada‏ إذا 
كان ت/رتستخدم أقل من / اختيارًا مختلفًا S C [2k — iasadan X2‏ تملك ۸ من العناصر غير 
المستخدمة؛ وهذا يعني عدم وجود لون قد اختير 2-50 X‏ الذي يملك S‏ بصفتها قائمة له. إذا استعملت f‏ 
على الأقل ۸ Ugh‏ على رؤوس ا ob‏ هناك مجموعة [1 -2۸] S C‏ تحوي k‏ عنصرًا من الألوان استعملت 2 
X‏ ولا يوجد لون يمكن اختياره Gla‏ لرأس Y‏ الذي قائمته S‏ " 

يعد حساب gaza A] ALII ael a afl‏ من aal caus‏ اللوي لان العيارتين edi‏ العلوي: Canty‏ 
السّفلي تشملان محدّدات قياسية شاملة. كان تحديد البيانات ثنائيّة الفرع التامة القابلة للاختيار من الدّرجة 3 
K, ,08.3 <m Sns Wied ase‏ يكون قابلاً cas EU‏ من الدّرجة 3 إذا وفقط إذا كان 

(Erdés — Rubin - Taylor [1979]) 7 <26,m = =3‏ أو 

(Mahadev — Roberts — Santhanakrishnan [1991]) <20,m = 4‏ أو 

(Shende - Tesman [1994]) n € 125m = 5‏ أو 

.)0' Donnel [1995]) 7 > 105m = 6 

استخدم JS‏ من ألون [Alon]‏ وتارسي ]61992[ (Tarsi)‏ كثيرة حدود مرافقة لبيان لكي يحصلا على 
حدود علوية على X(C)‏ (انظر أيضًا Ui. ([1993] Alon‏ فليشنر (Fleischner)‏ وستيبتز (Stiebitz)‏ فقد 
استخدما هذه الطريقة لإثبات أن إضافة 7 من المثلثات المنفصلة إلى حلقة من الدّرجة 377 يعطي بيانا قابلاً 
للتّلوين من الدّرجة 3؛ وقد برهنا النتيجة الأقوى, وهي أن هذا البيان قابل للاختيار من الذرجة 3. 


وهناك نوع آخر من التلوين Galal‏ أيضًا > حيث نعيّن فيه قوائم الأضلاع . ويجب اختيار تلوين Glad Galia‏ 


8 . تعريف: لترمز Le)‏ إلى قائمة الألوان المتوافرة للضلع ©. إن التلوين الضلعي القائمي 
(list - edge — coloring)‏ هو تلوين i flab Galo‏ حيث يتم اختيار Ke)‏ من L(e)‏ لكل ©. وقابلية 
الاختيار الضَلعيَ Xy (G) (edge — choosability)‏ هي أصغر K‏ بحيث إِنّ كل تعيين لقوائم من الحجم Ke‏ 
يعطي تلوينًا ضلميًا قائميًا فعليًا .وبصورة مكافئة X (G) = X, (L (G))‏ حيث sa L(G)‏ البيان الخطيّ د 6. 


تعليل العبارة ل 1 - ( 24)6 ك x(G)‏ يعطي X, (G) < 6 ( - 18 LA‏ (التمرين 22). وعليه. 
X (G) < 2x (G)‏ كما 2 التلوين العاديء Obs‏ استخدام البقائاتاتخطيّة يشر عن Axa‏ الضلع بوصفها 
حالة خاصة من نسخة coal‏ ويسلك بصورة أفضل كذلك. وعلى الرّغم من هذاء So Sa‏ التخمين لقابليّة 
الاختيار الضّلعيّ يكون مفاجًا . لقد c cil‏ هذا بصورة مستقلة من iB‏ العديد من الباحثين بمن فيهم qx:‏ 
جوبتاء البرتسون. كولنزء وتوكرء وويبدو. ولكنّه نشر أولا 2 بلوباز — هاريس ]1985[ (Bollobas - Harris)‏ 
(انظر أيضًا ]1986[ .((Bollobas)‏ 


n .6 JS x/(G) = X(G) مخمنة : (مخمّنة التلوين القائميّ)‎ . 8 


للبيانات البسيطة؛ تؤدّي هذه المخمّنة ونظرية فايزنج (النظرية 10.1.7( إلى X, (G) > 4)G( * LG‏ وقد 
أثبت JS‏ من بلوباز وهاريس ]1985[ X, (G ) >64 )© ( Ši‏ عندما 11/6 > © عندما تكون pS A(G)‏ 3 
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بما فيه الكفاية. إنّ هذا وتحسينات لاحقة أيضًا استخدمت طرقا احتماليّة. وقد أثبت (Kahn) oals‏ [1996م] 
AA‏ بصورة متقاربة؛ حيث أثبت أن X (G) S (1 +o (1 ))4(G)‏ 2 حين Gla‏ کل من هاجكفست 
(Haggkvist)‏ وجانسن ]1997[ Gs (Janssen)‏ الخطأ ليصبح X (G)x d +o(d ° flog d):‏ عندما 
Gl . = A(G)‏ مولوي Molloy)‏ وريد ]2001[ (Reed)‏ فقد هذبا الحد بصورة أدق (وعمّمام) . 

-1979 العام‎ 2 (Dinitz) دينتز‎ Jao € = 1), „IGAL الحالة الخاصّة لمخمّنة التلوين‎ ERA 
Isl: على صورة مصفوفة:‎ chua Lasia وأصبحت مخمّنة دينتز شائعة‎ . Kor , ل‎ [P1993] (برهنها جانسن‎ 
فإنه من الممكن اختيار عنصر واحد من كل مجموعة‎ i di كان كل موق لشبكة !08-7 7يجتوي علج مجموعة حجمها‎ 
بحيث تكون العتاصرٌ المختارة 4 كل صف وعمود مختلفة.‎ 

لقد أثبت جالفن [1995م] ahaa (Galvin)‏ التلوين القائميّ للبيانات الثنائيّة الفرع التي تتضمّن محمّنة 
دينتز (انظر أيضًا )]1996[ (Slivnik‏ وسنبرهن هنا مخمّنة دينتز فقط باستخدام مسألة المواءمة المستقرٌة 
(الجزء 2.3). 


8 . تعريف: نعرّف النّواة (Kernel)‏ لبيان موجّه على Leil‏ مجموعة مستقلة S‏ تملك تابمًا لكل رأس 
Se‏ . يكون البيان الموجّه كامل النّواة (Kernel — perfect)‏ إذا كان JS‏ بیان جزئيّ موجّه محدث يملك 
وواة. إذا أعطينا دانّة له + Sls f V (G)‏ البيان G‏ يكون قابلا BON RE.‏ 
able)‏ إذا أمكن اختيار التلوين الفعليّ من القوائم التي عند الرّؤوس عندما يكون ( |L (x (| =F (x‏ لكل×. 
استخدمنا L‏ مفهوم ”التواة“ 2 التطبيق 14.4.1 (البيانات الموجهة التي ليس لها حلقات فرديّة. ls‏ 

تملك أنوية مثلا). GIS!‏ بيان قابل للاختيار من خلال الدالة كر يكون SS‏ للاختيار من الدّرجة k‏ حيث 

max f(x)‏ = :59 إضافة ألوان إلى قائمة لا يجعل الاختيار أكثر صعوبة. 

G د‎ stib توجيهًا كامل‎ D إذا كان‎ (Bondy — Boppana - Siegel) تمهيدية:‎ . 8 

و( f (x ) 2145 (x‏ لكل Sl x € VG)‏ © يكون قابا للاختيار من SIDE‏ 
الإثبات: سنستخدم الاستقراء على (7)6؛ تكون العبارة واضحة ل 1 = = n(G)‏ د 1 > 23s MG)‏ 
الحسبان تعيينا sae‏ بحيث يكون حجم القائمة L(x)‏ هو fx)‏ اختر Ugh‏ © يظهر 2 قائمة ما. اجعل 

(v.c EL (v)‏ = 7]. ولتكن S‏ هي النواة للبيان الجزئيّ al‏ المحدث -D[U]‏ عيّن لون © S JSI‏ وهذا 

مسموح؛ S OY‏ مستقلة. ١‏ : 
احذف © من L(V)‏ لکل veU- S‏ احذف ألوانًا إضافية بصورة عشوائية من قوائم أخرى لتخفيض 

VDS JS L(x)‏ € × لکي يصبح حجمها SO)‏ حيث 1ed5 s (x)‏ - ( *)' /. بما Gl‏ کل رأس ليس 

S 2.‏ يملك تابعًا 2 x © V(D) - SJssf (x) <x) ie S‏ الذي يدعم حذف C‏ من القوائم. من فرضية 

الاستقراء؛ فإن D'‏ يكون قابلا للاختيار من خلال f(x)‏ لذاء نستطيع إكمال تلوين قائميّ G‏ بإضافة تلوين 

قائمي إلى D'‏ من خلال استخدام © على a WS‏ 

XK, n) = n (Galvin [1955]) : نظرية‎ . 8 

الإثبات: X (G) = x(G) ói Ly‏ فيكفي من التمهيديّة 29.4.8 برهنة أن (, L(K,‏ يملك توجيهًا 

كامل الثواة مع JS‏ رأس يملك درجتي دخول و خروج 1 n‏ لاحظ L(K, Joll Gi‏ هو الجداء الكارتيزي 
K DK,‏ (التمرين 8.1.7)؛ موضوعًا 2 شبكة MEM‏ بحيث تكون الرّؤُوس متجاورة إذا وفقط إذا كانت 

الصف نفسه أو .4 العمود نفسه. 
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عين أوسمة 7 ,... ,1,2 بحيث يكون الرَأس (T, S)‏ يملك وسم r + s— 1 mod n‏ .وعرّف توجيهًا K,OK, „ID‏ 

بتوجيه الأضلاع من الرّأس (5 ,( الذي له الوسم أ إلى الرّؤوس ج العمود 5 مع أوسمة أدنى. والزؤوس ج الضف 

F‏ مع أوسمة أعلى. Ley‏ أن 1 أعلى من 1 - 7 من الأوسمة الأخرىء S) al b‏ :) يملك 1 - : Vo‏ .2 عموده 
-7 تابعًا ‏ صقه. d (r, s) = d (rn s) = n— 1 tas‏ 

سنبرهن D Si‏ كامل التواة. إذا أعطينا U C VED)‏ فسنحصل على نواة للبيان الموجّه الجزئيّ D[U]‏ 
تخل مسألة 35d lane lof‏ حدما  5( € U‏ و(8 its D 2. (r, s) > (r,‏ نريد من ۲ تفضيل Sle b‏ 
لذاء Ole T Cad‏ الأولويّات بين الأعمدة تبدأ مع (7] € )5 5( :5( بترتيب متناقص لوسم الرّؤوس. باتباع أي 
ترتيب بين S) EU}‏ ,7( :5). وبصورة Aglia‏ لعمود ك. Opa‏ الأولويّات بين الصّفوف تبدأ مع € )5 5( fr:‏ 
UJ‏ بترتيب متزايد لأوسمة الرّؤوس. باتباع GI‏ ترتيب بين Ar: (r, 8) EU}‏ 

خوارزميّة المقترحات لجيل وشابلي (الخوارزميّة 17.2.3( تعطي مواءمة مستقرّة M‏ لهزه الأولويّات. 
وبالنظر إلى الأزوا ج المتوائمة 2 M‏ بوصفها مواقع 4 الشبكة, إجعلٍ f U‏ - $ . بسبب OU dash ga Mh‏ 
VS.‏ تملك موقعين 2 الصف أو العمود نفسه. لذلك S Ola:‏ مجموعة مستقلة 2 D‏ . وسنثبت Js Si‏ 5 - ل © × 
تملك تابعا $2 
لیکن eas d‏ الموقع x = (5 s) © U-S‏ بما أن .x € M ois S =M NU‏ لذاء فإن M‏ تملك موقع 
D)‏ ;1( = مع وسم ما زوموقع (a, S)‏ = 2 مع وسم ما k‏ ولأن M‏ مستقرّة؛ فلا يمكن Sh‏ تكون 7 تفضل 5 على 
b‏ ولا S‏ تفضل Sle F‏ © ب2 الوقت نفسه. إذن؛ نستنتج من هذه العبارة -من خلال الخطوات 2 الأسفل- Gh‏ × 
تملك y‏ أو 2 كتابع 2 b 0 S‏ " 

ليس [.(7 تفضل S‏ على (b‏ و (5 تفضل Aer‏ ©). ] 

.] أوم > 1)۔‎ 2 6 U) و‎ )1 < jay EU) Jos 

(i^ kszeU) أو‎ (i > برو ز‎ € ÛU) 
(x أو(ى © 2ح‎ (x >yeES) 








31.4.8 ملاحظة. ترتبط مخمّنة التلوين القائميّ بمخمّنة أخرى. Òl‏ التلوين الكليّ (total coloring)‏ 
د G‏ هو تعيين لون لكل رأس ولكل phe‏ بحيث تملك الأشياء الملونة ألوآنا Laie Adae‏ كون متجاورة أوواقعًا 
بعضها على بعض. وتنص Ais‏ التلوين ¿ (Behzad ]1965[( zi‏ على أنّ كل بيان بسيط G‏ يملك Éis ast‏ 
Éy A(G)+2‏ على الأكثر. لقد أعطى JS‏ من روزنفيلد ]1971[ (Rosenfeld)‏ وبهزاد (Behzad)‏ نتائج 
حول صفوف خاصّة . ومخمّنة التلوين القائمي تعطي حدًا علويًا يساوي ds SY: A(G)+3‏ بيان 6 يملك تلوينا 
ie‏ مستحدثًا 2 + Lgl y KG)‏ على الأكثر (تمرين 25( 2 

درست مخمّنة à‏ اللوي القائميّ للبيانات السُويّة. حيث أثبت JS‏ من النجهام وجودين [1996م] ola ds Ši‏ 
o‏ قأبل للتلوين Gaba‏ من الدرجة K‏ ومنتظم من الذرجة ik‏ يكون قابلاً للاختيار Galil‏ من الدّرجة k‏ 
(باستخدام نظرية الألوان الأربعة) . 

تعيدنا مناقشة البيانات Asa‏ إلى التلوين القائمي للرؤوس» وعلى PEHI‏ من أنْ البيانات ]33924 تملك 
عددًا asl‏ يساوي 4 على الأكثر. فقد خمّن JS‏ من فايزنج [1976م] sls‏ 352« وروبن وتايلور B [e1979]‏ أكبر 
عدد اختيار على هذا الصّفّ هو 5. وقد ald‏ فويجت ]1993[ (Voigt)‏ ببناء بیان Sg‏ غير قابل للاختيار من 
الدرجة 4 على 238 LLL,‏ 2 حين Jis‏ مرزخاني ]1996[ (Mirzakani)‏ (التمرين 26( هذا العدد إلى 63 
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LOL‏ (يعمّم المثالان إلى عائلات غير منتهية). 2 الحقيقةء هناك بيانات سويّة قابلة للتلوين من الدّرجة 3 وغير 
abla‏ للاختيار من الدّرجة 4 Gutner« [1997] Viogt - Wirth)‏ [1996]). 

أثبت ثوماسين ]21994[ iat t‏ (وأثبت أيضًا ]1995[ أنّ البيانات السّويّة التي خصرها 5 قابلةٌ 
للاختيار من الدّرجة 3( . ILA‏ تقوم الرّؤوس على الوجهغين (“MeN ia) aim‏ يدور lh‏ 
براهين الاستقراء للبيانات Azul‏ 
8... نظرية ([1994b] Thomassen):‏ تكون البيانات السّويّة قابلة للاختيار من الدّرجة 5. 


الاثبات: Òl‏ إضافة gua‏ لا يمكن JI‏ يخفض العدد اللوني ي القائمي. لذاء قد نحصر اهتمامنا بالبيانات 
السّويّة التي يكون فيها الوجه الخارجي cA‏ ويكون JS‏ وجه محدود -Élia‏ من الاستقراء على IG)‏ سنثبت 
النتيجة الأقوى التي تنص على agb SÌ‏ ما يمكن اختياره حتى لو كان لرأسين خارجين متجاورين قوائم مختلفة 
حجمها 1. بے حين يكون للرّؤُوس الخارجيّة الأخرى قوائم حجمها 3. وللخطوة الأساس (3 = (N‏ يبقى لون ما 
متوافرًا للرّأس الثالث. 

Wl‏ افترض أن 3 > 7. ليكن V,‏ و ۷ الرّأسين اللذين لهما ألوان ثابتة على الحلقة الخارجية -C‏ ولتكن 
Y,‏ ...۷هي V(C)‏ بترتيب مع اتجاه عقارب السّاعة. 

a‏ سيكت RO P‏ 1. سنطبّق فرضيّة الاستقراء للبيان المكوّن من 
الحلقة Vy ..., Vp Vy ..., V‏ مع داخلها. Òl‏ هذا يختار تلويتا las‏ فيه V,‏ ,۷ تستلمان ألوانا مثبّتة ما. وسنطيّق 
بعد ذلك فرضيّة الاستقراء للبيان المكؤن من الحلقة V, ۷, p ..., V‏ مع داخلها لإكمال التلوين القائميٌ ل 6. 

الحالة 2: لا تملك C‏ وترًا. لتكن Vy Uy ..., Upp Vz cage‏ جيرانَ ر۷ على الترتيب (من الممكن 3 = (p‏ 
SVs‏ الوجوه المحدودة مثلثات: G Ola‏ يحتوي المسار P‏ الذي رؤوسه 

۷ م Vy My ٠.٠,‏ بما Gi‏ € خالية من الأوتارء My, Oly‏ ,... ,1 رؤوس داخلية؛ وأنْ الوجه الخارجيّ 

Vp Vy V, بدلا‎ P يكون فيها‎ C' محدود بحلقة‎ G” =G- v, J 

ليكن © slit‏ المعيّن ل .v,‏ بما LCV IZIS‏ فمن الممكن اختيار ألوان مختلفة X, y © L(v,) - (c)‏ 
سوف نحتفظ X, Y a‏ للاستعمال المحتمل على V,‏ بمنع X, Y‏ من dl |L(u,)| < 55 Ley us, ..., Up‏ يصبح 
لدينا3 < .|L(u)) —{x, y}|‏ لذلك» نستطيع تطبيق فرضيّة الاستقرا a i‏ #,... ,4 تملك قوائم 
حجمها 3 على الأقل؛ أمّا الرّوؤوس الأخرى فتملك القوائم نفسها كما .2 .G‏ .2 التلوين ea‏ لاحظ v Ol‏ 
و uu,‏ 1 تملك ألوانًا خارج (x y)‏ نوسّع هذا التلوین ل G‏ باختيار لون 2 V3 (x, y)‏ بحيث لا يظهر على 
BV,‏ التلوين a ` G's‏ 


Yi 


i l 5 عي‎ 


الحالة 2 الحالة 1 
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جزئات باستخدام المسارات والحلقات (Partitions Using Paths and Cycles)‏ 
أخذنا 2 الحسبان مسألة التفكيك بواسطة :(F — decomposition) F‏ وهذا يعني تجزئة E(G)‏ إلى 
أصغر عدد من البيانات الجزئيّة  F able‏ وتم دراسة هذا للعديد من العائلات F‏ مثل العصب (النظرية 
3.4.8(« والبيانات الثنائيّة الفرع (التمرين 3(« والبيانات الثناتيّة الفرع ARE‏ (النظرية 20.6.8( والتجوم 
(عدد الغطاء Gull‏ - الجزء 1.3). والغابات (التشجير — النتيجة 57.2.8). وقبل الأخذ 2 الحسبان 
مسائل التَطرّف لتفكيك البيانات إلى مسارات وحلقات» فسنناقش مسألة أسهل؛ وهي تغطية الرّؤوس لبيان 

موجه باستخدام أقل عدد من المسارات. 

إن بيانات المقارنة هي البيانات التي تملك توجيهات متعديّة؛ ويكون البيان الموجّه متعديًا (transitive)‏ إذا 
كان نز ج 9X‏ 2 ج بريؤدي إلى Zol‏ > ×. لاحظ أن الرؤوس لمسار 2 بيان موجه متعد تحدث ol dise‏ بيانات 
المقارنة تكون كاملة (القضية 25.3.5) « وهذا يعني Si‏ بيانا موجُهًا D Giana‏ يمتلك فيه الدوري الأكبر LL o‏ 
يكون قابلاً للتلوين الفعليّ ب © من الألوان. ومن نظرية البيان الكامل (النظرية 6.1.8) نعلم أيضًا أنّ WD)‏ 
D2. 5, aD) Jua, bas ol Sas‏ حيث ((0)1 هو الحجم الأكبر لمجموعة مستقلة. 

بجعل المسارات ”سلاسل“ ووضع مجموعات مستقلة لتكون ”سلاسل منفصلة“ GLb‏ هذا يصبح نظرية 
ديلوورث للبيانات الموجّهة التي تخلو من العرى المتعدّية: وهي الحجم الأكبر لسلسلة منفصلة يساوي العدد 
الأصغر للسّلاسل التي نحتاج إليها لتجزئة VD)‏ 

بالإضافة إلى الذي يتبع من نظرية البيان الكامل؛ Glo‏ نظرية ديلوورث تكافئ نظرية كونج وإيجرفاري 
(التمرين 27( فضلا عن أن تعميمًا لها يتبع من نظرية التقاطع الماترويدي (التمرين 50.2.8). وسنقدّم هنا 
تعميمًا آخر يملك إثباتا أقصر محتوّى 2 داخله. 
33.4.8 نظرية : )]1960[ (Gallai - Milgram‏ يمكن تغطية الرّؤوس 2 بیان موجّه D‏ باستعمال a(D)‏ 

مسارًا منفصلاً زوجًا زوجًا على الأكثر. 
الإثبات: بما أنه يمكن تغطية V(D)‏ باستخدام 7 مسارًا منفصلاً بطول 0؛ t‏ فيكفي أن نبرهن eleal‏ أقوى وهو: 
إذا كانت C‏ مجموعة المسارات المنفصلة زوجًا 42.55 والتي تفطي VD)‏ وى هي مجموعة المصادر (الرّؤوس 
الابتدائيّة) لهذه المسارات» فيمكن تغطية V(D)‏ باستخدام ((4)1 مسارًا منفصلا زوجًا زوجًا على الأكثر مع 
مصادر 2 5. يكون الإثبات بالاستقراء على ND)‏ مع خطوة الأساس الواضحة ل 1 = (D)‏ والعبارة المضافة 
حول المصادر تساعد على جعل خطوة الاستقراء تعمل. 

افترض C Sig. > 1 Gi‏ غطاءٌ د V(D)‏ بواسطة k‏ مسارًا مع مجموعة مصدر S‏ يتحقق الادّعاء إلا إذا 
كان .|C |= ۸ < aD)‏ هذه الحالة؛ Gi‏ غطاءً باستخدام عدد مسارات Jal‏ ومصادرها جميعها SB‏ بما 
ails ak < i‏ يوجد ضلع Xy‏ حيث X, y ES‏ ليكن 4و8 المسارين  C‏ اللذين يبدآن مع cle Y 9X‏ التّرتيب. 

نستطيع افتراض أنْ 4 يملك ضلعًا XZ‏ وبخلاف ذلك e‏ نستطيع أنَّ نضيف MX‏ بداية 8 وبذلك نوقر مسارًا واحدًا. 
بحذف من البداية ل A‏ نحصل على غطاء € د (× - VOD‏ من خلال k‏ من المسارات التي تملك مصادر 
op a(D — x)sa(D)jte.S'-S-x-^zz.‏ فرضية paat‏ تقراء تعطي غطاءً C"‏ د WD - x)‏ 

يستخدم مسارات Jal‏ من ۸ء وتكون مصادرها جميعها ‏ .3 تنتمي عناصر S"‏ كلها إلى S‏ باستثناء 2. 

إذا كان 2 مصدرّ مسار .2 C"‏ فنضيف X‏ عند بداية هذا المسار. I‏ كان 2 ليس مصدرًا بل نل 
فنضيف X‏ عند بداية المسار الذي يبدأ Vo‏ ولكن إذا كان /[و 2 غير مصدرينء فنكون قد استخدمنا 
2 - ۸ = 2 -|$[ مسارًا على الأكثرء ونستطيع إضافة X‏ بوصفها مسارًا قاتمًا بذاته للحصول على الغطاء 
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المنشود ل V(D)‏ باستخدام 1 — K‏ مسارًا. و2 الحالات جميعهاء Ola‏ المسارات الناتجة تكون منفصلة زوجًا زوجًا 
وتملك مصادر SL‏ 


بإعادة هذه المناقشة. طا ما >a‏ ۸ء Lila‏ نستطيع تقليل عدد المسارات ل 0. = 





وبالعودة إلى مسألة التّفكيك؛ le‏ مخمّنة جالاي تنص على JS Sh‏ بيان على 77 من الرّؤُوس يمكن تفكيكه 
باستخدام | 2 /7 | مسارًا. وتتحقق المساواة للعصب ( التمرين 28). هناك بيانات أخرى تملك أضلاعًا أقل؛ 
إلا أن عدم وجود التّرابط ربما يتطلب مسارات أكثر. وبصورة gai Ablas‏ مخمّنة هاجوس على أنه يمكن 
تفكيك JS‏ بیان زوجيّ على 7 من الرّؤوس إلى | 2 / 77 | حلقة. وما زالت المخمنتان دون Y de‏ أن لوفاز أثبت 
Lot‏ الأمثل عندما يسمح بوجود كل من المسارات والحلقات. ونعرّف الحجم (SIZE)‏ لتفكيك ما على أنه عدد 
البيانات الجزئيّة المستعملة 2 هذا التفكيك. 


8 . نظرية : dS (Lovász [1968b])‏ بیان علی 1 من الرّؤوس يمكن تفكيكه إلى |2 |n!‏ مسارًا وحلقة. 
الإثبات: افترض able FSi‏ المسارات والحلقات جميعهاء و 2G)‏ عدد الرؤوس غير المعزولة 2 بيان 6. 
بالاستقراء على A(G) = 2e(G) - n(G)‏ سنبرهن B‏ © يملك تفكيكًا بواسطة F‏ حجمه | 2 |n'(G)/‏ 
على الأكثر. لاحظ JS Gi‏ مركبة ل G‏ تملك أكثر من ضلع واحد تسهم بصورة إيجابية -2 AGG)‏ لذاء فإن 
A(G)20‏ حيث تتحقق المساواة فقط عندما تكون كل AS po‏ غير تافهة ضلمًا. ويتحقق الادعاء مع المساواة 2 
حالة 0 = A(G)‏ 

2 خطوة الاستقراء. 0 > A(G)‏ سنأخن 2 الحسبان حالتين؛ الحالة 1: إذا كان G‏ يملك رأسًا y‏ 
ذا درجة زوجيّة موجبة, اختر x © NO)‏ ويكون d(z))‏ زوجيًا: W = {z € N(x)‏ .2 هذه abl‏ ضع 
.G' = G — (xz: z € W}‏ وللحصول على (xy) Moly a ax G'‏ على الأفل:.وثمزل Kao lg LÀ)‏ 
(×)على الأكثر. AG)! > A(G) ola «aod‏ الحالة 2 131 كان G‏ لا يملك LOL,‏ درجته زوجيّة موجبةء OB‏ 
A(G) < 0‏ تجبر Ji‏ يتحقّق 1 < A(G)‏ . افترض X Gi‏ رأس درجته 3 على JBN‏ ؛ وشكل G^‏ بتقديم رأس جديد 
ead y‏ الضّلع XX‏ جزئيًا. وافترض أيضًا أن W = (y)‏ و .G' = G* - xy‏ الآن (G^) = e(G)‏ ولكن 
n )0( < n'(G)‏ . لذلك .A(G') > A(G) 5B‏ 
Ope ale Js By‏ فرضية الاستقراء تعطي تفكيكًا D‏ بواسطة F‏ د G'‏ مع | ds: .|D] > | '(G")/2‏ 
D‏ إلى تفكيك بواسطة F‏ حجمه [D|‏ للبيان H‏ الذي حصلنا عليه من '6 بإضافة أضلاع من × إلى W‏ 
(G^) > n' (G) H = Gi asi lane‏ و هذا هو التفكيك المرغوب. Gi‏ 2 الحالة 2ء فإن 
n'(G)/2]- |n'(G*)/2| Bl Gesn (G) Silay. 7000 = n' (G°) 5H = G*‏ .2 تفكيك 
بواسطة F‏ إلى n (G) ób G^.‏ رأسًا ذات الدّرجات الفرديّة يجب أنّ تكون جميعها نقاطا طرفيّة لمسارات. 
إذنء oa lU‏ المضاف Y‏ الذي درجته 2 لا يمكن أن يكون نهاية Ua‏ وهذا يعني أن × و Xy‏ ينتميان إلى البيان 
الجزئيٌ نفسه» ويمكن استبد الهما ب XX"‏ لنحصل على التفكيك المطلوب ل ©. 

والآنء تندمج الحالتان. ونحتاج فقط إلى الحصول على التفكيك د H‏ من D‏ ضع N(x)‏ = . يملك 
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i € W وذ‎ .1/ € U JSU alg مع نقطة‎ D 2. P(U) لذلك» يوجد مسار‎ G 2 درجة فرديّة‎ UZ رأس‎ Js 
البيان‎ b وعندهاء‎ X يصل ولا ينتهي عند‎ P(U) هذا إذا كان‎ o ولكن‎ -UX لامتصاص‎ P(U) نرغب ب4 توسيع‎ 
ونستخدم المسار‎ « X تصل‎ P(u) الذي عليه‎ u'x الفكرة هي 2 قطع الضلع‎ OL F2 ليس‎ P(X) U ux الجزئيٌّ‎ 
Lisle s. € W من كل‎ cl pai بدلا منه :وها يولد متتالية‎ P(U') لتوسيع‎ UC ونستخدم‎ P(X) U ux -u'x 

بيان (ji‏ هذه المتتاليات تنتهى ي ولا تتعارض معا. 





ضع wj. W= Ww, ..., W,‏ € ;۷ نشكل قائمة di, sdb es‏ حيث Js, u? =w,‏ لاع uj‏ 
إذا اخترنا LOL,‏ 87 2 القائمة #: Ule‏ نفحص ما إذا كان x‏ رأسًا داخليًا ل ) oa P (u/‏ كان غير «anas‏ 
فسنتوقف ولا نعرف M].‏ ولكن إذا كان «dia‏ فنضع !* ليكون الرّأس على ) P (uf‏ قبل مباشرة؛ وهذا 
“Hy‏ الأعلى. المسار ) P (uj‏ لكل 1 < Si ose]‏ يبدأ خلال الضْلع * YM‏ هذا ai‏ 
ga‏ داخلي ل ) (u7‏ 2. (الصورة ل '6 تبيّن BI‏ مسارات متتالية. هي: P (up)‏ الخط الرّفيع يم Jai‏ 
dai P (u ijs‏ التق , P (u?)‏ الخط (dax‏ 


سنبرهن الآن عدم وجود رأس ل U‏ يظهر مرّتين 2 القوائم. بما Leste xu! € E (G") à‏ تكون 

Sle < 1‏ الزؤوس Ws‏ تظهر بوصفها رؤوس بداية فقط. افترض LE 7 Án‏ متكرّرًا بحيث يكون U, D‏ 

7 أصغريًا ؛ لقد بينا أن0 < / j,‏ من خلال الأصفريّة. إن ' ul! zur‏ وهكذا فإنَ المسارين (' P (uj‏ 

P (uy),‏ يبدآن عند رأسين مختلفين. إذا كان :4 = if‏ فالمساران يتشاركان بالضّلع ٠×‏ 1: ويجب 

أن LigSs‏ اسان axis dad‏ هذا من رؤوس مختلفة gu ols 13) dase‏ 1 تاين متحالفتين Oa‏ 
ولكنهما لا تستطيعان المرور ب 1 قبل X‏ ولهذا السّبب لا يحدث تكرار. 


افترض } ful‏ = ' 17 إذا كان 27 = # و M‏ ليست النهاية لقائمتهاء ضع uj”‏ = '. تعرّف تفكيكًا 
بوساطة ۴ ل H‏ مكونًا من مسار واحد أو Q'ax‏ مقابلة لكل D‏ € 0. إذا كان Q4 P(U)‏ لبعض U EW"‏ ضع 
Q‏ = '0. إذا كان ١ Q = P(u)‏ ضع UX‏ + 0 = '0 أو Q” = Q+ux-u'x‏ بالاعتماد على f La‏ كان U‏ 
all ga‏ الأخير ك قائمته أم لا. . وتعد O'S‏ مسارًا داتمًا ill. Laub.‏ حلقة عندما تنتهى 0 عند X‏ (عندما 
يكون 1 (cajas pad‏ إن الاد اللمسارات الجديدة UP (u; J sya P(e va‏ باستكناء 
Gl‏ الأضلاع {xw,}‏ قد aal‏ وبما أن U € W'‏ تظهر مرة واحدة فقط 2 القوائم» Slo‏ الضلع UX‏ ينتهي 2 
أحد المسارات الجديدة فقط. و D]‏ € © :'0) هو تفكيك د n -H‏ 


لاحظ 2 هذا الإثبات Q Si‏ يمكن Gi‏ يكون المسارٌ المختار من ablas‏ الطرفيّة "77 © V‏ ,14. ولا يعد هذا 
مشكلة؛ بسبب عدم تعارض التعديلات التي أجريت على © من النهايتين. بالإضافة إلى أنه قد يمر المسار .2 X‏ 
أولا يمرّ (لذا يعرف '/1و'۷) كما هو مرسوم ب4 الشكل الآتي 
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(Circuference) hal 
البيان ما زال يملك حلقة طويلة.‎ ŠÍ عندما يفشل شرط كفاية للحلقات الهاملتونيّة قليلاء يمكن عندها توقع‎ 
البداية سنأخذ 2 الحسبان عدد الأضلاع التي‎ 2. G 2- على أنه طول أطول حلقة‎ G للبيان‎ (G) نعرّف المحيط‎ 
PW) لترمز‎ ie pel بيان على 77 من الرّؤوس. هذا‎ 2- J8 نحتاج إليها لنجبر حلقة أنَّ يكون طولها © على‎ 
P حين ترمز © إلى السّلسلة المكوّنة للمسارين‎ 2 Wg V الذي يحتوي‎ P مسار‎ LW إلى الجزء من ۷ إلى‎ 
.0 هو الرّأس الأوّل د‎ Pt و0 عندما يكون الرّأس الأخير‎ 
لكل 2 > . کل بیان بسيط على 7 من الرّؤوسء وله أكثر‎ (Erdós - Gallai [1959]) : نظرية‎ . 8 
. ضلعًا يملك حلقة طولها أكبر من‎ m(n — 1)/ 2 من‎ 


الإثبات: )]1972[ (Woodall‏ سنستخدم الاستقراء على 7 بحيث تكون 77 ثابتة. عندما يكون 
cy 3l obs rn = + 1‏ 2 /)1 -7) ضلعًا تكون مفقودة. لذا Gla‏ 71/2 <(5)6ویکون )هاملتونيًا. افترض أنّ 
m 1‏ < ”و > (6)ء. إذا كان .e(G— x) < 77)7- 2(/ 2 5 d(x) &m/2‏ إن تطبيق فرضية 
الإستقراء على X‏ © يؤدي إلى c(G — x) > m Si‏ ومن هناء نستطيع افتراض 5(G) > m/ 2 6i‏ 
وبالمثل؛ نستطيع افتراض G Ol‏ مترابط. 
من خلال المسارات الأكثر طولاً Ga‏ اختر ,لا ,... ,۷ = P‏ لتعظيم الدرجة © د iv,‏ بما Š‏ © 
مترابط؛ V, 9 V, ola‏ (وبخلاف lo «atis‏ ضلمًا من VCG)‏ د VG) - V(P)‏ سيعطي مسارًا أطول). لتكن 
W = (v:v, ovg‏ يقع جيران V‏ جميعهم على Ola dal P‏ 4 = | 7[. لكل 17 © v,‏ لاحظ bi‏ طول 
امسار 9P(Y, + 1, v)‏ ربعلا Pv, V) sv,‏ أيضًاهو1 -/؛ N) € VP):‏ والاختيار ل يؤدي 
إلى أنْ 4 > A(v,)‏ وإضافة إلى cas‏ لا يوجد v, © W‏ يملك جارًا V,‏ بحيث يكون M‏ < ن لأثنا ‏ هذه الحالة 
نستطيع إكمال الحلقة الطويلة بإضافة vjvk‏ إلى P(v, v.) v, Py, V)‏ 
وبتقييد الأضلاع التي تقع على 77ء نجبر العديد من الأضلاع على الوقوع ف W‏ - 6. ليكن Z= (vy nV}‏ 
r = 77171, m) s‏ لقد بیتا لکل tts MY) € Zl v, © W‏ يوجد )] v [| + e(Gpr‏ 2, ”| 
ضلعًا واقعًا على W‏ ولجموع درجات ls W act‏ هذا يأخذ قيمة عظمى عندما يكون[ 7 — [W, Z‏ 
ALS bly‏ الفرع Úb‏ . ونكبّر إلى أكثر من ذلك بجعل كل ol‏ ب W‏ يملك درجة -d‏ إن Sal‏ الناتج هو 
Eling . zW |(4 +|Z -W |)=dr/2<dm 12‏ على W dle «aus‏ - © يملك LL, n — d‏ وأكثر من 
m(n — d-1y2‏ ضلعًا ومن فرطية W) < mò: Men‏ — 6)ء. إذا كان عدد الأضلاع المجبرة لتكون 
داخل W‏ — © كبيرًا ola « la‏ هذه الحالة لا يمكن أن تحدث» 4 حين تنطبق حالة سابقة) . n‏ 


VI Vk Vk+1 Vi 


SS ee ix 
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تملك معظم شروط الكفاية للحلقات الهاملتونيّة نسحًا معدلة من ”حلقة طويلة“. نسخة الحلقة الطويلة المعدلة 
لنظرية ديراك تشير إلى SI‏ بيان 6 المترابط من الدّرجة 2 يملك حلقة طولها min (n(G), 25 (G)}‏ على الأقل 
òl (Dirac [1952b])‏ شرط وجود خاصّيّة الترابط من الدّرجة 2 يستثني SUM‏ ر2 K V‏ الذي محيطه 1 + 5. 
لاحظ GI‏ نسخة الحلقة الطويلة المعدلة لنظرية أور ]1960 [Ore,‏ جاءت بعد هذا بكثير. وهذه النسخة 
متضمّنة 2 [Bondy, 1971b]‏ وعملت بصورة صريحة 2 ]1976 [Bermond,‏ و2 ]1976 .[Linial,‏ وتظهر 
المناقشة الأساسية التي استخدمت 2 العديد من نتائج الحلقة الطويلة 2 [Bondy, 1971b]‏ حيث تقوي 
مناقشة التحويل لأور/ ديراك (النظرية 8.2.7( بأخذ ”الفجوات“ .2 الحسبان. 
36.4.8 تمهيدية : [Bondy, 1971b]‏ إذا كان, ,... ,۷ = /مسارًا أطول 2 بيان 6 مترابطًا من الدّرجة 
.c(G) > min {n(G), d(v,) + à(v)) 51.2‏ 
الإثبات: (انظر أيضا ]1976 .([Linial,‏ لیکن -e(G) > min {n(G), m} 5) pa etym = d(v,) + dv)‏ 
Ley‏ أن © مترابط؛ فإن حلقة من الدّرجة/ يمكن أن تعطي مسارًا أطول. لذاء V ola‏ <> ,لا. إذا كان ۷ جه V, € VV,‏ 
لبعض قيم jolo d <j‏ ,أ عبور زائد مع فجوة 7 - Jj‏ وإذا أضفنا sv, v,‏ ,۷,۷ إلى 2 PCI, 1) PO,‏ فسنحصل 
على حلقة طولها )1 -7 - (j‏ - /. إذن؛ 7# > )1 -7 - (j‏ - / عندما يكون / ,7 عبورًا زائدًا. 


X= V1 Vi vj ع بل‎ 

ليكن y = ۷, 9X = V,‏ إذا كان P‏ يملك عبورًا زائدّاء فاجعل I, J‏ هو العبور الزائد ذا الفجوة الأصغر. 
لذاء Gla‏ × و Y y‏ يملكان جيرانًا بين ,۷ و v,‏ على UP‏ إضافة إلى NO) Si‏ لا يحتوي على رأس سابق على P‏ 
لجار ل SY ix‏ حلقة من الدّرجة / تعطي مسارًا أطول. لذلك. فإن V(P) — (y)  عقت N(y)‏ ولكنها تتجنب 
(v, 1 : v, Ox} s(v, sss, LE‏ واستنادًا إلى Ay) > (I- 1) - G - 2- i) - d(x) bla aus‏ 
وبما أنْ A(x) + dy) > mous d- (j -i- 1) > m‏ وهذا يناقض الفرض. 531( لا يوجد عبور زائد. 

بجعل vjst, = max (i: x e vj‏ جه U = min (i: y‏ نكون قد برهنًا u Š‏ > ا . سوف EÈ‏ 
حلقة تحوي × و لو جيرانهماجميعهم. Ley‏ أن عدم وجود عبورات زائدة يؤدي إلى 1 > |( N (x) nN(‏ 
فمثل هذه الحلقة تملك Vole‏ يساوي على الأقل 1+ m > q(x) + d(Y)‏ 

24505, > > f صحيحة‎ Ital نحتاز‎ Like if, أمطينا‎ 131 P, ... تمرف هسارات‎ gh SS 
G - 7 OY فمسار كهذا يكون موجودًا‎ Piss | Cal Seats مسرا من رلا ا‎ G thea ni 
نستطيع‎ ils P por oru مترابط. بالإضافة إلى أنّ هذه المسارات منفصلة؛‎ 
بخلاف ذلك؛‎ YS, t dla وهذا يناقض الأعظميّة د ,1 . وبالمثل»‎ df بوصفها مسارًا من 9 إلى‎ P, اختيار‎ 
P سيتم اختيار السار , ,2 بدلا من‎ 

لیکن T‏ أصغر دليل بحيث t, < U‏ ضع 

a= min { j Dx € v4,.j m b =max{j Oy *€3 Ved 2t) 

بما fool‏ > ,5و Db d > U‏ تعريف الدليلين b,a‏ يكون Vus.‏ . نستخدم المسارات P‏ التي دليلها زوجي 
لبنا ء مسار واحد من × إلى Uc‏ المسارات التي دليلها aga pò‏ فنستخدمها لبنا e‏ مسار آخر من × إلى y‏ . عندما 
يكون ” فرديًّاء obe‏ المسارين يشكلان بالسّلاسل الآلية: 

xv, P(a,5,), Py, P (t, s,), P, ., P(t, ,, b), Vay 


P(E ESP (EES VL B5, P(, 5), B, PEL) 
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P P.-1 
at s 42 Ín-i y 5 
Pi P3 B: 


ولكن إذا كان ” زوجيّاء Sle‏ المسار الذي يبدأ مع الضّلع XV,‏ يصل t,‏ وينتهي مع PUL, D)‏ 2 حين يصل 
المسار الآخر Vy‏ وينتهي مع VAY‏ 

لاحظنا أن _,1 < , ,,5. إذن: 

Si 3S ds ES ORS OE Se SG SUED TE 

وهذا chy‏ إلى أنّ هاتين السلسلتين الموصوفتين هما مساران: ويكون اتحادهما حلقة. من التعريف ل 4: يكون 
لدينا -N (y) c P (u,b)UP ),,1( l Silky -N (x) > PÒL s,) U P (a, to)‏ ومع × ولل gs‏ 
الحلقة تملك طولاً يساوي على الأقل 1 - m > 2 + A(x) + dy)‏ 

لقد أثبت أور G B‏ يكون هاملتونيًا إذا كان d(u) + d(v) < n(G)‏ عندما يكون V‏ ج OL M‏ تمهيديّة 
بوندي تعطي تُسخة الحلقة الطويلة المعدلّة لهذا > التي تقوي نسخة الحلقة الطويلة لنظرية ديراك. 


([linial, 1976], [Bermond, 1976], [Bondy, 1971b]) : 24,13 .37.4.8‏ إذا كان G‏ مترا 35 je‏ 
الدّرجة d(u) + d(U) < s‏ لکل زوج غير متجاور .c)6( < min{n(G), s) 5t» u, v € VG)‏ 
الإثبات: تضمن نظرية أور وجود حلقة هاملتونيّة إذا كان 7 < ؟. لذاء يمكن افتراض Ol‏ 
n‏ افترض PSI‏ مسار أطول G2‏ مع نقاط طرفيّة × ول[ Les‏ أن G‏ مترابط» ops‏ الأعظميّة ل P‏ تعطي أن 
ON . € y‏ يسمح الشرط d(x) + d(Y) < s‏ لنا باستدعاء التمهيدية 36.4.8. n‏ 
وسّع بيرموند هذا كتركيب ”حلقة طويلة“ لشرطي كفتال و لاس في رجناس. استخدمت تقنية تبديل الأضلاع 
التي تشتمل على النقاط الطرفية لمسار أطول .2 النظرية 35.4.8. وعبارتنا أضعف قليلا من عبارة بيرموند» 
ولكن إثباتنا أبسط. 


d, > ...> d, مترابطا من الدّرجة 2 مع متتالية درجات‎ G ليكن‎ (Bermond ]1976[( : نظرية‎ 38.4.8 
itd, 1Xj, d, Si > ©/ 2 Iduj, 7 غير متجاور مع درجات‎ Xi y إذا كان 6 لا يملك زوجًا‎ 
.c(G) > min {n(G), c) db j > c 


الإثبات: من بين المسارات الأطول ‏ 6 ليكن ,۷ ,... ,۷ = P‏ مع bla‏ طرفيّة V, s X = V,‏ = «[مختارًا 
لتكبير dv) + d(v)‏ إذا كان © < A(x) + d(y)‏ فسنطيّق تمهيديّة بوندي. إذا كان © > (x) + dY)‏ 
y ol geii Lis‏ .× يناقض الفرض. وكالعادة؛ Gla‏ حلقة من الدّرجة | سوف تعطي مسارًا أطول (بسبب Si‏ © 
مترابط). لذاء y Glo‏ <> . نستطيع افتراض أن A(x) < dY)‏ ووضع J =) si = A(X)‏ 

يقع جيران Y 9X‏ جميعهم 2 P‏ إذا كان x € V,‏ فيان sa P (v, y). P(v, , X), XV,‏ مسار أطول آخر ينتهي 
عند y‏ لذاء dv) > d(x) = i ota‏ من خلال الاختيار ل P‏ وبما أن هذا يتحقق لكل جار من ال جارًا 
iia se‏ وبالمثل» Ole‏ درجة كل جار من ال جار د /[تساوي hej‏ الأكثر Se as x) Sj A355.‏ 
d, Sj‏ ومن الفرض. d + j = d(x) + d(y) > cols‏ وهذا يكمل التناقض. 
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لقد ala‏ فان [1984م] (G. -H. Fan)‏ بتقوية النظرية 37.4.8 من خلال شرط الدّرجة والإبقاء عليه 
للأزواج غير المتجاورة التي لها جار مشترك فقط. وقد استخدم تيان [1988م] (T. Feng)‏ تمهيدية بوندي 
لتقصير الإثبات (ملاحظة: 2 العام 2003م La pad‏ بصورة أكبر). وتتضمن النتيجة شرط كفاية للحلقات 
الهاملتونيّة التي لا تتطلب الإغلاق لتصبح تامة. 
39.4.8 مثال: gly‏ هاملتوني. ل 7 agg‏ لیکن G, = (M 4) K. = K‏ وشكل G‏ بإضافة مواءمة 
Jai ERRORES NR UO EE E padri‏ 
وعلى الرّغم من GÀ‏ يملك 17/2 رأسًا درجتها 2 فإِنْ نظرية فان (G. -H. Fan)‏ تؤدي إلى أنّ G ossa‏ هاملتونيًا. 


ats 


8.. نظرية : )]21984[ DRY G ols 13! (Fan‏ من الدّرجة 2 و 2 = u,v)‏ 
.c(G) > min (n(G), c) Sle max {d(u), d(v)} > 2‏ 
الإثبات: ([1988م] (v € VG) : dC) < c/ 2} asa (Tian‏ = . من تمهيدية بوندي» يكفي إيجاد 
مسار أطول نقطتاه الطّرفيّتَان U2.‏ ومن بين المسارات التي طولها أكبر ما يمكن؛ ليكن Sah P = ۷, ..., V‏ 
المسارات التي تملك أكبر عدد من النقاط الطرفيّة U2‏ إذا فشل Gi 2 P‏ تكون نقطتاه الطرفيتان .2 U‏ 
فسنجد مسارًا أطول أو مسارًا بالطول نفسه مع نقاط طرفيّة أكثر .2 LU‏ نستطيع افتراض VE USI‏ 
Ly‏ أن 2 c/‏ > (4)0 لكل s pall Gla. ve‏ على أزواج المسافة فيما بينهما 2 تؤدي إلى SLI 6 — UB‏ 
منفصل لبيانات تامّة. لتكن ‏ المجموعة التي تحوي -V‏ ولتك ن مجموعة الرّؤوس U2‏ التي تملك جيرانًا ب Y‏ 
بواسطة الفرضيّات: ol‏ رؤوس × تملك Y UU. am‏ فقط. وأيضًا 2 < | | ؛لأنّ 6 مترابط من الدّرجة2. 
لیکن |۲| = سنبرهن POL‏ يبدأ بالمرور على رؤوس Y‏ جميعها. إذا أهمل P‏ رأسًا ما ج ۲ء Lila‏ 
نستطيع امتصاصه قبل أول خروج من . وإذا كان P‏ يغادر ويرجع إلى LY‏ فإنه يرجع من خلال ضلع Ny Xy‏ 
ab GEF]‏ فإنا نستطيع استبدال P 2- Xy‏ مع V, Y‏ وبذلك نحصل على مسار من × إلى V,‏ يملك طول iai P‏ 
ولكن مع نقاط طرفية أكثر .2 7]. لذاء نستطيع أنْ نفترض Y= (vy ..., vol‏ 


افترض X — ۷, Sh‏ € ×. افترض Sid‏ يملك cabins y € Y be‏ عن رأس الخروج PIV,‏ إذا كان 
(Sass x ¢ VP)‏ البدء بامتصاص بقية Y‏ إلى d‏ نصل إلى V,‏ وبذلك نكمل مسارًا من × إلى ,۷ أطول من . 
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وإذا كان gues Lila x € V(P)‏ ليكون الرّأس الذي يسبق × مباشرة على ۲. وبما أن Uia x £v,‏ € '×. 
نستبدل P 2-X X‏ ب x‏ للحصول على مسار من VX"‏ طوله مثل طول P‏ ولكن مع نقاط طرفيّة أكثر بذ []. 


5-6 


| 7 | < 2 إذا كان‎ .<. WV جار هذ‎ Gl لا يملك‎ × dbx © × - Y,,, نستطيع أن نفترض أنه لكل‎ FOUR 
ليبدأ مع‎ P ترتيب‎ ol وسنعيد‎ Y € Y — v, يملك جارًا آخر‎ V, رأس قطع إلا إذا كان‎ v, هذا يجعل‎ olo 

ل .... ولا بدلا من V,‏ ر۷ Vy,‏ وهذه هي الحالة التي نوقشت للتو. الحالة المتبقية هي 1 = | | 
Mv) = Xs‏ مع X —v,,‏ € × كما يذ السابق» Ulp‏ نلحق 3 إلى بداية JP‏ تحل × محل HV,‏ " 











dal‏ سنقدم نتيجة واحدة حول البيانات الموجّهة التي تقوّي شرط الكفاية جويلا وهوري 
(Ghouila — Houri)‏ (النظرية 22.2.7( للحلقات الهاملتونية. . وسنأخذ 4 الحسبان فقط البيانات الموجّهة 
التي تخلو من العرى» والتي تملك نسخة واحدة على الأكثر من كل زوج مرب بوصفه ضلمًا. تسمّى هذه بيانات 
موجهة قطعيّة أو ما .(strict)‏ للبيانات Agr sl‏ نستخدم UP‏ و۷ غير متجاورين؛ “ لتعني أن # uv, vu‏ 
ECG)‏ وأيضًاء نعرّف d(v) = d'(v) + dv)‏ . 


lae‏ أثبت جويلا وهوري ]1960[ Gi Si‏ بیان موجّه G‏ يكون هاملتونيًا إذا كان d(v) < A(G)‏ لكل 
tV‏ وهذا أقوى من نصّ النظرية 22.2.7. وقد أثبت وودال [1972م [Woodull,‏ أنه يكفي Si‏ يكون لدينا 
d (u) + d (v) < n(C)‏ عندما يكون V, U‏ غير متجاورين. وهذا يعمّم نظرية أور للبيانات غير الموجّهة 
(التمرين 33). 2 حين أثبت مينيال ]1973 Gi Si [Meyniel,‏ بیان موجّه 553 قطعيّ G‏ يكون هاملتونيًا إذا 
كان 1 - dU) + d(v) < 2n(G)‏ للأزواج غير المتجاورة M‏ , ۷ جميعها. لاحظ Gi‏ نظرية مينيل تعطي نظرية 
جويلا وهوري وكذلك نظرية وودال (التمرين 33). 
41.4.8 مثال: 365 نظرية (Meyniel) Jas‏ أفضل ما يمكن. ليكن G‏ يتكون من عصبتين موجّهتين 
مزدوجتين تتشاركان برأس. يكون البيان الموجّه مترابطًا بقوة, والأزواج الوحيدة من الرؤوس غير المتجاورة 
تتكون من رأس واحد من كل عصبة. إذا كانت ola‏ شان ربدا Sls. + 1 - Kus‏ الدّرجات الكليّة 
لأيّ زوج غير متجاور هي 2 — 2k‏ و/2 — 2n‏ ومجموعها 2 - 2n‏ 
8 . نظرية: ([Meyniel1973])‏ إذا كان © بيانًا موجّهًا صارمًا مترابطا بقوة بحيث 

d(u)+ d(v) < 2n -1‏ عندما يكون V, U‏ رأسين غير متجاورين مختلفين: G Gba‏ يكون هاملتونيًا. 
(Bondy — Thomassen [1977]) «Gus‏ سنبرهن تمهيدية تقنية: إذا کان T = ۷, ..., Vp‏ مسارًا لا 
يستطيع امتصاص الرَأس V‏ داخليًا (بين اثنين من رؤوسه) bla.‏ عدد الأضلاع من Tul‏ إضافة إلى عدد الأضلاع 
من T‏ إلى v‏ يكون 1 + k‏ على الأكثر. وهذا يتبع بالعد Ixisk-lje.‏ ؛ نلاحظ أنه بضلع واحد فقط من 
الضلعين Ver GY‏ . فضلا عن أنه يسمح بالأضلاع V, V9»,‏ ولا يوجد قيد على الامتصاص عند النهاية. 


8 المزيد من مسائل التطرّفيّة 421 


سنستخدم هذا لنبرهن العبارة الآنية: إذا كان 6 Ledge Lo‏ غير هاملتوني Liga‏ وصارمًاء و كانت S‏ مجموعة 
رؤوس جزئيّة أعظميّة تملك حلقة مولدة G(X, ..., X,)‏ فإنه يوجد S‏ ع ر وعددان صحيحان 8 ٩.‏ مع 
Sam‏ 1 و 7# > Sb‏ 1 بحیث إن )1( x, © EG)‏ و(2) V‏ غير مجاور GY‏ ,× علی افتراض أن 
dv) + d(x,,,)S2n—1—b (3)yl >1 >‏ . بما D < 1 Si‏ فإِن نتيجةهذه العبارة مستحيلة تحت فرضيات 
هذه النظرية التي سوف تؤدي إلى أنّ مجموعة الرّؤوس الأعظميّة الوحيدة التي تملك حلقة مولدة هي VG)‏ 


افترض pae Vol‏ وجود oh‏ مسار يترك S‏ ويعود إليها. بما (es © DÀ‏ و óla SA V(G)‏ حلقة ما C‏ 
طولها 2 على الأقل تتشارك مع S‏ بالضبط برأس واحد فقط. ليكن هذا الرّأس هو X,‏ وليكن SN Gal NV‏ 
ل X,‏ على C‏ من شرط المسارء لا يوجد مسار بين ۷و GIS - (x)‏ من كلا الاتجاهين. وبصورة خاصة. Ola‏ 
كل رأس خارج S U (v)‏ يقع على الأكثر على ضلعين Und ay‏ على V‏ أو Van‏ . فضا عن ذلك» VSL:‏ يقع على 
الأكثر على ضلعين ويقع أيضًا على can) S‏ تكون النقطة الطرفيّة الأخرى S-x +1 2 lds Mal. (v,‏ 
يقع على الأكثر على ضلعين: فإنه يقع أيضًا على X.‏ وبجمع المساهمات المسموح بها نحصل على: 
27-2 ك (v) + d(x,,,)‏ لذاء obs‏ الشرط المطلوب يتحقق على افتراض Š‏ 1 = 5. 








Xa 


S Kasb 


Xa+b 





الآن؛ افترض وجود مسار يترك S‏ ويعود إليها. اختر مثل هذا المسار”/ بحيث تكون المسافة C‏ على طول من 
بداية 7 إلى نهاية P‏ أصغر ما يمكن. ليكن ,× بداية P‏ و۷ هو التالي ل x,‏ على . لاحظ Gi‏ الأعظميّة ل S‏ تعطي 
أن 1 > 6. لتكن'7 جزءً S‏ ,× إلى OE SX‏ هذا الجزء يملك 1 + © - 77 رأسًا. إضافة إلى أن الأعظميّة 
ل 5 تؤدي إلى أنه لا يمكن امتصاص١‏ داخليًا بواسطة1. لذاء Ola‏ تمهيديّتنا Aaa‏ تؤدي إلى VO‏ ينتمي على الأكثر إلى 
Lom- c + 2‏ واقعًا على T‏ والأصغريّة ل© تجعل V‏ غير مجاور للرؤوس ror‏ ہی X, ua‏ 

osa‏ 8 أكبر عدد صحيح 2 ]0[ بحيث يكون ل G‏ مسار من MEX,‏ ,× على مجموعة الرّؤوس 
Rosa S - (x, Hy}‏ مثل هذا المسار (المسار T‏ مع 1 = b‏ يضمن وجود ۸). بما أن aala PUR‏ 
Gla‏ الأعظميّة ل S‏ تعطي © > b‏ ومن أعظميّة Ol D‏ ,× لا يمتص داخليًا من قبّل R‏ لذلك؛ وبواسطة 
تمهيديّتنا ANEN‏ فإن X,,,‏ ينتمي على الأكثر إلى 1 m - © + b+‏ ضلعًا Gat)‏ على R‏ 
الآن» نحسب Js .4)«( + dE pp)‏ رأس خارج S ULV}‏ يقع على الأكثر على ضلعين فإنه يقع أيضًا على 
(Y, X]‏ لأن الأصغريّة 3 C‏ تمنع وجود مسار طوله 2 بين ۷ و X ip‏ )-2 كلا الاتجاهين) باستخدام رأس ليس 
S 2.‏ لقد لاحظنا VG)‏ ينتمي على الأكثر إلى 2 + © — 77 ضلعًا واقعًا على 5.. ولاحظنا أيضًا أن يبر ينتمي على 
الأكثر إلى 1 + e m — © + b‏ واقعًا على R‏ أخيرًاء ,× ينتمي على الأكثر إلى )1 — 2(c — b‏ ضلعًا واقعًا 
Rte‏ - ك.. إذن؛ 6 - 1 - 27 = (1 -6-ع) 2 + )1+ -d(v)*d(x ..) 2 (n-m - 1) + (m-c + 2)+(m-c +b‏ 
ومرّة أخرى حصلنا على الشرط المطلوب. = 
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(Exercises) تمارين‎ 


1.4.8 لیکن |4/ ?"|= m‏ . أثبت Si‏ كل بيان على 77 من الرّؤوس يملك تمثيل تقاطع باستخدام مجموعات 
جزئيّة [m]‏ ؛ بحيث يظهر JS‏ عنصر 2 [m]‏ .2 ثلاث مجموعات على الأكثر. وبصورة مكافئة؛ كل بيان على N‏ 

من الرؤوس يتفكك إلى m‏ ضلعًا they‏ على الأكثر. 
Si cu .2.4.8‏ الشروط الآتية على G oly‏ لا يملك رؤوسًا معزولة هي شروط متكافئة: 
(Choudom — Parthasarathg — Ravindra [1975])‏ 

0'(G)=a(G) : 

e(c va) (e(6)) 

e'(G)- e(G) e 

.6 تستخدم رأسًا مُبسطيًا د‎ E(G) كل عصبة -2 غطاء عصبي أصغر ل‎ (d 
(يدعى عددًا‎ E(G) الأصغر للبيانات الثنائيّة الفرع التي نحتاج إليها لتجزئة‎ sull 0)6( osa (+) 3.4.8 
EG) إلى العدد الأصغر من الصّفوف التي نحتاج إليها لتجزئة‎ a(G) ليرمز‎ .(biparticity الفرع‎ sus 
كلّا من‎ Gi تحتوي على عدد زوجي غير صفريٰ من الأضلاع -2 صف ما. أثبت‎ G 2 حلقة‎ JS بحيث تكون‎ 
lg x(G) > (G) > AG) > [lg x(G)]. 5i (مساعدة: أثبت‎ - [lg X(G)] هذين المتفيرين يساوي‎ 
.(Alon — Egawa [1985] Harary - Hsu - Miller [1977]) 
.77 - 1 حدّد البيانات على 7 من الرّؤوس جميعها التي يساوي بعدها الجدائيٌ‎ 4.4.8 
. (Lovász -Ne—etiil Pultr [1980]) 
. الفرع‎ GALS لبيان‎ GES المتممة لبيان‎ G إذا وفقط إذا كان‎ pdim G > 2 ji أثبت‎ 5.4.8 
.(Lovasz -Ne—etril Pultr [1980]) 
(Lovász -Ne—etfil Pultr [1980]) m > 1. Jsspdim (K, + MK ) فاحسب‎ lans كانت‎ 131 6.4.8 
الأبعاد.‎ G35 احسب البعد الجدائيّ لمكمّب‎ (=) 8 
العلوي سوف‎ Los!) احصل على حدود عليا وأخرى وسفلى تختلف ب 1 للبعد الجدائيّ لبيان بيترسون‎ 8.4.8 
(Shang axo يكون على الأرجح القيمةالصحيحة » ولكن برهنة أنه لا يمكن تحسينه يكون‎ 
على البيانات جميعها التي تملك 7 رأسًا. أثبت أن‎ pdim G . pdim G (77]/القيمة العظمى ل‎ 5s 9.4.8 
[n4] sf (م)‎ s (r - (7 
و‎ Co 71* [lg (e-1)]5 أثبت‎ n < 3 Jsi. pdim P = [16(n-1)] Si esi n > 4 نكل‎ . 8 
.1+ | ك ب عستلم > | مها‎ 2+| 187 | 
Evans - Fricke - Maneri - Mckee - Perkel [1994] ox (تعليق:‎ .Lovasz -Ne>etřil Pulter [1980] 
.)2 على صورة قوة د‎ N باستثناء حالة عندما يكون‎ Lay C, = 1+]180[ Gi 
Kk 1 غير قابل لغمس يحافظ على المسافات  آي جداء كارتيزي لعصب إذا كان‎ Cy, أثبت أن‎ 11.4.8 
C, المكقب المسحوق ل‎ ax she 12.4.8 
. لاختزال تحليل الحالة)‎ BLENI (مساعدة: استخدم‎ K, اكب الوق‎ en .13.4.8 
3o (نظرية 20.4.8) لتبرهن النسخة الضلعيّة لنظرية منجر‎ digas استخدم نظرية التفريع‎ (1) 14.4.8 
. (مساعدة: ابتكر تحويلا لبيان مناسب لتحصل على إثبات قصير)‎ . A (x, y ) =k (x,y ) البيانات الموجّهة:‎ 
المسألة المقابلة للبيانات الموجّهة فتدعى‎ Usi تدعى مسألة انتشار الإشاعة ”مسألة الهاتف“ أيضاء‎ (1) .15.4.8 
بوصفها دالة 123 حدّد العدد الأصغر للتناقلات 2 اتجاه واحد بين 7 من الأشخاص بحيث‎ al aal Aa 
. (Harary - Schwenk [1974]) للأشخاص الآخرين جميعهم.‎ Sat Lus ass تملك کل‎ 
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be D oss .16.4.8‏ موجَهًا يحل مسألة التلغراف بحيث يصل JS‏ رأس معلومات من sill‏ الأخرى مرة 
واحدة بالضبط. thei‏ يوجد 1 — D2 Ll n‏ على الأقل يسمعون معلوماتهم الخاصة: Gaal. nJsty‏ مثل 
D‏ بحيث يكون 1 — 7 رأسًا فقط يسمعون معلوماتهم الخاصة؛ 2 حين يوجد مسار واحد متزايد تمامًا لكل XEY‏ 
من × إلى )]1987[ y (Seress‏ 
7.4.8. الخاصية :NOHO‏ 

(a‏ لیکن 6 بيانًا مترابطًا له 4 - 27 Lab‏ ويملك ترتيبًا Us.‏ يحل مسألة انتشار الإشاعة ويحقّق 
Y) NOHO‏ توجد dale‏ متزايدة) . Si Lexi Go sal‏ 8 <:(77)0::وأنه يوجد على [الأكذر bah,‏ درجتهما 2 .2 
cus‏ أنّ البيان الذي تم الحصول عليه بحذف المكالمات الأولى والأخيرة للرّؤوس 2 G‏ يملك 4 مركبات؛ اثنتين 
منهما رؤوس معزولة والاثنتين الأخريين جرارين يملكان الحجم نفسه. (West [1982 a])‏ 

.NOHO ضلعًا ي يحقق خاصّيّة‎ 2n - 4 مترابطا له‎ VS ja أنشيّ بيانا‎ Nn > 4 oes) لکل عدد‎ (b 
. لترشدك 2 البحث)‎ (A) (مساعدة: استخدم الخواص البنائية التي برهنت ب4 فرع‎ 
(لایوجد ناقلان متطابقان) هو بیان مرتّب مترابط‎ (NODUPscheme) NODUP lal) te. .18.4.8 
رأس آخر:‎ el رأ س إلى‎ JS يملك مسارًا واحدًا متزايدًا بالضبط من‎ 

NOHO يملك خاصية‎ NODUP نهج‎ Js 5i أثبت‎ (- ) (a 

(b‏ أثبت عدم وجود نهج NODUP‏ عندما تكون }18 ,14 ,10 ,6{ € 7. (تعليق: أثبت سيرس 
Ol [Seress, 1986]‏ هذه هي فقط القيم الزوجيّة ل 7 بحيث يكون نهج NODUP‏ غير موجود» وبنى 
NODUP Lag‏ للقيم الأخرى جميعها. ل 4۸ = n‏ بنى ويست NODUP Leg: [1982b]‏ يحتوي على 
(9n/ 4) - 6‏ مكالمة؛ وبرهن سيرس [1986] Sh‏ هذا هو الأمثل). 
٠ 19.4.8‏ افترض Ll Si‏ 2 بيان بسيط G‏ يرغب 2 نشر معلومات للرّؤوس الأخرى جميعها. ds.‏ بذ كل وحدة 
زمنية؛ Ola‏ كل رأس يعرف المعلومة يستطيع إجراء مكالمة مع جار لا يعرف هذه المعلومة. ia Ilo]‏ المطلوب لنشر 
المعلومة من V‏ هو العدد الأصغر من الوحدات الزمنية؛ بحيث تستطيع الرؤوس جميعها معرفة المعلومة. ha gyal‏ 
G‏ على 7 من الرّؤوس له أقل من 27 ضلءًا بحيث يستطيع كل رأس G2‏ نشر المعلومة على الأكثر -2 زم ن يساوي 
(Grigni - - Peleg [1991]. (1+ Ign)‏ . 
20.4.8 )1( أثبت أنّ البيان أدناه غير قابل للاختيار من الدّرجة 2. 
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K, „ol ous 21.4.8‏ يكون قابا للاختيار من الدّرجة/ إذا وفقط إذا كان RE‏ > . 
(Erdós - Rubin — Taylor [1979])‏ . 
max yo 5G) 5 c 22.4.8‏ + 1 ك x(G)‏ بحيث يكون 1 + x )© (+, (G) < n‏ وبرهن ایشا 
XG) < 2A(G)- 16)‏ 
JS Si c2 23.4.8‏ بيان وتري G‏ يكون Dud‏ للاختيار من 323 X(G)‏ 
24.4.8 أثبت Sl‏ كل بيان مترابط G‏ يملك a tta Lag‏ من قوائم: بحيث يكون )( 20 < as)‏ 
V‏ إذا وجدت متباينة صارمة لرأس وإحد على الأقل. 
25.4.8. )1( أثبت G Si‏ يملك Uis ast‏ (الملاحظة 31.4.8) ب2 + X '(G)‏ لوا على الأكثر. 
8 بيان Cou‏ غير قابل للاختيار من الدّرجة 4 ورتبته 63: 
(a‏ ع قائمة التعيينات للبيان oll‏ ترمز 5 إلى ]4[ TU‏ فترمز إلى )( S—‏ أثبت Si‏ هذا البيان لا 
يملك تلوينًا فعليًا مختارًا من هذه القوائم 
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Shas © ليكن'‎ A [5]؛ وحجم كل قائمة يساوي‎ - {7} Hi أدناه» ترمز‎ G ب قائمة التعيينات للبيان‎ (b 
بإضافة رأس واحد مع قائمة 1 مجاورة للرّؤوس جميعها على الوجه الخارجيّ لهذا‎ G الذي تم الحصول عليه من‎ 
. (Mirzakhani ]1996[( لا يملك تلوينا فعليًا مختارًا من هذه القوائم.‎ G'S أثبت‎ G2 الرّسم‎ 















4 1 1 5 5 1 T 5 
j يار‎ l 
5 ae 35 1 5 4 2 
XN 3 4 4 2 


27.4.8 )1( تكافؤ لنظرية ديلورث ونظرية كونج وإيجرفاري: : 
(a‏ إذا أعطيت بيانا ثنائيٌ Ge pall‏ فطبّق نظرية ديلورث على توجيه متعد له لتحصل على نظرية كونج وإيجرفاري. 
(b‏ 131 أمطيت D Sais Lege Uy‏ وليكن sa G‏ الخطر D's‏ كما هرف ج Giles 20.4.1 ay pal‏ 
نظرية كونج وإيجرفاري على G‏ لتحصل على نظرية ديلورث ل . 
8 . )1( أثبت أن يتفكك إلى [n/2|‏ مسارًا. وبرهن K il‏ يتفكك إلى | [n/2‏ حلقة عندما Koya Niys‏ 
8 . )1( تفكيك WK,‏ بيانات جزئيّة مترابطة مولدة. 
(a‏ أثبت أنه إذا کان K‏ يتفكك إلى / بيانا Ésa‏ مترابطا n < 2۸ a Noga‏ 
(b‏ أثبت أن K,‏ يتفكك إلى ۸ شجرة مولدة قطرها 3. (مساعدة: لتكن الأضلاع المركزيّة لهذه الأشجار 
تشكل مواءمة كاملة) . ([1973] (Palumbing‏ 
30.4.8 أثبت I‏ كل بيان سوي بسيط منتظم من الدّرجة 3 مترابط ضلعيًا من الدّرجة 2 يتفكك إلى مسارات 
طولها 3. وبرهن العبارة نفسها للتّنليثات السُويّة. )]1985[ (Jünger - Reinelt-Pulleyblank‏ . 
asi 31.4.8‏ أنْ النظرية 35.4.8 أفضل ما يمكن عندما تكون 1 - 77 تقسم 1 - D‏ 
8 -.ليكن G Os cus le G‏ يخلو من cath UE ouis SLE‏ أن Lglgle Ail» ulla; G‏ 
2 على الأقل. (مساعدة: استخدم النظرية 37.4.8.( (N. Graham)‏ 
33.4.8 استخدم نظرية وودال لتثبت نظرية أور» واستخدم نظرية مينيل لتثبت نظرية وودال. 


3.8 استخدم نظرية مينيل لتبرهن ily D]‏ موجّهًا صارمًا على 7 من الرّؤوس يملك مسارًا ga‏ إذا تحفّق 
d(v) < 2 - 3 Ji‏ + (/)4 لكل زوج ۷ U‏ من gll‏ المختلفة غير المتجاورة. 
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8. 5. البيانات العشوائية (Random graphs)‏ 


استعملت الطريقة الااعتماليّة 3 صورتها الأبسط cya pad‏ وجود كاكنات Agi pa Acid gi‏ دون ilis‏ وقد 
عَرْف نموذج احتمالي مناسب على صت كبير من الأشياء. والحدث هوحدوث للبناء المرغوب. إذا كانت احتماليّة 
هذا الحدّث موجبة؛ فإن شيئًا مرغوبًا يكون قد حدث أو eg‏ | تصميم النموذج» وتطبيق الاحتماليّة: وأساليب 
التقارب يمكن أنْ تتضمن مهارة كبيرة. 

سنناقش هذه الطرق 2 سياق البيانات العشوائيّة التي cod‏ دراستها بنمذجة الخصائص الفيزيائية 
وبتحليل الخوارزميّات -2 علم الحاسوب. 


8 مثال: درجات الانصهار. يقترح سلوك البيانات المشوافئة 1225 gia ole jt Caskey‏ هكن 
2 المجسّم المصمت بوصفه شبكة ثلاثية الأبعاد من الجزيئات» حيث تتصل الجزيئات المتجاورة بروابط. فعلى 
سبيل (JU‏ خن 2 الحسبان البيان P, oP, DOP‏ الروابط هي الأضلاع. Òl‏ إضافة الطاقة تثير الجزيئات 
وتكسر الروابط. سوف نفترض Gi‏ الروابط 555 عشواقيًا عندما نرفع درجة الحرارة (مستوى الطاقة). وكل 
حرارة تقابل جزءًا ما من الروابط المكسورة. ب4 حين أنْ البيان يبقى مترابطا بصورة كبيرة؛ أما المادة فتبدو 
مصمتة. وکر أجزاء صغيرة لا يفير هذا. ولكن؛ عندما تكون المركبات جميعها صغيرة: فإن الطبيعة الكليّة 
للمادة تتغيّر. والمركبات الصغيرة للجزيئات تطفو بحريةء مثل السائل أو الغاز. 

ریاضيًا» يوجد مدخل لعدد الروابط التي يجب أن تكسّر(بدلالة الحجم للشبكة) بحيث بحيث تت تترك كل طريقة 
لكسر عدد أقل من الروابط مركبة ضخمة. . وبصورة تقريبية: JS SU‏ طريقة لكسر روابط أكثر إلى خد ما siti‏ 
PRE‏ رة Nits‏ . وتحت درجة حرارة معينة daia‏ فإن المادة سوف تبقى مصمته تقر ا 
فقطء تكون غير مصمتة تقريبًا. 


8.. مثال: تحليل الخورازميّات. يكون التعقيد 2 أسوأ حالة عندما يكون زمن التشغيل للخوارزمية 
للمدخلات التي حجمها 7 جميعها أكبر ما يمكن. (انظر الملحق 8). للمسائل الصعبة؛ يمكن GI‏ نبحث عن 
خوارزمية تأخذ العديد من الخطوات على بعض البيانات الغريبة ‏ حين تعمل بسرعة عند معظم البيانات. إننا 
بحاجة إلى طريقة لوصف فائدة مثل هذه الخوارزميّات. 

Jou!‏ هو التحليل الاحتمالي. سنفترض التوزيع الاحتمالي على المدخلات ودراسة زمن التشغيل المتوقع 
بالنسبة إلى هذا التوزيع. OL‏ اختيار توزيع واقعيّ يمكن أنّ يكون صعبًا. لذاء سنختار توزيمًا احتماليًا يجهل التحليل 
ملائمًا. ولكننا لا نستطيع تعريف توزيع احتمالي على عدد لا نهائي من البيانات» لذلك سوف نعرف توزيعًا على 
البيانات لكل رتبة. وهذا منسجم مع افتراض زمن التشغيل المتوقع بوصفه دالة على حجم المدخلة. ل 
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قدم إيردوز وريني ]1959 [Erdós-Re'nyi,‏ البيانات العشوائيّة: ثمّ تطوّر الموضوع بصورة سريعة 2 
الثمانينيّات. كما ورد 2 كتب ]1985 «[Bollob'as, 1985]. [Palmer,‏ و ]1992 [Alon - Spencer,‏ . 

(حيث عالج الكتاب الأخير تطبيقات توافقية أومسع للطرق الاحتماليّة). ‏ حين أكد 
[Janson-Luczak-Rucin'ski, 2000]‏ التطورات aaa Wl‏ 

Li‏ الآنء Gulia‏ على البيانات العشوائيّة أساليب احتماليّة دقيقة أكثر Loe‏ نستطيع تقديمه هنا. وسوف 
نصف الأساليب الأساسية؛ ونقترح الصفة المميزة للموضوع: دون محاولة إعطاء معالجة كاملة للموضوع. 


(Existence and Expectation) الوجود والتوقع‎ 


سنبدأ بتوضيح كيفيّة قيام الطرق الاحتماليّة بإثبات عبارات تعلق بوجود الأشياء: افترضن Ll‏ نريد برهنة 
BLES La LIBUS C)‏ مطلاوية مود ذا Lbs: a C A C gr‏ يعد طهور الخاصية المطلوية A Éa‏ 
إذا كان احتمال A‏ موجبًاء Gba‏ الكائن المطلوب موجود. 
8_. تعريف: الفضاء الاحتمالي Liu! (probability space)‏ أو النموذج الاحتمالي 
(probability model)‏ هو مجموعة منتهية أو معدودة S‏ مع أوزان غير سالبة على عناصرها ويكون 
مجموع الأوزان 1. والحدث (event)‏ هو مجموعة جزئيّة من .S‏ والاحتمال (probability) P(A)‏ 
للحدث A‏ هو مجموع أووان see‏ ف يكون الخدخان A‏ و (independent) (plate B‏ إذا كان 
.P(An B) = P (4) P (B)‏ 
لقد أعطى إيردوز شعبيّة كبيرة للطريقة الاحتماليّة 2 العام 1947م من خلال استخدامها لإثبات الحدود 
السّفلى على أعداد رامزي (التعريف 6.3.8). وقد عبّرنا عن ذلك بصورة توافقية 2 النظرية 12.3.8؛ وهنا 
نقدّم الإثبات نفسه بلغة احتماليّة تستخدم الملاحظة (A)‏ ۲,< ك P(U, A)‏ . لاحظ أن البيانات ‏ هذا الجزء 


RQ, p)? n ote (7) 21 > 1 إذا كان‎ (Erdós ]1947[( نظرية ؛‎ .8 


الإثبات: يكفي أن نبيّن أنه عندما يكون 1 > (06-:2 )7( » فإنه يوجد بیان G‏ على N‏ من الرّؤوس مع 
«p‏ (6) و Q(G)«p‏ سوف نعرف نموذجًا احتماليًا على بيانات لها مجموعة رؤوس [77] بجعل كل ضلع يظهر 
بصورة مستقلة باحتمال يساوي 0.5. إذا كان الاحتمال للحدث © الذي هو ”لا عصب من الدّرجة 7 أو مجموعة 
مستقلة من الدّرجة D‏ موجبًاء Sla‏ البيان المطلوب موجود. 
(]S‏ عصبة ممكنة من الدّرجة تحدث باحتمال يساوي 270( ؛ لأنّ الحصول على بيان ib‏ يتطلّب الحصول 
على أضلاعه جميعهاء وهذا بحل خا بوره مته لذلك SLs.‏ احتمال الحصول على عصبة واحدة على الأقل 
من الدّرجة تريكون محدودًا ب 270 )9( ويتحقّق الحدّ نفسه للمجموعات المستقلة من الدّرجة قر لذاء Sl‏ 
الاحتمال ل ”ليس ©“ يكون محدودًا ب (n - Q)‏ والمتباينة المعطاة تضمن PO) < 0 Ë‏ . 
5.5.8 ملاحظة. تقود تعليلات الوجود إلى خوارزميّات البناء الاحتمالي Soa.‏ عن أن الاحتمال لبيان عشواقي 
على 64 رأسا لكي يملك عصبة من الدرجة 1024 أو مجموعة مستقلّة من الدّرجة 10 هو al‏ من-25(!9/10/(2)) 
4 حيث يكون 0.018 تقرييًا. 131 كان هنالك بيان مولد يصوزة عشوائية يلك fie‏ هذه الجموعة Aga Il‏ من 
الدرجة10ء 
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فبالإمكان توليد بيان آخر. o]‏ احتمال تكرار بيانات رديئة هو حاصل ضرب أعداد صغيرة؛ وسريعًا تصبح صغيرة 
بصوزة يصعب 4S |p|‏ " 
gais Saul S|‏ ب النظرية 8 .4.5 بضورة غير دفيقة هو iJ‏ ؛ Galal Sal Lal‏ الاستقرائيّ 2 النظرية 
11.3.8 بصورة غير Ax‏ كيو A.‏ 133( قان النجوة كبيرة. وهنا توک Lb pe D]‏ احصضالية أككر as‏ قد cait‏ 
تحسينات صغيرة 2 الحدّ السَفليّ. وعلى الرّغم من ذلك» OL‏ الحدود التي بُنيت بناءً هي أكثر ضعقًا. لذاء 
as‏ هذا فوزًا للطريقة الاحتماليّة. S|‏ الإثبات بصورة جوهرية هو تعليل ilua‏ فقط. لاحظ أنه يمكن Bale!‏ 
صياقة ايه مق ALA SL‏ دات Agi! Metall cole Lnall‏ موسقي] تابات Moles‏ موزونة: إلا أن 
البراهين 2 لغة الاحتمالات أبسط. 
bf‏ تقدّم المتغيّرات العشوائيّة يضيف B‏ كبيرة. وسوف نعيّن قيمًا للعناصر .2 فضائنا الاحتمالي(" . 
ولبرهنة المتباينات؛ فقد استخدمنا سابقًا المقارنة بين المعدّل والقيم الكبرى لمتغيّر عشوائيٰ. 
6.5.8 تعريف: المتغيّرالعشوائيّ (random variable)‏ هو cras alls‏ عددًا حقيقيًا لكل عنصر .2 فضاء 
احتمالي. وسوف نستخدم ۸ = ليرمز إلى SIAM‏ الذي يتكون من العناصر جميعها حيث تكون k‏ 
قيمة AX x‏ 
والتوقع E (X) (expectation)‏ لمتغيّر عشوائيٌٍ sa X‏ المعدّل الموزون ( Y, kP(X =k‏ . وخاصيّة أعشاش 
(طواقي) الحمام (pigeonhole property)‏ للتوقع هي العبارة التي تنص على وجود عنصر 2 الفضاء 
الاحتمالي بحيث تكون قيمة X‏ كبيرة gh)‏ صغيرة) مثل E(X)‏ 
إن تطبيق خاصية طواقي الحمام تتطلب قيمة أو حدًا ل E(X)‏ وتطبّق الحسابات غالبًا خطيّة التوقعات 
على تعبير ل X‏ بدلالة متغيّرات عشوائيّة أبسط. ولتحقيق أهدافنا ee‏ سوف نحصر اهتمامنا gus‏ 
احتماليّة على مجموعات Augie‏ ونجمع عددًا منتهيًا من المتغيّرات العشوائيّة فقط. وهناك نتائج مشابهة تتحقّق 
#افضاءات احثماليّة متصلة . 
5.8.. تمهيدية : (الخاصيّة الخطيّة) إذا كان × والمجموعة المنتهية (X)‏ متغيّرات عشوائيّة على الفضاء نفسه 
وكان E(X (= > E(X,) da X =2 X,‏ . وكذلك فإ c E RJSE (cX) = cE(X)‏ 
الإثبات: 2 فضاء احتمالي متقطع» يسهم JS‏ عنصر بالكمّية نفسها لكل طرف 4 المعادلات المطلوية. ‏ " 
غالبًا ما نطبّق التمهيديّة 7.5.8 للمتغيّرات عشوائيّة والتي تحسب بناءات جزئيّة. إن مثل هذا المتغيّر العشوائي 
هو مجموع متغيّرات تشير إلى ما إذا كان أحد الأشياء المحتملة التي حُسبّت تحدث فعلاً .وهذه المتغيّرات المؤشرة 
(indicator variables)‏ تأخن Us‏ 2 }0,1{ (تدعى كذلك المتغيّرات 0, 1). إن التوقع لمتغيّر مؤشر هو 
احتماليّة أنّ يساوي 1. تسهّل هذه الخصائص ما كان متوقمًا أنْ يكون الاستخدام الأول للطريقة الاحتماليّة. 


)1( سوف نأخذ 2 الحسبان الفضاءات الاحتماليّة المتقطعة daza‏ ولكن هناك مفاهيم مشابهة تتحمّق لفضاءات احتماليّة 
متصلة (مستمرّة). 
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8.5.8 نظرية : ([1943] (Szele‏ يوجد دوريّ ألعاب على 7 من agi‏ يملك !11/2 مسارًا هاملتونيًا على الأقل. 
الإثبات: ولد دوريّ ألعاب على [N]‏ بوصفها عشوائية باختيار زج 1 أو ج ر مع احتماليّة متساوية لكل زوج 
Sae X 5&4 (2, JJ‏ المسارات الهاملتونيّة؛ XSI Gl‏ هو المجموع ل /7من المتغيّرات المؤشرة للمسارات الهاملتونيّة 
المحتملة. واحتماليّة حدوث Gi‏ مسار هاملتوني هي | ™ a2‏ لذلك A(X) = 1/2 ™ ps‏ 29 دوري ألعاب ماء 
يكون X‏ كبيرًا مثل التوقع على الأقل. z‏ 

يعطي هذا الحدّ البسيط الذي يستخدم التوقع الجوابَ الصحيح تقريبًا للعدد الأكبر للمسارات الهاماتونيّة 
2 دوري ألعاب على 77 من الرّؤوس؛ وقد أثبت ألون ]1990 Si [Alon,‏ هذا العدد هو"(77//)2-0)1) على الأكثر. 
عندما تكون قيم معظم الأمثلة (المشاهدات) قريبة من القيمة المتطرّفة: Ola‏ التعليلات الاحتماليّة تكون فاعلة 
بشكل خاص. 

يمكن تفسير العديد من المتباينات بوصفها عبارات حول القيمة المتوقعة 23A‏ عشوائي. وهذا ما يعطي 
Ls‏ أقصر من إثبات الطرق التّوافقيّة غالبًا . والتمرين 42.1.3 يطلب إثيانًا توافقيًا للنتيجة الآنية. 


Got (6)#نكل‎ 2E, roy ze We 1981], [Caro, 1979]) : ay 133 .9.5.8 


الاشيات: [Alon- Spencer [1992, p81])‏ ) افترض ol‏ لديك ترتيبًا لرؤوس 2 بيان Ol G‏ مجموعة 
الرؤوس التي تظهر قبل جيرانها جميعها تشكل مجموعة مستقلة. عندما يتمّ اختيار الترتيب بصورة منتظمة 
عشوائيًا فان احتماليّة ظهور ۷ قبل جيرانه جميعهم هي .1/(d(V)+1)‏ لذلك» فإن طرف المتباينة و 
الحجم المتوقع للمجموعة المستقلة المشكلة باختيار الرَؤُوس التي تظهر قبل جيرانها ‏ ترتيب Guh‏ عشوائيٌ. " 
عندما Gå agt‏ بصورة عشوائية ليكون La à‏ من امتلاكه خاصيّة مرغوبة. فإنه يمكن SI‏ ينتج تغييرًا 
شقا ,ينعن هذا الأسلوب طريقة الحذف (deletion method)‏ أو طريقة التبديل (التغيير) 
(alteration method)‏ أو طريقة الخطوتين .(two- step method)‏ وتزودنا أعداد رامزي بتطبيق 
کلاسیکيٰ على هذه الطريقة (التمرين 16). وسوف نقدّم تطبيقين آخرين. تذكر S C V(G) Gi‏ مجموعة 
مسيطرة 2 G‏ إذا كان JS‏ رأس خارج S‏ يملك جارًا  S‏ (التعريف 26.1.3). وعندما يكون G‏ منتظمًا من 
الدرجة ۸ء US Sb‏ رأس سيسيطر على 1 +۸ من Lag) asbl‏ فيه نفسه). لذاء إن كل مجموعة مسيطرة تملك 
LOL n(G) (e+)‏ على الأقل. Ó|‏ طريقة التفيير تعطي مجموعة مسيطرة قريبة من الحدّ ‏ كل بيان ذي درجة 
صغرى k‏ لاحظ Ol‏ التعليل يستخدم المتباينة الأسناسية 1-p > e?‏ كالعديد من التعليلات التي تستخدم هذه 
الأساليب (التمرين 2). 
10.5.8. نظرية : )]1990[ Js (Alon‏ بيان على M‏ من الرؤوس ذي درجة صغرى ۸<1 يملك مجموعة 
n LM PEREA‏ على LS‏ 
الاثبات: -2 مثل هذا البيان G‏ اختر مجموعة عشوائيّة S CV(G)‏ تشتمل على كل رأس P= In(k+1)/ (k+ D‏ 
بصورة مستقلة. إذا كانت S‏ معطاة؛ فاجعل'7 مجموعة الرّؤُوس خارج S‏ التي لا تملك جارًا .2 S‏ ولاحظ أن 
إضافة 7 إلى S‏ يعطي مجموعة مسيطرة سوف نبحث عن الحجم المتوقع ل UT‏ هر . 
Les‏ أن كل gals‏ يظهر ليع احتمال م Sla‏ الخاصّيّة الخطيّة تعطي (E(ISI = np)‏ إن المتغيّر العشوائيٌ 
|T‏ هو مجموع N‏ متغيّر مؤشر يدل على ما إذا كانت الرّؤوس القائمة بنفسها تنتمي إلى 7. لاحظ T i‏ € إذا 
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وققط )15 Lainly SHI gai aol ass V ol‏ هذا محرو OY: Hp 1a‏ درجة ۷ تساوي / على الأقل. 
(py > 6 PEDI k‏ فإن Ól .E(ISI + IT) € np + nev = -n nes‏ خاصية طواقي 
الحمام estt‏ تكمل الإثبات. . 

هذا Lens cde idi Seal‏ ديك ع کی مان 6 noi i‏ مغرف Sinus Meus‏ 
حجمها (Alon [1990] s (G)‏ على الأكثر. والخوارزمية الجشعة تبرهن النتيجة نفسها بصورة بنائية 
(النظرية 30.1.3). 

يوجد تطبيق شائع ولافت لطريقة يقة الحذف» وهو إثبات وجود بيانات ذات خصر وعدد لوني كبيرين. وفيما 
بعد ظهرت بناءات صريحة agug. [Lovasz, 1968a] . [Ne'set'ril-Ródl, 1979] « [Kriz, 1989] si‏ 
نعرض تبسيطا للإثبات (Alon — Spencer [1992, p35]) Ged!‏ يستخدم خاصية التوقع التي سنبرهنها 
& التمهيديّة 17.5.8. 
38 . نظرية : ([1959] (Erdós‏ إذا أعطينا 3 < gm‏ 3 < ۽ ile‏ يوجد بيان خصره ع على JW‏ 

وعدده اللوني m‏ على الأقل. 
الاثبات: سوف نولد بيانات بصورة مستقلة على مجموعة رؤوس ]1[ وذلك JS Jam‏ زوج ضلمًا مع احتمال P‏ 
Ól‏ البيان الذي لا يملك مجموعة مستقلّة كبيرة يكون ذا عدد لوني كبير؛ ws. X(G) < n(G) / a(G) 5x‏ 
نختار P‏ كبيرة بصورة كافية لعمل مجموعات مستقلة كبيرة بصورة غير متشابهة. وكذلك نختار 7 صغيرة 
بصورة كافية لجعل العدد المتوقع للحلقات القصيرة (ظولها أقل من (Z‏ فليلا. وإذا أعطينا بيانا يحقق كلا 
الشرطين؛ فإننا نستطيع حذف رأس من JS‏ حلقة قصيرة للحصول على البيان المنشود. 

[rid‏ هدا GUS L3 Rabia 25 guns‏ أكثر من 11/2 حلقة قصيرة؛ ونضع p = DU‏ حيث ج/1 > . dS‏ من 
الحلقات المحتملة التي طولها رتحدث مع احتمال D,‏ وبكتابة ر بدلا من (1 dlan (n- 1)... (n—j*‏ يوجد 
ni) /(2))‏ حلقة محتملة لكل j‏ لذا « Bla‏ توقع العدد X cic‏ للحلقات التي طولها Sal‏ من ع هو: 


2 i P g= t, 8 
E(X)= Xf inn < د‎ / (2i) 

بما أن fg‏ > 1. فإن E(XYN—0‏ عندما 0 > وسوف نكمل 2 متباينة ماركوف التفاصيل لنستنتج أن 
P(X < ۸/2( > 0‏ عندما o0‏ ج N‏ ول 7 كبيرة بما فيه الكفاية؛ .P(X >n/2) < 1/2 Ops‏ 

. بما A(G) Si‏ لا يمكن ol‏ يزداد عندما نحذف رؤوسًاء ٠‏ فإننا نحتاج إلى (0)6 / (1x)‏ مجموعة مستقلة على 
الأقل لتلوين cosh!‏ المتبقية عندما نحذف Lil‏ من JS‏ حلقة. إذا X os‏ > ۸/2و .a(G) € n(2k)‏ فإننا 
نحتاج إلى ۸ لونا للبيان Sat!‏ على الأقل. وبأخذ | olr -[5 In n / p‏ 

P(a(G) > r) > )()1- p)O < [ne 0-2] 
N وهذا يقترب من 0 عندما تكبر‎ 

بما k gr = [3n' Inn] bí‏ مثبتة مثبتة. Üla‏ نستطيع اختيار 7 كبيرة بصورة كافية لنحصل على 

ala أيضاء‎ P(a(G) 2 r)- V2 و‎ pror rli dieque ss lg. > n/(2k) 


يوجد بیان G‏ على M‏ من oa‏ بحيث (/7/)2 < A(G)‏ وبحيث يملك Jl G‏ من 7/2 حلقة طول كل منها Jl‏ 
Boys‏ الان تحاف و اشامن كل جلعة قصيرة: وتحتفظ بيان ule go peed‏ الأقل: وعدده اللوني ۸ على الأقل n‏ 
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خصائص معظم البيانات (Properties of Almost All Graphs)‏ 


اقترحنا Lal‏ خان ریا م “Lest‏ أو غالبا ما gaa‏ وهذا التعبير له معنى 2 السياق لنموذج الاحتمال. 


8 . تعريف: إذا ar ee‏ فشا داك الاحتمال؛ فاجعل ٩,‏ تمثل الاحتمال Giant‏ الخاصّيّة 0 
الفضاء - 7 (الفضاء ذو البعد 7). نقول: إن الخاصّيّة © تتحقّق تقريبًا (almost always) Leite‏ 
إذا كانت ]= lim QF‏ 


MM, yos 

بالنسبة إليناء Gla‏ الفضاء gan‏ توزيع احتمالي على بيانات على 7 من الرّؤوس. عندما تتحقق الخاصيّة 
© تقرييًا دائمّاء فإنتا نقول: ”يملك JS‏ بيان الخاصّيّة © تقريبًا Sf.‏ جعل البيانات جميعها التي لها ]7[ 
بصفتها مجموعة رؤوس متشابهة بصورة متساوية تكون مكافئة لجعل كل زوج من الرّؤوس يظهر بوصفها ضلعًا 

مع احتمال 1/2 إن النماذج التي تظهر فيها أضلاع بصورة مستقلة مع الاحتمال نفسه هي الأكثر شيوعا للبيانات 

العشوائيّة؛ LEY‏ تؤدّي إلى أبسط الحسابات. ونسمح لهذا الاحتمال بالاعتماد على . 
8. تعريف نموذج A‏ معطى n‏ و (7-2)1, نولد بيانات على مجموعة رؤوس [M]‏ وذلك بوضع 

ds‏ زوج بوصفها ضلعًا مع احتمال 7 بصورة مستقلة. B‏ احتمال كل بيان على 7# من الأضلاع يساوي 

p)"‏ —1( "م والتفيّر المشوائيٌ GP‏ يرمز إلى بيان نحصل عليه من هذا الفضاء الاحتمالي. يعني 

”البيان العشوائيٌ“ نموذج A‏ مع 1/2 P=‏ الذي يجعل البيانات جميعها مع مجموعة الرّؤوس [MN]‏ متساوية 

الحدوث. 

الحسابات للبيانات التي تكون مجموعة الرّؤوس فيها مثبتة (البيانات ”الموسومة») تكون أسهل كثيرًا من 
الحسابات لصفوف ISLA‏ العشوائيّة: وبما اھ کاو سار وماق مي اداد اک ی Se‏ 
ole‏ هذا النموذج يكون متناسقًا مع التطبيقات. 

LaL‏ ما نقيس زمن التشغيل للخوارزميّات بدلالة عدد S‏ من الرّؤوس و الأضلاع؛ لذا فربما نريد السيطرة 
على عدد الأضلاع: وهذا يقترح نموذجًا تكون فيه البيانات الموسومة على 7 من الرّؤُوس و M‏ من الأضلاع 
متساوية الحدوث. (نستخدم M‏ لحساب عدد الأضلاع ب4 هذا الجزء؛ GY‏ العدد ...2.71828 C=‏ يقوم بدور 
مهم 2 مناقشات المحاذاة). 
14.5.8 . تعريف: B gisi‏ معطى 77و(7701 = m‏ افترض Si‏ كل بیان له مجموعة رؤوس ]71[ وله ضلمًا 
يحدث مع احتمال” (M)‏ حيث )2( va‏ . يرمز المتغيّر العشواكيّ ” 6 إلى بيان مولد بهذه الطريقة. 

هذان النموذجان هما الأكثر شيوعًا من العديد من النماذج التي LS‏ ويبدو نموذج B‏ أكثر تناسبًا مع 
التُطبيقات. سوف نسأل أسئلة مثل ”بوصفها alla‏ 702 كم ضلمًا نحتاج إلى جمل بيان مترابطًا بصورة شبه 
مؤكذة S‏ :وسوف Lad‏ ف نموذج i0 alls bgaa” A‏ ما احتمال الشلع آنذي co‏ إلية ned‏ بيان Ul yia‏ 
بصورة شبه مؤكدة “S‏ لسوء الحظ Sa‏ الحسابات التي نحتاج إليها للإجابة عن مثل هذه الأسئلة أكثر عشوائية 
2 النموذج B‏ مقارنة بالنموذج A‏ 
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وي تفز تيع ارسي يدبي اموا رخاز نرت pg (3 I‏ ؛لأنالعدد gil‏ 
للأضلاع salai‏ .2 3543 ج 4 قريب جدًا من التوقع الناتج 1 تقر Us‏ دامًا. GI‏ هذا Gilang dala jet‏ 


لمعظم الخصائص التي تهمّناء و تتطلب برهنة هذا استخدامًا فصلا لتوزيع ذات الحذين ssf‏ الأضلاع. تكون 
الخاصّيّة البيانيّة Q‏ محدّبة (convex)‏ إذا كان G‏ يحقق Q‏ عندما F.H ,F CG CH‏ يحققان 0. 


38. نظرية: (Bollobás [1985, p34-35])‏ }13 كانت © n das‏ ؟)(محمم 
olo‏ كل 67 GIS 131 dazss 131 Q Uus Gia‏ لكل Gls aide x‏ كل eum O Gaze ay G"‏ 
dies [ra-»xo] ‘|‏ 


تبرّر النظرية 8 حصر اهتمامنا بالنموذج piss gil Ge Sues A‏ جل D‏ بوصقها دال NAN ay‏ 
nan gE Be‏ جوت يجب أنّْ نجعل D‏ تختفي بمعدّل مثل C/N‏ حيث يكون ÉB C‏ وثبات P‏ 
يعطي بيانات كثيفة 


إن إثبات 1 > oss; P(Q)‏ أسهل كثيرًا من حساب aig. Bale P(Q)‏ هذا ae‏ مهما . لاحظ ol‏ حسابًا 
مضبوطاللاحتمالات يكون صعبًا وغير ضروري وجنا pay fy osile‏ التحليل (aln) eal‏ 
الذي يستند إلى التهايات ونكتب 1 > a‏ للدلالةعلى L gi‏ = ,هى _ lim,‏ . وللقارنة معدّل النموللمتتاليات؛ ؛نستخدم 
الرمزين O”‏ كبيرة“ و ?0 صغيرة“ انظر الملحق 8 للتعريفات). حيث نكتب ((1+0)1) a, = b,‏ عندمايكون A)‏ 
(D)‏ مختلفين بمتتالية تنمو بصورة أكثر بطئا من (0)؛ بشكل مكافئ: 1ج( / d,‏ . عندما يكون 1ج a/b‏ 
Lila‏ نقول |5 a,‏ مقاربة (asymptotic)‏ ل b,‏ ونكتب -a,~ b,‏ 


نستخدم عبارات التقارب لإهمال حدود الترتيب Aa‏ التي لا تؤثر فيما isl‏ كان1 - lim, „P (Q)‏ 
!5 حساب PQ)‏ 5.951 ثم إثبات أن الصيغة د تؤول إلى 1 هو أكثر صعوبة وغير ضروريء ونحتاج فقط إلى تبيان Ol‏ 
P(- Q)‏ محدود بشيء ما يقترب من 0 . لاحظ Gi‏ العديد من المناقشات التقاربيّة هي مناقشات ”غير دقيقة“؛ 
Y LOY‏ نهتم بسعة الحدّ ما دام يقترب من 0؛ وسوف يتطور حدسنا حول ما نستطيع إهماله بصورة آمنة من 
خلال الخبرة. 
8 . نظرية ؛ )]1959[ Gillbert‏ ( عندما يكون o p‏ فإن ,6 كله يكون مترابطا تقريبًا. 


الإثبات: نستطيع جعل G‏ غير مترابط باختيار تجزئة للرؤوس مكوّنة من مجموعتين» ومنع وجود أضلاع 
بين هاتين المجموعتين؛ لأنَّ وجود الأضلاع داخل هاتين المجموعتين غير ذات صلة. ونحدّد الاحتمال,,4 الذي يجعل 
2G,‏ مترابط من خلال جمع ( =[ P([S S‏ على التجزئات S SASL‏ جميعها ؛ حيث إن البيانات التي 
لها العديد من المركبات Das‏ الكثير من اكرات وعتدما يكون ۴ = | aia S‏ يوجد lice KT - K)‏ مخملاً * 
]8,5[ واحتمال عدم ظهور Gi‏ منها بصورة مستقلة هو p‏ - 1. لذاء -P(S,5 ]-0- Q7 py Sia‏ 
وعلى اعتبار S Gi‏ كلها تولد کل تجزئة من JS‏ جانب. (Dü- p) ^" 5t‏ ' كو 


igual الحل‎ liia. “وقد‎ > A (17 p) محدودة‎ 4, «53 M-k و‎ k 2 abla هذه الصيغة‎ 


1/2 لدنم 
وباستخدام 24<( )د ad- py ola (kn 3) d-p)"* sa-py^?‏ ,> > ,4 وك 
كبيرة بما فيه الكفاية, Sf (IP) «1 St‏ هذا يجعل GSS‏ هو kjel‏ الابتدائيٌ من متسلسلة هندسيّة تقاربيّة. 


ونحصل على أنْ qn > x(1 - x)‏ حيث Ly x = n )1 - p?‏ أنّْ0 — pj?‏ -1( ۸ عندما يكون 7 ثابتاء 
obs‏ حدّنا على ٩,‏ يقترب من 0 عندما g ND‏ 
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سوف نتجنب بذل الجهد والمعاناة مع صيغ الاحتمالات من خلال تقديم متغيّرات عشوائية ذات قيّم صحيحة 
وأساليب gus‏ التوقع. إذا كان X‏ متغيّرًا ue‏ غير سالب بحيث 0 = X‏ عندما يملك G,‏ الخاصية 0: 
E (X) 20 ts‏ تؤدي إلى أنْ ”6 كلها تقريبًا تحقق © . وهذه حالة خاصّة للتمهيديّة الآنية التي سنثبتها فقط 
Aeon cil aia‏ ولعنها iue uk 23 Ling‏ ب 


8 . تمهيدية: (متباينة ماركوف) dip‏ كان X‏ يأخذ القيم غير السالبة daia‏ فإِنْ 
P(X 21)€ E(X )/t‏ بوجه خاصٌء إذا كان X‏ ذا قيم db amaa‏ 0ج-00) E‏ تعطي 
.P(X 0( 21‏ 


" .E(X)= E me Y 5 DIMA p, =tP(X 2t) الإثبات:‎ 
kzt 


Gan ay Xii a as‏ متابط و0 = X‏ خلاف ذلك. 
والتوقع لمتغير مؤ شر هو احتمال B‏ يساوي 1 . لقد برهنا P(X = 1) > 0 Gi‏ عندما يكون ن 2 ثابتًا) لنبرهن G' d‏ 
etal‏ . ومع متغيّر عشوائي مختلف فإننا نستطيع تبسيط الإثبات وتقوب ية النتيجة. ما زلنا نريد من 
بحقق © إذا كان 0 — X‏ (لكي نطبق متباينة ماركوف) ولكننا لا نحتاج إلى ))0 G >< (X=‏ يحقق (Q‏ 
NE uoto‏ د CUT‏ يجيد ع X = A‏ إنّ خطيّة التّوقع وملاءمة 
E (X) = P(X,-1)‏ للمتغيّرات المؤشرة oaa‏ المهمة لإثبات أن 0 + .E(X)‏ 


18.5.8 نظرية ؛ إذا كان p‏ ثابتًا « ob‏ قطر (GP)‏ کله يساوي 2 تقريبًا (وعليه ol.‏ © يكون مترابطا) . 
الاثبات: ليكن Sue XG?)‏ أزواج الرّؤوس غير المرتبة التي ليس لها جار مشترك. hy‏ لم يوجد مثل هذه 
الأزواج» OU‏ ر E (X) > ON PP end a‏ سوف نعبّر 


عن X‏ بوصفه مجموعا ل ٠ X job ato;‏ واحد لكل زوج من الزؤوس ۷,3 {Vp‏ حيث 1 > X,‏ 
إذا daza‏ إذا كان v, V‏ لا يملكان جارًا مشتركا. 


عندما يكون ola 1 = X,‏ الرّؤوس الأخرى وعددها 2 - تفشل بامتلاك أضلاع تصل إلى هذين الرأسين. 
لذا E(X) = )7( )1 - p)? P(X, = 1( - )1 - py ie.‏ . وعندما یکون p‏ مٹبتاء فان 0 > E (X)‏ 
ola iade,‏ قطر G,‏ كله هو 2 n‏ 


| الحدس وراء هذا التعليل الذي جُعل مضبوطًا باستخدام متباينة ماركوف. هو أنه إذا توقعنا عدم وجود 
أزواج سيئة؛ Ola‏ كل بيان تقريبًا لا يملك أزواجًا سيئة. حيث يختفي المجموع i‏ وأخيراء نحتاج فقط إلى معرفة أن 
py”‏ - 1) تؤول إلى 0 أسرع من Als Gh‏ كثيرة حدود AUY‏ 


(Threshold Functions) دوال العتبة‎ 


بصورة غير Aas‏ نقول S|‏ البيانات العشوائيّة التي لها احتمال Gabo‏ ثابت تكون مترابطة؛ لأنها تملك العديد 
من الأضلاع أكثر مما نحتاج إليه لتكون مترابطة. ولتحسين النظرية 18.5.8 ؛ ila‏ نريد Si‏ نجعل (7/)صغيرة 
بصورة كافية ليكون G,‏ كله مترابطا تقريبًاء نحتاج إلى فكرة alla‏ احتمال العتبة. من العلاقة بين النموذجين A‏ 
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Ola B g‏ احتمال ضلع العتبة يعطي Ld‏ عدد عتبة للأضلاع. 
8 . تعريف: نعرّف الخاصّيّة الرتيبة (monotone property)‏ على Lil‏ خاصّيّة بيانيّة يُحافظ عليها 
من خلال إضافة ual‏ 2 حين نعرّف دالة احتمال العتبة (threshold probability function)‏ 
نخاضية O andy‏ على Lgl‏ دالة (n)‏ بحيث تؤدي 0 > Lao xi decer dia ep)‏ ,6 تحقق Q‏ أما 
pV) oo‏ فتؤدي إلى Ol‏ ,6 کارا يحقق 0 Ala acus‏ ضلع عتبة threshold edge)‏ 
(function‏ بطريقة مشابهة لنموذج B‏ 
هذه فكرة واسعة عن Alls‏ العتبة التي تسمح لخاصية ما أنَّ يكون لها العديد من gs‏ العتبةء وتكون A>‏ 
العتبة AÇ)‏ أكثر حدّة إذا حدث سلوك بشكل مؤكد P(NY (Nn) Gy Leste Lua‏ من Caled‏ غير A pace‏ 
وتبقى دالة العتبة (1)77 أكثر حدّة حيث يحدث هذا السّلوك عندما يختلف P(N)‏ عن (1)7 بالطرح أو الإضافة 
VE‏ ذي رتبة à‏ أقل. 
لاحظ أن متباينة ماركوف تقوم بنصف العمل لاشتقاق ails‏ عتبة. إذا كان 0 = X‏ يعطي خاصية Q‏ وبرهنا 
أنه إذا كان 0 P(Q) -+1 Sls EX)‏ . نحصل على مرشحات لدوال عتبة بتحديد P(N) QU Gi‏ يعطي 
Lule EX) +0‏ ما نحصل على p(t)‏ بحيث 0 E(X)9‏ أو FE(X)9 oo‏ استنادًا إلى قيمة المتغير C‏ وتقترح 
الخاصّيّة A(X) o0‏ أن 0 P(X-0)‏ ولكن هذا لا يتبع دائمًا. فعلى سبيل E(X) 50 «SEM‏ عندما 
5. = )0 = )و 5. = PX = n)‏ ولنحصل على 0+ )0 = P(X‏ ؛ يجب GI‏ نمنع الاحتمال من الامتداد هكذا. 


8 . تعريف: |5 العزم من الدرجة (rth moment) r‏ د X‏ هو التوقع د AX"‏ والتباين (variance)‏ 
ل يكتب var(X)‏ وهو الكمية Lei EX - E(X))?]‏ الانحراف المعياري (Standard deviation)‏ 
sexa‏ الجذر zs ja‏ د var(X)‏ 


8ه تمهيدية + (طريقة العزم الثاني) إذا Xols‏ متغيّرًا عشواقيًاء PX = sos EADE Sle‏ 


aay EAI عندما‎ PX = 0) > 0 بوجه خاص,‎ 


Si تؤدي إلى‎ P وعلى القيمة‎ (X= BCX)? تطبيق متباينة ماركوف على المتغيّر‎ o] OLAYI 
ونعيد كتابة هذا على الصورة الآتية:‎ P[(X - E(X 2 P] SELX- £) P 
وبما أن‎ .(Chebyshev's Inequality) متباينة شبيشيف‎ P[IX-E(X)I > 1[ > var(X)/ 2 
ELX - EWY] = EEX? - 2XE(X) + (EQOY'] = EX) - EWY 
فقط عندما‎ X = 0 وبما أن‎ . P[LX-E(X)I < 1[ > (EQ?) - )1:)00(7(/ P متباينة جبيجيف تصبح‎ ole 
. يكمل الإثبات.‎ t = E(X) وضع‎ ota |X - EW > EQ 
سحت‎ AIS Jaco Il قان‎ Milas jis] نصووة‎ Solel! حيسي إذا كبر الوسط الحسابيء وكبر الانحراف‎ 
المعزولة . بما أن‎ NERO UE EE P 5. نوضح الطريقة اكذين‎ . P(X = 0)50 5 بعيدًا عن 0 وينتج‎ 
Aa مخل‎ JBM he يجب أنّتكون كبيزة؛‎ da a العتبة لخاصّيّة‎ Šla البيان المترابط لا يملك رؤوسًا معزولة:؛‎ 
نستطيع التعبير عن هذا الشرط باستخدام‎ LOS لعدم الظهور للرؤوس المعزولة. 1 الحسابات للثاني تكون أبسط؛‎ 


8 . نظرية : إذا كان Úle H‏ متوازنًا على k‏ من oai‏ و/ من الأضلاع, Sha‏ "= دالة عتبة 2 
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مجموع متغيّرات موث شرة موزّعة بصورة متطابقة مع توقعات محسوبة بصورة سهلة .2 الحقيقة caia]:‏ 
تملكان العتبة نفسها؛ وذلك لأنه عند Atel‏ كون Ole JS‏ سرا مكونا من ABl Ai Bal AS po‏ إلى 
رؤوس معزولة. 


8 . نظرية : .2 نموذج 77/7 In‏ .4 (اللوغاريتم الطبيعيّ) هو دالة احتمال عتبة لعدم ظهور الرّؤوس 
المعزولة (بمعنى (G) < 13i‏ 6 (العتبة المقابلة 2 النموذج هي (Xn Inn‏ 


الإثبات: ليكن Sue X‏ الرّؤوس المعزولة؛ حيث يشير ب إلى ما إذا كان ala‏ معزولاً. 


p(n) بدلالة‎ E (X) سوف ندرس سلوك التقارب د‎ E (X)= DE (X,)= n (lp) " p لذلك.‎ 
(1-p)"= erin(l-p) — gp e-np2[1/2+p3+. 18i Un 


as‏ تعبيرنا عن E (X)‏ بصورة تقاربية I3‏ كان 70 np?‏ . !5 هذا مکافیٰ ل ) 11/7) 0 € P‏ ويؤدّي 
إلى (1-p)! 2. 1(1 - p)" Ze?)‏ وهذا يؤدّي إلى E (X) 2 ne" 5i‏ وللتبسیط أكثر؛ ضع p = clnn/n‏ 
للحصول على HI‏ -”7677 بسبب إمكانيّة اعتماد C‏ على 7. ويعطي الثابت © 6 ) p © 0 (ly‏ كما احتجنا 
إليها سابقًا. وعندما يكون © <1 E (X) 20+ 7“ Sie‏ وهذا يبرهن جانيًا واحدًا للعتبة. 


عندما E[X) +0 Gp C<1‏ ونستخدم طريقة العزم الثانية . حيث نحتاج فقط إلى توضيح أن EN?‏ » 
EX?)‏ . وهنا 245505 خاصّيّة مساعدة أخرى للمتغيّرات المؤشرة: =X,‏ لل. لذاء ole‏ 


E(X?) = Di E(X?) + Dig; E(XiX;) = E(X) + n(n - DEQGX,). 


2(n-2)+1 معزولاء وهذا يمنع وجود‎ V, V, عدم كو كل من‎ daze 1 XX, تكون قيمة المتغيّر المؤشر‎ 
E (X) E (XX) يي‎ oU bsg (1p) TA ya. E(XX)- (1 - p? 3t ضلعًا. لذاء‎ 
EQ) 2. E (X) + n(n-1)e™ aE + (X? 


E X) ± £ (Xf glans فإن هذا‎ E (X) 0 Si بما‎ 


النظرية 22.5.8 أقوى من المطلوب من خلال التعريف لدالة العتبة. لاحظ أن دالة العتبة أكثر حدّة: حيث نضمن 


أو نمنع وجود رؤوس معزولة عندما تكون نسبة p(n)‏ إلى Innn‏ تقترب من ثابت غير صفري» أي ol‏ الثابت لا 
يساوي 0 ولا يكون 90« 

2 الحقيقة. ما cul)‏ هناك معلومات أكثر حدّة معروفة حول العتبة للرّؤوس المعزولة. عندما يكون 
p =Ign/n+ 01‏ وتحس بلا الرَؤوس المعزولة. P (X = WA) e p/k! oe‏ حيث 77-6 . (من الممكن Ol‏ 
يتعرّف القرّاء هذا التوزيع المحدّد كتوزيع بويسون P(X = 0)2eMáts. k= 0.4 .(Poisson distribution)‏ 


لذاء Sls‏ هذا Soll‏ الجمعيّ -2 D‏ يصف التحرك خلال العتبة من رؤوس معزولة تقريبًا دائمًا إلى رؤوس غير معزولة 
تقريبًا. وهناك العديد من العتبات الحادّة المماثلة Ag yall‏ ولكن هدفنا هو أساليب اشتقاق توزيع بويسون OLEI‏ 


سنشتق فيما يأتي Ade als‏ لظهور البيانات الجركيّة Az‏ يكون البيان متوازنًا (balanced)‏ إذا كان 
معدّل درجة الرّأس 2 كل بيان ye‏ مستحدث ليس أكبر من معدّل درجة البيان MS‏ لاحظ ol‏ البيانات 
المنتظمة جميمها والغابات كلها كذلك هي بياناتٌ متوازنة. 


8 البيانات العشوائية 435 
النموذج A‏ لظهور H‏ بوصفها Gly‏ جزئيًا من GP‏ كله تقر 


الإثبات: ليكن X‏ عدد نسخ XG Gl GP 2 H‏ مجموعة المتغيّرات المؤشرة للنسخ المحتملة من K, 2H‏ يوجد 
)1 + ۸-)... )1-1( 7 من الطرق لإرسال (H)‏ 7 إلى Sy [n]‏ نسخة من H‏ تظهر 4 من المرّاتء حيث A‏ 
Sue‏ التّشاكلات الذاتيّة ل H‏ ولذلك: نحصل على XT (Nj)‏ من التغيرات D Las. X‏ نسخة من //تحدث 
عندما تحدث أضلاعهاء ais k s. P (X, = 1) =p! Gs‏ فإن .E (X) ~p” A‏ 


إن وضع p(n) = em"‏ يعطي 4 / c,20 ou ada E(X) ~ cl‏ تعطي .20 FX)‏ 
و 00 c,‏ تعطي 00 E(X)‏ بقي فقط أنْ نحصل على E(Xy ~ E (X^)‏ عندما 0,900 مرة أخرى 
BE E(X?) = EX) + 3 EQGX,)‏ هذه المجاميع غير متساوية؛ E (X, X) BY‏ تعتمد على 
H'— H, nH ùi‏ نجمع الحدود باختيار H' C H‏ . وعندما يكون H'‏ له Lair‏ وى ضلعاء SL‏ عدد الأضلاع 
الذي نحتاج إليه لتكوين H, 9H,‏ هو 5-/2. لذاء Ola‏ 


E(X, X)=P* 


لتعيين أزواج j, i‏ بحيث إِنّ H’ = H,O H,‏ نختار 7 من الرّؤوس HS‏ و -r‏ ۸ من الرّؤوس IS‏ من 
H,- -H sH,- H'‏ وتوسعة ل "لل لكل dels,‏ من ulli‏ المجموعات. Òl‏ عدد الطرق لاختيار مجموعات الرؤوس 
هو ووو جيبو الذي يقارب [7(/2-)/7] /*7. بالإضافة إلى Sh‏ عدد الطرق M‏ لتوسعة 
لكي نحصل على نسخ من H‏ .2 كلا المجموعتين المعيّنتين من الدرجة ۸ يعتمد على H' s H‏ فقط. وهذا العدد مستقل 
عن pon‏ لیکن aH'‏ الثابت M [rI(k-r)P]‏ المساهمة د EXX)‏ ,< من الأزواج eam ji‏ تكون HOH, = H'‏ 
تقاربيّة ل ay n% p‏ ويدعى هذا E,‏ 
عندما يكون 0 = ola r = s‏ 4(2/!/)-1/1. لذلك at,  m* pA? ~E(XY ola‏ عندما يكون H'‏ ”بیاتا 
خاليًا».وهذدهي المساهمة الكلية ل ), DEX, X‏ لجميع d,‏ حيث يكون ,11 ,۲1 منفصلین» ويكونهذا مقاربًا 
ل A(X)?‏ ويكتمل الإثبات بإثبات SI‏ المساهمة الكلية من الاختيارات الأخرى AS‏ كله يملك رتبة أقل. لدينا 
oaa 2s/r ùÎ Ly Ep ~ a,, REXY n” p?‏ الدرجة ل A!‏ والفرض أنْ H‏ متوازن فهذا يعطي Ol‏ 
1 > 21/5 أو pn < pn* — oo‏ عندما 00 5i Gs.‏ مەم pn‏ يكافئ 0م“ Lite. n‏ نحصل 
E; € © (E (X y) ol cle‏ ل H'z6‏ . وبما ol‏ عدد البيانات الجزئيّة المحتملة A!‏ محدود (بتعبير 
يتضمن الثوابت ۸و 1( فهذا يعطي أن B E QO) 2 E (X) + Ep2 E XP‏ 

وتعمّم هذه النتيجة H3‏ كله. 5 النسبة d(H)= e(H) / n(H)‏ هي الكثافة (density)‏ ل Lal .H‏ 
PCH) = max,c, AF)‏ فهي الكثافة الكبرى (maximum density)‏ حيث تكونان متساويتين بالضبط 
عندما يكون H‏ متوازنًا. لذاء gap = m 700 Gl‏ العتبة لظهور H‏ لاحظ JS Si‏ بيان H‏ يملك بيانًا جزئيًا 
متوازنًا F‏ بحيث يكون p(H)‏ = (4)17. وعندما0 7 G? Sp > pn‏ كله Y Ve yas‏ يملك نسخة من AF‏ إذن: 
فهو Lad‏ لايملك نسخة من 29H‏ الحقيقة n 21/09 Sia‏ = يكون دائمًا دالة عتبة لظهور H‏ (التمرين 25). 
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(Evolution and Graph Parameters) التطوّر ومتغيرات البيان‎ 


نجد 2 العنوان الفرعي لكتاب بالمر ]1985 Gi [Palmer,‏ البيانات العشوائيّة تتضمن دراسة Sl gs”‏ العتبة 
التي تسهّل الدراسة الحذرة لتركيب البيان 2 أثناء نموه» وخصوصًا ‏ اكتشاف الظروف الغامضة التي تحيط 
بالظهور المفاجي للمركبة الضخمة الوحيدة التي تمتصّ جيرانها بصورة alls‏ وتبتلع الأكبر منهم أولا دون 
deny‏ وتستمرخ الامتصاص حتى آخر رأس معزول. ثم تقع المركبة بشكل مفاجيّ تحت السيطرة بواسطة حلقة 
مولدة“. 


Si!‏ وجهة النظر المتطوّرة تولد بيانات عشوائيّة ثيّة على M‏ من الأضلاع بطريقة تعطي فضاء امان نه 
كنموذج B‏ ولكنها تجعل التفكير البدهي أسهل. . وبصورة ة تقريبيةء Olo‏ كل شيء اقترح حول البيانات العشوائيّة 
بصورة خدسية أو تجريبية يكون namen‏ فصلا عن أن وجه التطن التطوزة class‏ هذا الحدين: 


إنَّ توليد 7# من الأضلاع 4 الوقت نفسه أو واحدًا تلو الآخر يعطي التوزيع الاحتمالي نفسهء جاعلاً البيانات 
على M‏ من الأضلاع متساوية الحدوث. ومن خلال دراسة تأثير ضلع جديد على التركيب الحالي؛ نستطيع 
عمل فرضيات بدهية حول الخصائص للبيان عند Gl‏ مرحلة. O|‏ مرحلة التّطوّر هي مدى من القيم ل M(N)‏ 
di)‏ ))?(( يتحقق فيه الوصف التركيبيٌ لبيان Go Spe‏ لا يتغيّر كثيرًا. لقد درسنا الأساليب الأساسيّة للتحقق 
من هذه الأوصاف. ولكن الحسابات قد تكون صعبة. لذاء سوف نصف المراحل باستخدام التطور الحدسيٌّ فقط. 


نلاحظ أولا أنَ مضاعمًا بنايت ت تقريبًا للاشيء هو تقريبًا لا شيء . لذلك» عندما يحدث JS‏ من ,4, . A;‏ 
دائمًا تقريبًا T)‏ مثبتة)؛ فيتبع تقر تقريبًا Leste‏ أن جميعها تحدث. 


2 البدايةء نبدأ بالعديد من الرَؤوس دون أضلاع» وكل ضلع جديد يكون شبه معزول. لاحظ GI‏ البيان 
العشوائيّ هو مواءمة حتى يكون جزء لابأس به من الزؤوس المتضمنة قد ag)‏ من خلال الأضلاع. ól‏ العتبات 
p ~ cn MEY‏ لظهور شجرات جزئيّة مثبتة تعمّم هذا. لیکن (m) = m»‏ . إذا كان P/t, — oo‏ ولكن 
bo P Skga >O‏ كل شجرة جزئيّة مثبتة على ۸ من vasi‏ تظهر. d ed oss‏ متها 1 + #من 
الرّؤوس. (العبارات حول الأشجار المنفردة تصبح عبارات حول الأشجار جميعها التي لها الرتبة نفسها) . فضلا 
عن ذلك ola.‏ هذه هي أيضًا تحت العتبة لظهور حلقات مثبتة مثبتة (الكثافة d‏ طول محدود ب ۸). لذلك» فإن GP‏ 
غابةٌ من الأشجار التي رتبتها k‏ على الأكثر ونظهر كل شجرة على k‏ من الرّؤوس بوصفها مركبة. 

Bb لا يملك البيان العشوائي حلقات هذه المرحلة من التطور؛ لأنه عندما لا توجد مركبة كبيرة؛‎ > aas. 


إضافة ضلع بشكل عشوائيٌ ي يكون أكثر ميلاً لربط مركبتين من الوقوع 2 مركبة واحدة ichs pact dass‏ 
نض ع ليكون عدد الحلقات  GP‏ ونحسب: 


Jem (J “ماه‎ <> (np) 12k 


k=3 k=3 


.E (X)0 fa pn_,0 إذا كان‎ 
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المرحلة الرئيسة التالية للتطوّر هي 0/7 P=‏ حيث 1> c‏ > 0. بافتراض أن X‏ تحسب الحلقات» لا نستطيع 
الاستمرار بالقول Leste 4 EO <=, Lamp 2k Č}‏ يكون 25s K‏ أساسيًا ل Glo at‏ 'النسية 
yn (n),‏ تقترب من 1. لذاء يجب أن نقسم EX)‏ إلى مجموعتين؛ وتصبح التعليلات أكثر صعوبة. عندما 
pn oc‏ فإننا نجد أن E(X)‏ تقترب من ثابت C"‏ والعدد للحلقات ب2 GP‏ هو توزيع بويسون تقريبًا. ومع 
وجود حلقات ‏ مركبات قليلة ومع Sl‏ المركبات جميعها ia paie‏ فإننا لا نزال نتوقع I‏ الضلع الثّالي سوف 
يربط مركبتين أو ينشى dale‏ 2 مركبة لا تملك حلقة. .2 هذا المدىء DD‏ حجم أكبر مركبة هو 108/7 تقر 
وهناك العديد من المركبات التي يملك كل منها حلقة واحدة على الأكثر» -2 حين تبقى معظم الرّؤوس منتمية إلى 
مركبات لا حلقيّة. 


عندما تصل © وتتعدى 1ء Sle‏ بنية GP‏ تتغيّر بصورة جذرية. uty‏ هذا القفزة المزدوجة 
(double jump)‏ ؛ 59 بنية G”‏ ذات معنَّى مختلف ل 0-1:6>1»و1 .c>‏ عند 1 > Slo D‏ طريقة العزم الثانية 
تضمن G? Si‏ كله يملك حلقة تقرييًا . وتقفز رتبة أكبر مركبة من 10877 إلى ?3.07 c»1‏ =2 . لاحظ أن الرتبة 
”للمركبة الضخمة“ تصبح خطيّة N2‏ كذلك فإِنْ G‏ يميل لامتلاك حلقة لها ثلاثة أوتار متقاطعة؛ ويكون غير 
سوي. 


utis‏ ليكن p‏ قريبًا من 1871/7©. مع © < 1. لقد G^ Si Gay‏ كله يملك رؤوسًا معزولة تقريبًا. وعندما 
Ob iC > 1‏ هذه الرؤوس تختفي. عندما نضيف أضلاعا لبيان غير مترابط؛ Ola‏ هذه الأضلاع يمكن GI‏ تذهب 
ذ الكل Sse‏ أو أنها تربط مركبتين. وعتدما تكون المركبات جميعها صغيرة؛ la‏ إضافة أضلاع سوف تربط 
يَصَبورَة مؤكدة (Gaye coL sata‏ .2.5 نهاية الأمرء Gl‏ هذا ينتج A po‏ ضخمة. عند هذه lani‏ لاحظ 
à‏ الأضلاع المضافة تكون 5 تقريبًا Jh‏ المركبة الضخمةء أو تربطها بإحدى المركبات الصغيرة. ومن بين هذه 
المركبات الصّغيرة؛ نجد أنْ فرصة المركبات الكبيرة منها أكبرٌ لاستقبال مثل تلك الأضلاع. وبتعبير آخر» عندما 
تتعدى © ال «T‏ فإنّ المركبات الصّغيرة المتبقية التي CS‏ من قبل المركبة الضخمة تكون رؤوسًا معزولة. وهذا 
يفسّر بصورة حدسيّة لماذا تكون العتبة لخاصية التّرابط هي نفسها العتبة لعدم الظهور للرؤوس المعزولة . إذا 
كان 1 <6: فسنجد فجأة GP C‏ كله يملك أيضًا حلقة مولدة تقريبًا. ولاحظ أن درجة صفرئ K‏ (والظهور للحلقة 
الهاملتونيّة عندما 2 = (k‏ تملك عتبة تتضمّن là»‏ ذا رتبة Jal‏ وهو: An n/n+ (k - 1) In n/n‏ 


إن المراحل الأخيرة من التطؤر تحدث عندما 77+00 pn/ In‏ . لكن (0)1 = ر. وأخيرًاء P = cols‏ وهذا 
يعود بنا إلى حيث بدأنا دراستنا. 


عندما يكون p = clog mA‏ مع c +٥0‏ سنترك المجال للبيانات المتناثرة» حيث تصبح وجهة النظر 
التتطويريّة ذات قيمة fal‏ وسندرس خصائص البيان العشوائيّ» وسنعطي اهتمامًا Jal‏ لدوال احتمال العتبة. 
ونركز على القيمة المشابهة لمتغيرات البيان. وخصوصًا عندما يكون م ol‏ افترض M Si‏ متغيّر معطى. لاحظ 
Ll‏ نريد بيان GP) — f 01) SI‏ تقريبًا لكل «G?‏ نستطيع عرض هذا كعتبة عندما يكون A(G?)‏ هو تقريبًا دائمًا 
بين e) An)‏ - 1) و An)‏ )€ + 1( لکل 0 > ع. إذا كان (G P)‏ هود تقريبًا دائمًا بين AN) - € gan‏ 
و € + AN)‏ حيث ((0)171- gU)‏ فسیصبح لدينا عبارة أقوى C555‏ على صورة ((0)1 + 1) AG?) € FM)‏ 
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GALS Lais بعض الخواص التي تكون صحيحة لمعظم البيانات لا تحدث 2 أمثلة معروفة!‎ Òl 
aG) > من البيانات بحيث (( ©)7) ج108‎ Ge لا‎ ual المعروف على أعداد رامزيء لا يوجد تركيب‎ 
على الرّغم من أن معظم البيانات تملك هذه الخاصيّة.‎ 0)6 ( > log z(n(G)) و‎ 


Ò!‏ خصائص البيان العشوائيٌ يمكن Gl‏ تقود إلى خوارزميّة سريعة تساعد على حل مسألة صعبة لمعظم 
المدخلات. فعلى سبيل JEI‏ بعد ذكر نتيجتين حول درجات الرّؤوس 4# بيانات عشوائيّة. سنبّين كيفية استعمال 
خصائص متتالية الدرجة لتصميم خوارزميّة سريعة لفحص ISLES‏ ”تقريبًا دائمًا». و الأدبيّات للبيانات 
العشوائيّة, نجد SI‏ ,0 ترمز إلى alls‏ غير محدودة لكنها تنمو بصورة عشوائية وبطيئة. 

(Erdós- Re'nyi oe g .24.5.8‏ إذا كان GP Šla aids € > 0 4p = o, log n/n‏ كله 
n (1- e)pn < 5)6”( > A(G?” ) < (l+ €)pn‏ 

تكون درجات معظم الرّؤوس قريبة من المعدّل. ومع Ga ias‏ التّغيّر ما زال كبيرّاء وقد cry‏ بولوباس 
(Bolloba's, 1982)‏ أنه Gla. L/p S 2)ss‏ الرأس الذي درجته كبرى يكون وحيدًا تقرييًا ے67 كله إذا وفقط 
إذا كان Dn/ log n —oo‏ وعندما نكمل التَطوّر من خلال العودة إلى حقل الاحتمال Gallas‏ الثابت: فإِنْ الكثير 
من النتائج المفصّلة تكون معروفة حول توزيع الدّرجة. وسوف يكون هنالك تقريبًا دائمًا بعض الرّؤُوس مع درجات 
عالية معزولة قبل أنّ تبدأ ghal 2 ole‏ وقد حدّد بولوباس عدد الدّرجات المختلفة التي قد تكون مضمونة. 
8 . نظرية : (Bollob'as [1981b])‏ 2 النموذج 4 مع p‏ مثبتة و ! t € o (n/logn)‏ فإنْ ais G^‏ 
يملك درجات مختلفة لرؤوسه التي تملك درجة عليا والتي ٤ Lasse‏ تقريبًا. إذا كان t € o(n/ log n)'^‏ فإن 
als G?‏ يملك d‏ = 4 لبعض 1>1 تقريبًا. n‏ 


5 
سنطبّقهذه النتيجة لفحص ISLA‏ لاتوجد خوازميّة زمن - كثيرة حدود معروفة لهذه المسألة, إلا «gll OI‏ 
وإيردوزء وسيلكو )]1980[ (Babai- Erdós- Selkow,‏ استخدموا نتائج الدرجة على بيان عشوائيٌ لتطوير 
خوارزميّة سريعة تعمل تقريبًا دائمًا. ونعلم أن مجموعة H‏ تحوي البيانات جميعها تقريبًاء وتبيّن أن التشاكل مع 
بیان 2 H‏ يمكن فحصه ریا من خلال خوارزميّة gas‏ القانوني ا le‏ بطريقة Epes‏ إذا 
كان منتميًا إلى 8 . وتتحقّق الخاصية المرغوبة عندما د توسم الرّؤوس Ole #2, ss V,‏ ذخ حين kus‏ الرؤوس 
W,‏ ,#3 بيان آخر» عندها نجد Ala Gi‏ التناظر التي ترسل ,۷ إلى W,‏ فقط هي تشاكل محتمل؛ ويمكن بعد 
ذلك فحص التشاكل من خلال مقارنة مصفوفات التجاور تحت هذا الوسم. 
8. نتيجة : )]1980[ (Babai- Erdós- Selkow‏ توجد خوارزميّة تربيعيّة تفحص التشاكل لمعظم 
أزواج البيانات. 
OLAYI‏ ليكن ly G‏ معطى على 7 من الرّؤوس؛ وممثلاً بمصفوفة تجاوره. عندهاء نحسب درجات الرَؤوس 
ونصنفها من خلال وسم الرؤوس -2 ترتيب متناقض للدرجات. Ign |i‏ 3[ = ”. إذا كان ) d de) = div,‏ 
fer‏ فارفض G‏ يعطي استخدام 1/2- م النظرية 25.5.8 تقريبًا أن كل بيان سيجتازهذا الاختبار بصورة ناحجة. 
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ضع ,۷ ,... U={v,‏ . مع ler = ]3 Ign]‏ يوجد حوالي ,7 مجموعة جزئيّة مختلفة من الرَؤوس 
UR‏ ويما أنه يبقي 7 - 7 من الرّؤوس فقط خارج LU‏ فهناك فرصة لتمييز هذه الرؤوس من قبل جواراتها 
LU 2‏ سوف تكون المجموعة H‏ هي البيانات جميعها التي تصل إلى هذه المرحلة التي يتحقق فيها هذا: تملك 
3851 ل V-U‏ جوارات مختلفة 2 7]. ولفحص هذا -2 زمن OP)‏ وإكمال الوسمء NQOnU jii.‏ بوصفها 
مرتبة ALS‏ ئية من الدرجة x € V— U JST‏ احسب هذه بوصفها أعداذًا Hes AES‏ وها ؛ تأخذ هذه 
الخطوات زمن O(n logn)‏ أعد وسم الرّؤوس من , WL SV, MY,‏ ,... ,#30 ترتيب متناقض لهذه القيم. 
إذا كانت هنالك قيمتان متتاليتان متساويتان: ارفض 6. 

إذا اجتاز G‏ هذا Lol‏ فإنه لا يملك تشاكلات AES‏ غير تمهيدية . لاحظ ail‏ يوجد GY‏ بيان يتشاكل مع © 
تشاکل Lots‏ فقط ل 6. » وهذ JSL‏ معطى بتطبيق خوارزميّة الوسم القانونية له. إذا اجتاز كلا البيانين الوسم 
القانوني؛ Sle‏ المرحلة الأخيرة هي مقارنة مصفوفات التجاور بصفوف وأعمدة JI‏ عليها بالوسم القانوني. 
وتكون البيانات متشاكلة إذا وفقط إذا كانت المصفوفات متطابقة. aig‏ هذه المقارنة 2 زمن O (P)‏ . 


يجب ail ons Si‏ لكل Las G?‏ قان ستجهات التجاور ذاخل مجموعة 332a‏ رة من انروس 53( محتافة 
للرؤوس المتبقية. إذا كان 1/2 > Ske p‏ الاحتمال يكون محدودًا بشكل تقريبيّ ب yx y BY (Lp)‏ يملك 
التجاورات نفسها 2 . وقلنا بصورة تقريبية U OY‏ ليست مختارة بصورة عشوائية؛ ان اختيار U‏ بوصفها 
مجموعة الرّؤوس التي درجتها هي الأعلى يضعف العشوائيّة, ويزيد احتمال وجود ضلع محدد dm mcn‏ 
الرؤوس. وعلى الرّغْمٍ من هذا فإنها لا تتغير كثيرًا. و يكون Sae‏ أزواج الرّؤوس المتوقع خارج U‏ مع التجاورات 
المتطابقة -2 U‏ محدودًا ب (م-1)(” o[(s‏ إذا أعطينا اختيارنا r1‏ فإننا نستطيع تحديد اللوغاريتم للأساس 2 
لهذا ب 2lgn - 3igb Ign‏ حيث b= 1/ )1 - p)‏ (إذا كان <p‏ 1/2). وهذا يقترب من 6« -. لذاء Gla‏ البيانات 
جميعها ت تقريبًا تملك متجهات تجاور 2 هذه المجموعة. " 


يكون dae‏ الرّفض 2 خوارزميّة الوسم محدودًا ب mV‏ لقيم 7 الكبيرة بصورة كافية. وظهرت 
تحسينات لاحقة لخوارزميّة تعمل 2 زمن O(N?)‏ مع احتمال رفض -([Babai- Kučera, 1979[( c"‏ 


(Connectivity, Cliques, and Coloring) الترابط والعصب والتلوين‎ 


òl‏ دراسة «alcun?‏ النموذجي“ لتركيب عشوائيٌ غاليًا ما يتضمن دراسة التوزيعات الاحتماليّة لمتغيراته. 
sitos‏ 2 الحسبان هنا كلا من الترابط» والعصب. والتلوين للبيانات العشوائيّة. 


وللبيانات العشوائيّة. GLa‏ الخوارزميّات البسيطة يمكن انْ تصبح جيدة . فعلى سبيل Ola QUAM‏ إيجاد عصبة 
كبرى هو صعب - -(NP- hard) PN‏ إذا علمنا تقريبًا أنّ كل بيان يملك عددًا عصبيًا قرابة 18/7 2: Lisle.‏ نستطيع 
فحص المجموعات الجزئيّة جميعها للرؤوس حتى حجم 7 18 3 لتكون عصبًا. إذا كان77 (G)< 3 gl‏ فإِنْ هذا 
يحسب JS 3 0 (G)‏ مجموعة حجمها 1+ O(G)‏ ليست عصبة. وإذا كان ole .0)6(> 3 gl‏ الخوارزميّة 
تفشل 2 حساب (G)‏ 0« ولكنّ هذا نادر الحدوث. هناك الكثير من المجموعات الجزئيّة ذات حجم 7 18 2: 
ولهذا لتكون خوارزمية زمن - كثيرة حدود؛ ولكنها قريبة وتوضح طريقة واحدة يمكن من خلالها استخدام 
خواص البيانات العشوائيّة خورازميا. بعض مسائل صعب - NP‏ تكون واضحة لبيانات عشوائيّة. وعلى الرّغم من 
أن 1 JS AG) Sx GG) > A(G)‏ بيان بسيط »([1964 Sla G ([Vising,‏ اتخاذ القرار بقيمة من بين 
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هذه القيم يكون صعبًا - )]1981 NP ([Holyer,‏ لقد أثبت فايزنج أن 1+ Leste X'(G) =A(G)‏ يملك G‏ 
ثلاثة رؤوس فقط على الأقل درجتها كبرى. لذلك» لاحظ إيردوز وويلسون ]1977[ خاصية الإفرادية للرّأس الذي 
يملك درجة كبرى عندما 1/2- = p‏ كما boy‏ أن (G) =A(G)‏ للبيان العشوائيٌ G‏ للبيانات المتنائرة والثابت 2/6 
فإن عتبات ترابط ۸ ودرجته الصغرى هما الشيء نفسه. فهل يتحقق هذا Lal‏ لاحتمال Galo‏ ثابت؟ يمكن F‏ 
تعمّم النظرية 18.5.8 وتقوّى لتبيّن آنه إذا كان )) G? obs. t n/logn) k € o gp‏ كله د تقريبًا يملك ۸ جارًا 
مشتركا لكل زوج من الرّؤوس» وعليه يكون مترابطا من الدرجة k‏ (التمرين 33( ان تسن هذا cles‏ 158 
أخرى ؛ وقد بين بولوباس 1b]‏ 198[ للثابت GP Si p‏ كله تقريبًا يملك ترابطا يساوي درجة صغرى. 


ماذا عن عدد العصب (العصبة)5 ل k‏ مثبتةء تعطي النظرية 23.5.8 عتبة احتمال لظهور عصبة من 
الدرجة k‏ ولكن لثابت GLB iD‏ العدد العصبي ينمو مع N‏ إن تحديد العدد العصبي هو تام Listy NP-‏ لبيان 
عشوائيّ نستطيع أنّ نخمّن القيمة الصحيحة مع احتمال Jle‏ دون النظر إلى البيان! بصورة مذهلة ؛ ل 7 مشتة 
G^ Šlo‏ كله د تقريبًا يملك إحدى القيمتين المحتملتين للعدد الّعصبي (بوصفها دالّة 12( > ولكل N‏ € يوجد 
مدى ل 7 حيث يكون العدد العصبي تقريبًا دائمًا يساوي /. إن الطريقة هي إيجاد حدود على (77) بحيث يكون 
07 كله 5 Ls xi‏ ملك Atene:‏ من ullas Ug S33 Lge 320.19 22:93 9 Ax adl‏ خصية مين ALP An adl‏ 
8 . نظرية : )]1972 ([Matula,‏ د 1/0 = p‏ مثبتة. و 0 < € مثبت» GP Bb‏ كله تقريبًا يملك عددًا 

.d=2 log, n - 2 log, log, n+ 1 +2 log, )6/2( و ]€ +4]. حيث‎ |d- €] عصبيًا بين‎ 


(rey V2ar du. E(X,)=(7)p® Grit العصب من‎ Sae X, الإثبات: (مخطط) إذا كان‎ 


(تقريب سستيرننج). EQ) - ar) "(enr p "y Lad aa‏ وإذا كان مد و 
Lib (enr ? p 002) >1‏ نتوقع قع أن E(X)>0‏ . لتحديد P(N)‏ بحيث يتحقق هذا؛ خذ اللوغاريتم 
(للأساس (b‏ -2 المتباينة. وجد الحل rJ‏ لإيجاد: 


r >2 log,n-2 log,r +1+2 log, e. 


وهذا مكافيئ 5 تقريبًا د d(n)‏ < ” كما 252 أعلاه. وبصورة أكثر aaa‏ إذا كان € + G? ola r> d‏ كله 
تقريبًا alle Y‏ عصبة حجمها T‏ 

يأتي Ghall Laut‏ من تطبيق طريقة العزم الثانية بحرص» كما .2 النظرية 23.5.8 ولكن اعتماد 7 على 
M‏ يجعل التحليل أكثر صعوبة. إن التوقع ل X‏ يجمع احتمالات الحدوث المشترك للأزواج المرتّبة لعصب من 
الدّرجة F‏ جميعها. ويعتمد هذا الاحتمال على عدد الرّووس المشتركة فقط. لذلك Ola‏ 

-E(X =C È QUE 

نريد k = = 0L gs)‏ (عصب منفصلة) مسيطر - لیکن ,2+ eu EX/EX, Y= o,‏ 
)7( -(2 بهو( xe» G‏ × (7). نبحث عن 1- ,0 و0 > p,‏ عندما ble r-2 logn‏ 
صيغة التقارب د (])/()) تقود إلى 1ج a me”‏ إن المناقشة ل B,‏ هي أكثر صعوبة؛ انظر بالمر 
n .[1985, p.75-80]‏ 


aba‏ أن, ous culated ind gs‏ يمكن- أن GUS‏ القيائن CHEE bayii Spar‏ الهاملتونية 
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(Palmer, [1985, p. 81-85])‏ 31 النظرية لا تبرهن شيئًا إذا لم تتحقق فرضياتها ؛ وتكون النظرية قوية إذا 
تحققت النتيجة فقط عندما ي يتحقق الفرض؛ dg‏ هذه الحالة لا يمكن تخفيف الفرضيات أو إضعافها als.‏ 3 قوة 


(Strength)‏ النظرية على Lil‏ احتمال تحقق فرضياتها مقسومًا على احتمال تحقق استنتاجاتها. 


خذ 4 الحسبان شروط كفاية للحلقات ال املو . بما أن p = = log n/n‏ عتبة لحلقة هاملتونيّة: GP ja‏ 
كله تقريبًا يكون هاملتونيًا عندما يكون ide p‏ لقد ots‏ ديراك G Š [1952b]‏ يكون هاملتونيًا عندما تكون 
درجة JS‏ رأس 7/2 على الأقل ( النظرية 8.2.7). وعندما يكون 1/2 ole p>‏ هذا الشرط يتحقق GPS‏ كله تقرييًا 

؛ وعندما يكون 1/2 < فإنه لا يتحقق تحفق ala Ue pa‏ فإن 353 التقازب تنظرية ديزا تكن 0 عند ما يكون Up‏ 
وتساوي على الأكثر 2/1. والمصير نفسه يحدث لشروط الدّرجات الأخرى 2 الجزء 2.7. 

وذ هذه الأثناء: أثبت dS‏ من كفتال وإيردوز ]1972[ SÌ‏ © يكون هاملتونمًا عندما تزيد درجة ترابطه 

على عدد استقلاله (النظرية 19.2.7). وتعطي عتبات هذه المتغيّرات Ol‏ هذه النتيجة تكون قوية JSS‏ ثابت 
0<م . نعلم @G’)< 2)1+ e)log, n jl‏ تقريبًا Letts‏ ونعلم أيضًا Citta: agit E ) <۸ 5i‏ 
(عندما Kobe anta .)۸ = o(n / log n)‏ > © تقريبًا ل «als G?‏ والقوة التقاربية للنظرية تكون 1 


وأخيرًاء نأخذ 2 الحسبان عددا لونيًا لثابت p‏ وبما ŠI‏ 1-2 ثابت أيضا , فإننا نستطيع تطبيق النتائج 
على عدد العصب: La y‏ 67 كله Y‏ يملك مجموعة مستقرّة فيها أكثر من Lal, )1 + o(1))2 log,‏ حيث 
7G?) < (1/2-0(0D)n /log, n òb «aux .b=1(1-p)‏ تتحقق تقريبًا دائمًا. Of‏ إنجاز هذا Soul‏ 
يتطلب إيجاد مجموعات مستقرّة منفصلة عديدة لها أحجام قريبة من الأحجام الكبرى. ولعقد من الزمان» فقد 
كانت أفضل نتيجة هي ضمانًا خوارزميًا لتلوين يستخدم ضعفي عدد الألوان Gall‏ الحدّ aa‏ على الأكثر. 

نقد أثيت بؤلوياس ]1988[ أنه يمك dol Gadd‏ السَفليٌ باستخدام أسلوب احتمالي آخر يضمن إيجاد 
مجموعات مستقرّة كبيرة Ley‏ فيه الكفاية. وقد أثبت أيضًا أنه 2 G^‏ كله تقريبًاء JS Ola‏ مجموعة تملك 
n)‏ ,7/108 من الرّؤوس على الأقل تحوي عصبة رتبتها n — 5 log, log, N‏ ,2108 على الأقل. وهذا يسمح 
باستخلاص مجموعات مستقرّة بأحجام شبه كبرى حتى لا يبقى إلا القليل القليل من الرَّؤُوس التي يمكن أن 
تسبّب مشكلة؛ والمتبقية يمكن أنّ تعطى ألوانا مختلفة. 


قبل تطوير نهج بولوباس؛ سوف نقدّم نتيجة سابقة لأهميّتها الخوارزميّة: تستخد تستخدم الخوارزميّة الجشعة 
Uo ux is ule Éy (1+ €)n Aog,n‏ على 67 Laos: “aad tla La pai? Lala cua als‏ خوارزمية 
تقريب بالحس نفسه الذي تعمل فيه تقريبًا دائمًا الخوارزميّة السابقة للتشاكل. وقد بين US‏ من جيري وجوسون 
]1976[ عدم وجود خوارزميّة سريعة ت تستخدم على الأكثر ضعفي العدد الأمثل من الألوان على كل بيان إلا إذا كان 
Ol .P = NP‏ إثبات بولوباس لا بعطي خوارزميّة سريعة لتلوين كل بيان تقرييًا بعدد يقترب من عدد الألوان 
الأمثل؛ OLS! ay‏ وجود فقط. 


b = 1/)1-2( معطى؛ وليكن‎ D gako لیکن احتمال‎ (Grimmett- McDiarmid ]1975[( : نظرية‎ . 8 
تقريبًا يحقق:‎ als G? b € > 0 «روثابت‎ cals 


)1/2- e)n/log,n €x (G?) (1 + €)n1og, n 
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الاثبات: Glatt! Gall‏ يتبع باستخدام مجموعات مستقرّة. كما اقترح أعلاه. Sa‏ العلويّ» سوف نبيّن أن 
التلوين الشره ل Vy SV,‏ على الترتيب يستخدم le fl) = (1+ €) 2/108, n‏ الأكثر من الألوان تقريبًا على 
enti uicti‏ ؛ اختر © بحيث يكون Ia f)‏ صحيحًا) . ضمن مجموعة البيانات على 71 من الرّؤوس التي 
تستخدم ألوانا أكثر, لتكن ,8 هي المجموعة التي فيها ,۷ هو الرأس الأول الذي يستخدم اللون 1 f+‏ سوف 

NO عندما‎ us PB J 0 نبرهن أن‎ 

إذا أعطيت بيانًا © ٠‏ فاجعل [( G —G[(v,, ..., v,‏ . لاحظ أنه قبل استخدام اللون 1 + f,‏ يجب أن 
يُُستخدم اللون f,‏ لذلك؛ نجد أن لكل koss. Uf. eaae casi ja © € B,‏ عدد المرات التي يظهر 
فيها اللون 27 هذا التلوين. e‏ إلى استخدام اللون 1 + ر فإن ,۷ يجب Bl‏ يملك جارًا واحدًا 
على Jal‏ من كل لون ,كر ,..,1. وإذا أعطينا الأعداد ) Stak}‏ احتمال هذا هو | TH D-a- p)‏ 

لقد مقط كن من وتن و ایرو ]1976[ الحسابات الثّالية التي تضمّنت هذا Sol‏ بملاحظة Sol Gi‏ 
يكبر عندما تكون ,۸ جميعها متساوية (التمرين 37.3.8). لذاء ola‏ 


IL 1-0-5)* ]<[1-0-p)" | >] “"(م1)-1‎ Y 


وإذا أعطينا ,© a b,=[1-0; BIT dun Šla‏ كعد على الاحتمال حيث ينتمي البيان MS‏ 
B, UG‏ وبما Si‏ هذا يتحقّق ل ,6 Lila ٠ als‏ نستنتج -P (B,) > b, Ol‏ وهذا يتحقق ل m‏ كله. لذلك؛ GLB‏ 
P(B,<nb,‏ ©- 
وباستخدام 7 Lie (1 - p)*<e‏ نحصل على pha f = cn log, nasa Sig nb, « ne FOP‏ 
© مم = p)‏ - 1( ويصبح اللوغاريتم للحدّ Jog n - cn og, n‏ وهذا يقترب من 1 Jo»‏ 700 . لذلك: 
Gla‏ احتمال Gi‏ تستخدم الخورازميّة الشرهة أكثر من (77)/رمن الألوان يكون محدودًا بدالة تقترب من 0. n‏ 

إن رتبة نمو dabus (G)‏ الضوء على مسائل مشهورة أخرى ‏ نظريّة البيان. لقد gas‏ هاجوس (Hajo's)‏ 
أن كل بيان عدده اللوني 7 يحوي تقسيمًا K JU je‏ (انظر الملاحظة 2.5 .21( وقد تم نقض هذا من قبل كاتلين 
[Catlin, 1979]‏ (تمرين 40.2.5). وقد لاحظ JS‏ من إيردوز وفجتلوسيز ]1981 [Erdós- Fajtlowicz,‏ 
Jl‏ العدد اللوني ل Éo pas 5 GP‏ دائمًا ينمو .O(nAogn) Jie‏ .ومن الناحية الأخری» GLb‏ أكبر T‏ بحيث يحوي GP‏ 
I diese itus‏ ال . لذلك» Gla‏ العدد اللوني يكون تقريبًا دائمًا أكبر كثيرًا . وتكون Atkins‏ 
هاجوس غير صحيحة :: تقريبًا دائمًا. 

على النقيض من ذلك jl‏ 67 كله تقرييًا يملك Sul Éis Úle‏ للتقليص إلى K,‏ عندما 
JS Sle wus .” > (n /,/logn)‏ بيان يحقّق المخمّنة الأضعف لهادوايجر تقريبًا (الملاحظة 21.2.5( 
E‏ ا onec‏ جزئيًا قابلاً للتقلیص KM‏ 
الشكائم (Martingales)‏ 

إن الأساليب dan‏ الاحتمال قادت إلى نتائج أنيقة على التّراكيب التّوافقيّة دون العناء المتضمّن ب 
حسابات العزمين الثاني والأعلى. وتهدف النظرية إلى تطوير أنماط يمكن تطبيقها دون إعادة تفاصيل حسابية. 


تستخدم بعض هذه الطرق قوائم متغيرات عشوائيّة ذات علاقة. DI‏ المعالجة التصادفيّة الناتجة تظهر 
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تناسقًا وسلوكا LS‏ قابلاً للتّوقع أكثر Uca‏ تعمل المتغيّرات العشوائيّة Bo pall‏ وك pall‏ العشوائيّ التقليديٌ على 
خط و يوج ase‏ كل Sofas‏ احتمال Sar D‏ ف Ba 232g‏ ثح اليسان: GN cU pp flaca Ng‏ وحد دو Bab‏ جى 
اليمين» واحتمال p‏ 2- -1 لعدم التحرّك . ومهما كان التاريخ ole. JA Goll‏ الموقع المتوقع بعد f‏ من الخطوات 
يساوي الموقع الفعليٌ بعد 1- #من الخطوات؛ وهذه هي الخاصيّة المعرّفة للشكيمة. 


58 . تعريف: الشكيمة (martingale)‏ هي قائمة من متغيّرات عشوائيّة X, ..., X,‏ بحيث إن التوقع 
ل X‏ يساوي ,ب Gly ibe‏ القيم X‏ ,... ر معطاة. 


x "e on RE 1‏ ذل ع لاك Sj‏ 5 , 1 
إن الموقع المتوقع للممر العشوائيّ بعد 7 من الخطوات هو عند نقطة الأصل. والأقل وضوحًا هو أنه من غير 
الملائم Sl‏ يكون Sall‏ بعيدًا جدا عن نقطة الأصل» بوصفها دالة بدلالة 7. وسوف نرى Shy‏ السّبب يكمن 2 عدم 

قدرته على التّحرّك أكثر من وحدة واحدة 4 كل خطوة. 


' تستطيع الشكائم أن تجعل من السّهل إثبات Si‏ المتغيّر العشوائيٌ يكون متركّزًا بصورة عالية حول قيمته 
المتوقعة. وعند تطبيق الأسلوب» فإنه يجعل الحسابات المفصّلة ‏ طريقة العزم الثاني غير ضرورية. لاحظ Bi‏ 
العمل الشعب قد اتجزمن خلال متنايتة أزوماء وتسمى أيضًا متباينة ذيل الشكيمة التي تنص على أنه إذا كانت 
متغيّرات عشوائية متتابعة 4 شكيمة يختلف بعضها عن بعض بمقدار 1 على الأكثرء ote‏ احتمال X, - X b‏ 
يتخطى ANN‏ يكون محدودًا ب 677 سوف نبرهن Yd‏ تمهيديّتين . وهذه العبارات تتحقّق للمتغيّرات عشوائيّة 
FINA‏ ولكتنا سنأخذ 2 الحسبان مجدّدا متغيرات متقطعةٌ فقط. 


8,», تمهيدية : لیکن Y‏ متغيّرًا عشوائيًا بحيث يكون 0 = E(Y)‏ و 1 > IFI‏ . إذا alls faits‏ محدّبة على 
(AY) > AACD + ADS [71,1]‏ بوجه Ec" se te") ald‏ 42098 


الإثبات: عندما تأخذ Y‏ القيم 1+ فقطء Js‏ مع احتمال .5: EYY % ]۸-1(+۸1([ óbs‏ 
لتوزيعات أخر: boy I‏ 0 دقع Quem‏ ”خارجًا 2 إتجاه الأضلاع“ يزيد JE(KY))‏ 
abae aai‏ « نستطيع استخدام الاستقر اء على عدد القيم مع احتمال غير صفري. 
اضافة إلى أن oai‏ يودي Sos Src MOTA SV o‏ إذا كان ۾ = = (Y = a)‏ 
Lis P‏ نستطيع إنقاص JU‏ عند in a‏ « وزيادة P (--Y)‏ بمقدار a‏ > وزيادة 


l+a 


P )1 po‏ بمقدار a—~‏ لنحصل على متغيّر جدید 1[ مع التوقع نفسه. ومن متباينة التحدّب وفرضيّة 
الاستقراء؛ نجد HU SEG Deiren so iD‏ . 
eei]‏ 
-l a 1‏ 


8 . تعريف: للحادثين 4و Juans B‏ على الاحتمال المشروط Late A 1 (conditional probability)‏ 
بحدوث (pas D‏ خلال معاملة الحادت bastia B‏ ااحتماليًا كاملا والذي يعني مُعايرته ب P(B)‏ لذلك 
نعرّف "PA une‏ 
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عندما يكون × متغيرين عشوائيّين. Lila‏ نكتب Yay YU‏ من X Bly Ule. Y?‏ وهذا يعرف متفيّرًا 
sla‏ لكل OE Tax‏ حيث X alii‏ يوصقها P(X = 1) Y 3920 assit aol cub‏ 

لمتباينة أزوماء نستخدم التّوقع لمتغيّرات مشروطة. ولكل id‏ نحسب القيمة المتوقعة ل Y‏ عندما تكون 
مقيدة لنقاط العينة حيث i‏ = . والتوقع (EIX)‏ هو التوقع ل (EYIX5i)‏ على الاختيارات ل 7 التي 
تحدث مع احتمال P(X = i)‏ . والنتيجة هي توقع على الفضاء العينيٌ الكليّ. ونزيل أثر الاشتراط؛ ونحصل على 
E (EQ) = EY)‏ 
8. تمهيدية + E (XY | X) = E(Y)‏ 
اإتبات یکن -j‏ ۲و1 Su, p, -PQC-‏ گال = AEQ) - Ede EAX‏ = 

=} 

8 نظرية : (متباينة أزوما) 13 كانت X, X‏ شکائم مع 1 > | robe 7X‏ 


.P(X,-X,2 A |n) e ^^? 


الاثبات: بتطبيق diis‏ انسحاب» نستطيع افتراض أنّ 0 = ر د 4 > X, zAdn ja‏ إذا 
وفقط إذا كان ze) Beat | TAPE x 2d‏ .ي( jas (FO, > avn) =P‏ 
متباينة ماركوف على "^ م » نجد أن " "لمذه/ Òl P(e < e (> Ele)‏ هذا Sout‏ يتحفّق لكل 
0 . وفيما بعد. سوف نختارة لتصغير الحد. 


Ni‏ سوف نبرهن باستخدام الاستقراء على AG 67) ÜN‏ کک( E‏ تض ع شترطأ على 
X -1‏ لاحظ أن التمهيديّة 32.5.8 تعطي: 


E (e* )=E (ee! Or Xn) =E(E(e امل‎ gii | X.) 


عندما تشع e pd‏ على ab X, es aga 6p XK,‏ للتوقع GIGI‏ لذاء نستطيع إزالة etn‏ 
من التوقع الداخلي لنحصل على )9 LEGI") Bee (X,‏ حیث Y = X, - X,‏ 
(X)‏ شكيمة. فإن 0 = EO)‏ ومن الفرض 1513 > |. SS‏ فإن asa‏ 3058 تنطبق وتعطي 
+e")‏ 3 ك( ,× | E (e‏ وهذا نفسه الآن ثابت» ويعطي “Ee Jase + )E p)‏ 
وفرضية الاستعراء تكمل الإثيات. 


سوق تضقت Lo‏ لصورة 13 le *e*) se" Satan suu ai‏ .وها wi‏ يتحقق؛ EY‏ الطرف الأيسرهو 


enti vg م‎ Mit Y / )2* k !(! الطرف الأيمن فهو‎ i, YU ا‎ 2k)! 
لحل‎ EGR o sues cS grag tl away GON كوخ‎ f على‎ iatis Ss سوف تحصل على قفشل‎ f 9 0 لكل‎ 
n gore الحدّ الناتج هو‎ Bla adt = 4 / An dn - An =0 


إن متباينة أزوما هي وحيدة الجانب» حيث إنها تحدّ Jue‏ يكون ,* أكبر كثيرًا من . وبما أن الشروط متماثلة 
بالإشارة. ola‏ تطبيق المتباينة على [/-) يعطي المتباينة نفسها للذيل الآخر الذي يكون فيه X,‏ أصغر كثيرًا من X‏ 
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58. مثال: المقامر الواقعيّ. يستطيع المقامر أنْ يراهن حتى 7 من المرات» حيث 7 مثبتة. وي كل مرة 
يراهن فيهاء فإنه يربح أو يخسر cl‏ حيث يتساوى احتمالا الربح والخسارة. ويكون هدفه ربح ANN‏ . لذاء 
فسيتوقف عن اللعب إذا وصل إلى هذه القيمة. اجعل ÅS X,‏ أرباحه بعد 7 لعبة. لذلك» X =X, ol‏ إذا كان 
X, < ANN‏ وغير X, — X, ±1 He ads‏ واحتمال کل واحدة منها يساوي 05‘ UL) os‏ هي 
الشكيمة التي تتغيّر ب 1 على الأكثر عند JS‏ خطوة: ولهذا تنطبق متباينة أزوما. لاحظ Gi‏ احتمال حصول المقامر 
على 1/7 يكون محدودًا ب 31.0777 كانت 1 — فمن الممكن وجود فرصة نجاح معقولة؛ ولكن إذا كانت 
Jal óla A = 0‏ النجاح ضئيل. = 

2 التُطبيقات aal‏ سوف نأخذ 2 الحسبان شكيمة من نوع خاص» حيث لدينا فضاء احتمالي متضمن 
SL‏ و هو التوقع لتغيّر X tls‏ والمتغيّر ga X,‏ القيمة ل عند نقطة معينة واحدة. و رف SNO‏ 
AX,‏ ,... ر تصف عمليّة تدرّجية للتعلم أكثر حول القيمة النهائيّة X= X‏ 


n 





5.58 تمهيدية. لیکن × متغيّرًا عشوائيًا laa‏ على فضاء احتمالي. ولتكن ,۴ 3...3 Fy 2 F,‏ سلسلة 
مجموعات جزئيّة من الفضاءء حيث Fi,‏ هي الفضاء FLA SUAS‏ فهي مخرجة مفردة؛ 2 حين تكون F‏ 
متغيّرا عشوائيًا تشكل Valla‏ 2 تجزئة د StF,‏ الاحتمال لاختیار F,‏ داخل F,‏ يتناسب مع احتماله 2 
الفضاء المتضمّن أصلاً. إذا كان Ga X, =E (X | F,)‏ القائمة X‏ ,... ل تكون شكيمة. 

الإثبات: سنبرهن (XIX, ..., X.) =X o‏ 2 لحظة معيّنة من العمليّةء فإن قائمة القيم تكون هي 

الحرحات a dnd‏ معينة من s Seal‏ متتالية قيود تود القيم المعطاة ,ل , ... X,‏ تصل F, one‏ حيث 
تملك E ) P, p‏ القيمة المعطاة ل . لکل ables F,‏ » فإننا نستطيع أخذ التوقع د X,‏ عبر القيم الحتملة 


F3‏ .2.5 كل حالة نحصل على , X,‏ لذلك فَإِنْ الصّيغة المرغوبة تت ا بو Ce‏ لعو 
Ko a‏ للك :ست شرطاغی F sia satel‏ لحساب (EAL, . X,‏ داخل , . لذا ge.‏ 


Jats) F, pum داخل‎ hill هو‎ (dn E (X) = E (E Qd F))= EX) تعطي‎ 8 UN 
هذه التعابير جميعها تكون مشروطة على ويكون التعبير الأخير فليا هو‎ Ola بوصفه فضاء احتمال). لذاء‎ 
. -X = EMF.) 
تظهر عندما نكتشف بصورة‎ (restriction martingles) مثل هذه الشكائم التي تُدعى شكائم مُقيّدة‎ Òl 

تدريجية Li‏ أو كائنًا Iga‏ بصورة عشوائية. هناء F,‏ هي المجموغة الجزئيّة من فضاء الاحتمال حيث يكون 
الكائن محصورًا بعد # من الخطوات JF)‏ ”معلومة“). ففي عمليّة (C235)‏ العملة تكون نقاط العينة قوائم 
طولها M‏ و/ يمكن GI‏ تكون معرفة أول 7 من القيم. ففي البيانات العشوائيّة. نجد أن F‏ يمكن SI‏ تكون البيانَ 
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الجزئيٌ المحدث من الرّؤوس (Y 5, V]‏ أو أنْ تكون المعرفة التي تكون من خلالها Í Jol‏ من الأضلاع موجودة. 
ولتطبيق متباينة أزوماء نحتاج إلى وضع is‏ على | IAS -Xia‏ إن المعرفة التي تظهر فيها Gi‏ أضلاع تقع 


على رأس مثبت ,۷ يمكن أنْ تغيّر العدد اللوني على الأكثر ب 1 ؛ لأن X (G v)‏ تساوي X(G)‏ أو 1 - AG)‏ ومن 
هنا تستظيح D eal‏ !ب الشكيمة المقيّدة 3d pall‏ بإظهان الرؤوس gb Waly‏ الآخر. 


8 . تمهيدية : خذ 2 الحسبان cL‏ عشوائيًا مُحددًا بخطوات مستقلة Sy, ..., S,‏ ولتكن F,‏ هي المعرفة 
ل ,ك ,... ,كه ولتكن WX,‏ ۾ هي الشكيمة المقيّدة ALLAN‏ لمتغيّر عشوائيّ X‏ ولتكن 4 هي المعرفة د S,‏ 
J #7 Je‏ مع S‏ مجهولة. إذا تحقّق JS‏ 4 أنّ قيم X‏ على نقاط 2 A‏ تختلف على الأكثر ب 1ء Ske‏ | لكل 
(P(X —E(X)>ANn) ze 7" Bla tae) i‏ 

الإكبات: .435 الحسبان مثالا معينًا د EXIF, eas F,‏ = ,بلا معطى. سوف ترتب التقاط د F‏ 3 

الخلايا لشبكة. ولهذه النقاط جميعهاء SL‏ المخرجات ل ,© ,... rA Sp‏ نفسها. إن كل صف هو خيار cU sas,‏ 

a‏ التجزئة ل FF,‏ وکل عمود هو 4 تكون فيه ك,... ر مثبتة؛ ‏ حين تتغير S,‏ فقط. ومن الفرض: Ola‏ القيم 

الكبرى والصّغرى 3 X‏ تختلف 4 كل عمود ب 1 على الأكثر. لتكن MM,‏ القيم الصغرى والكبرى د × Z‏ عمود 5. 


اختيارات ل Sj, ..., Sn) A‏ مثبتة داخل العمود) 
اختيارات 
F; 4‏ 
(S; à)‏ 
بما S, 9 S Ol‏ .© محدّدة بصورة مستقلة؛ فإنّ الاحتمال للمخرجات ‏ صت وعمود D, 55 S‏ ,0: 
حيث ,0 هو الاحتمال الذي يكون فيه S,‏ يعطي هذا Gi aa‏ ,فهو الاحتمال الذي يكون فيه ,5 ,.. , ,© يعطي 
هذا العمود. والحساب ل ,هو التَوقع عبر صف واحد: 


Limp, SEX |1( > YM,p, جلك‎ 5mp, 


Les‏ أنّ هذه الحدود السّفليّة والعلويّة مستقلة عن دليل Gb Catal‏ أخذ التّوقع خلال الشبكة كاملة لحساب 
X‏ يعطي المتباينات نفسها. لذاء فإِنْ ,ا و بل محصورتان بفترة واحدة طولها 1 وتختلفان ب [على الأكثر. 
وبناءً عليه. تنطبق متباينة أزوما. n‏ 

عندما تتحقّق الشروط 2 التمهيديّة 36.5.8( فإننا نستنتج مباشرة Gi‏ قيمة X‏ تكون متركزة بصورة كبيرة 
حول معدلها (وسطها الحسابي). 
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37.5.8 مثال: العدد اللوني للبيانات العشوائيّة. Mes‏ وخذ 2 الحسبان نموذج 4 مع احتمال P Galea‏ افرض 
Ui‏ نريد إظهار رأس واحد 2 JS‏ مرّة 2 البيان العشوائيّ على 77 من الرّؤوس. ‏ المرحلة i‏ نعلّم الأضلاع من زلا 
إلى الرّؤوس السابقةء وهذا هو S,‏ والنموذج 4 يعيّن المخرجات للخطوات S,‏ بصورة مستقلة. والحادث 4 الذي 
تكون فيه الخطوات جميعها معيّنة ما عدا G - v, Dao‏ للبيان العشوائيٌ G‏ إضافة إلى المعرّفة 
للأضلاع من ,۷ إلى الرّؤوس اللاحقة. وبما òla (G - v)s(G «(G- v1 3j‏ قيمة X‏ تختلف على الأكثر 
بواحد عبر الاحتمالات جميعها 2 A‏ ومن هناء Sl‏ الفرضيّات 2 التمهيديّة 36.5.8 تتحقق قق. وباستخدام كلا 
الذيلين؛ نستنتج أنْ: 
4n) > 227‏ < |(« ©ير) 17 - (©ير) م _ x‏ 
لاحظ Si‏ النتيجة 2 المثال 37.5.8 لا تذكر شيئًا حول قيمة ((6))) E‏ ولتقريب هذا نستخدم متباينة 
أزوما مرّة أخرى. مع احتمال Gabe‏ ثابت ‏ فإننا نعرف Gb‏ العدد العصبيٌّ ل GP‏ هو تقريبًا دائمًا ضمن 1 
عن d = 2logb n - 2log, log, 77+ 1+ 2log, (e/2)‏ . حيثم/0(=1 . والنتيجة نفسها تتحقق لمجموعات 
مستقرّة باستخدام الأساس p)‏ - 1/)1 = © للوغاريتم. ولإثبات Gl‏ العدد اللوني ل GP‏ قريب من :n/(2log, N)‏ 
فقد بين بولوباس إمكانية استخلاص مجموعات مستقرٌة بالحجم الأكبر 3 تقريبًا حتى يصبح عدد الرّؤوس المتبقية 
قليلا جدًا ليكون ga‏ 


8 . نظرية : )]1988[ 5 تقريبًا لكل G^‏ مع ثابت Ve‏ -1 = فن کل بيان جزئيٌ محدث رتبته 
m = [n/log n |‏ على الأقل يملك مجموعة مستقرة log, n - Slog, log, gana‏ 2 = ”على الأقل. 


الإثبات: (مخطط) لتكن S‏ مجموعة فيها M‏ من الرّؤوس. سنحدّد احتمال عدم امتلاك S‏ لمجموعة مستقرة 
حجمها 7ب gms‏ لبعض قيم € . .d‏ وهذا بدوره يحدّد احتمال وجود مجموعة فيها M‏ عنصرًاء ولا تملك 
مجموعة مستقرّة حجمها T‏ ب emite ”2 serine‏ بما أن Spe A = MVD‏ هذا الحدّ يذهب إلى 0. وطريقة 
العزم الأول تعطي D‏ فيها GP‏ كله 3 تقرييًا لا يملك مجموعة رديئة فيها M‏ عنصرًا. 


يكف ى أن ترس البيان anl G Sheu‏ من [m]‏ .لين Saat X‏ الأكبر من المجموعات المستقرّة التي 
حجمها r‏ المنفصلة - مٹنی زوجًا زوجًا 2 هذا البيان الجزئي؛ حيث | منفصلة - مثنى تعتی تفتى أنه :تسارت 
برأس واحد على الأكثر. سوف نبيّن أن 1 2 X‏ تقريبًا دائمًا. ولتحقيق ذلك» يكفي بيان أنْ: )1( X‏ متركز 
بصورة كبيرة حول وسطه الحسابيّ. )2( E(X)‏ أكبر من شيء ما كبير . 


Gals لشق‎ G التي تنتج عن إظهار‎ XS ؛ نستدعي متباينة أزوما . خذ 2 الحسبان الشكيمة المقيّدة‎ (1)4 
iad. Uus ea من انرو‎ 2o La ete Alege ener 354 كل‎ 3,453 
lel ب‎ X واحد يغيّر القيمة د‎ Galo ŽAS الوضع الحالي‎ SÌ لاحظ‎ . X7 jo X و‎ X97 E(X) يكون لدينا‎ 
مع‎ -P(X -EQC)s-AC)?) ze ^^ B وينتج‎ iila 36.5.8 التمهيديّة‎ ope الأكثر. لذلك.‎ 
St لذلك» يكفي بیان‎ . P(X -0 = P(X -E(X)S-E(X)) se 9" S 4-E I(t) 
.E (Xy moo 
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caa LA dia pal‏ 2 الحهمان متف را واا X si‏ . وستأخذ 2 الحسبان أيضًا عدد المجموعات 
المستقرّة التي حجمها 2-7 6 التي لا تملك أزواجًا مشتركة مع أي مجموعة مستقرّة أخرى حجمها fae dig T‏ 
مثل هذا حشدًا من مجموعات مستقرّة حجمها T‏ منفصلة - مثنى زوجًا زوجًا. لذاء فإن × < X‏ 


ولقد YX Waal‏ الشكيمة المقيّدة د × لاتحقّق bes ra |^ à 3a‏ . فعلى سبيل المثال» :2 الرسم ل G‏ 
4 الشكل colis‏ فإن 4 = ” ونبحث عن عصب من الدرجة 4؛ إذا كان الضلع الأخير (المنقط) موجودًا 2 6 
(غير موجود ‏ ©).: ILU. X= 0 Sle‏ كان غير موجود 2 X= 3 Ia (G 3.5554) G‏ 


Ò‏ حساب E (X)‏ أسهل من حساب E (X)‏ وبالتعبير عن X‏ بوصفها مجموعًا د ) )من المتغيّرات 
المؤشرة؛ Lila‏ نحصل على E (Ñ)‏ ك ) n"‏ الاحتمال الذي تُحدث فيه [P‏ مجموعة مستقرة حجمها 
#تكون منفصلة - مثنى عن المجموعات الأخرى جميعا p) i) aiaa‏ - 1) مضروبًا بالاحتمال المشروط الذي لا 
تتعارض فيه [7] مع المجموعات المستقرٌة الأخرى التي حجمها Lala ir‏ بأنه معطى لدينا Si‏ الحادث Z‏ هو [r] B‏ 
مستقلة. ليكن Sue Y‏ المجموعات المستقرة الأخرى التي حجمها ” والتي تتد تتداخل مع [r]‏ على الأقل .ب عنصرين. 
من متباينة ماركوف. فإن 0 > E(Y|Z)‏ يعطي 1+-(0|2 = (PCY‏ وبما أن كل مجموعة عدت تتشارك برأسين 


AR ^ ta [7] على الأقل مع‎ 
. EIZ) = a - 596 

عندما bs 900 m‏ هذا يؤول إلى 0 Lee OG)‏ م E (X) bla tit‏ يكون مقاربًا 
Ja E py?s‏ 7( . والتعبير ل ”7 بدلالة M‏ يعطي -E(X ) e O(m pe)‏ . لذلك ole‏ 00ج-7/)20(/777/ . وهذا 
يكمل الإثبات. a‏ 
8 . نتيجة : Bollobás)‏ [1988]) لکل احتمال (abs‏ ثابت 1/6 - 1 = p‏ فإن G?‏ كله تقرييًا يحقق Ob‏ 

(1 + eyv2log, n) € x(G?) S (1+ € °) n/Qlogc n) 

e'—5log logn/log,n s —«e-log log ns 
2 log, n- 2log log, Miya يملك مجموعة مستقرّة أكبر‎ Y كله تقريبًا‎ GP OY يتحقق الحد السَفلي‎ OLAYI 
العلوي يتبع من النظرية 38.5.8. لأثنا نستطيع تقريبًا دائمًا اختيار مجموعات مستقرّة حجمها‎ Sls 
فإنا‎ wg ?n € o(log // n) من الرّؤوس فقط. بما أن‎ Ig ?n حتى يبقى‎ 2 log n - 5 log log. n 
. نستطيع إكمال التلوين باستخدام ألوان جديدة مختلفة على الرّؤوس المتبقية.‎ 
(Exercises) تمارين‎ 
التوقع:‎ (-) 1.5.8 

[n] ل‎ Alpe احسب العدد المتوقع للنقاط الثابتة 2 تبديل‎ (a 
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P من الرّؤوس مع احتمال ضلعيّ‎ M حدّد العدد المتوقع للرؤوس التي درجتها ۸ 2 بيان عشوائيٌ على‎ (b 
.0 7+<م- 1 دم>‎ Sis (-) .2.5.8 
E حدّد العدد المتوقع للمثلثات الأحاديّة اللون .2 تلوين عشوائيّ من الدّرجة 2 ل(ي16)‎ )-( 3.5.8 
تملك على الأقل 2/7 (7)( 7( نسخة‎ K,, أثبت أن بعض التلوينات من الدرجة 2 للأضلاع ل‎ )-( 8 
K أحاديّة اللون من‎ 
المتباينة تتحمّق ل7 كبيرة بما فيه الكفاية.‎ Sls. © تعني أنه لكل‎ “۶ (G,) > )1+ E)n ” العبارة‎ )-( 5.5.8 
مه 9 أثبت أنّ العبآرتين متكافئتان.‎ Leste AG, 0/77 فتعني أنّ 1ج‎ “f ) (G,) > 7 *o(n)? العبارة‎ Ul 
احسب بصورة صريحة احتمال أنّ يكون الإغلاق الهاملتوني لبيان عشوائيٌ على مجموعة الرّؤُوس ]5[ تامًا.‎ 6.5.8 
an = (sk*)"? osa .5 من الأضلاع؛ وزمرة تماثل ذاتيّ حجمها‎ G3 من الرّؤوس»‎ p بيانًا له‎ G لیکن‎ ..5.8 
(Chva'tal- Harary ]1973[( -G لايملك نسخة أحاديّة اللون من‎ E (K JI kasil أثبت أنه يوجد تلوين من‎ 
(1) 8.5.8 

(a‏ استخدم تجزئة عشوائيّة للرؤوس لتبرهن Ol‏ كل بيان يملك بيانا جزتيًا LS‏ الفرع يحوي نصف أضلاعه على الأقل. 

(b‏ استخدم تجزئات متساوية للرّؤوس لتحسّن فرع (A)‏ : إذا كان G‏ يملك m‏ ضلعًا و7 رأسّاء فإنه يملك 
e‏ وميا gpl GAS‏ له Dl‏ من الأصلزع على الأقل. 
9.5.8. جيش من الحواسيب مرتب على هيئة شجرة تامة ذات متعد متعدد (k- ary tree) k‏ مع أوراق على بعد [ من 
الجذر. عند زمن مثبت» يعمل كل رأس باحتمال ‏ بصورة مستقلة عن الرَؤوس الأخرى . وعندما لا يعمل رأس ماء 
فإنه لا يمكن الوصول إلى GI‏ جزء من الشجرة الجزئيّة التي تقع تحت هذا اترا . ما العدد المتوقع ug ll‏ التي 
يمكن الولوج إليها من الجذر. 
8ل لتكن G‏ مواءمة حجمها M‏ اختر مجموعة مكونة من / من الرؤوس بصورة عشوائية. احسب العدد 
المتوقع للأضلاع المحدثة من خلال الرّؤوس المختارة. 
11.5.8« خذ -2 الحسبان رسمًا 2 المستوى لبيان بسيط G‏ له 7 من الرؤوس و M‏ من LSY‏ حيث 
m > 7‏ لیکن H‏ رسمًا ana És ja‏ عشوائيًا . ومولدًا من خلال استيفاء كل رأس احتماله D‏ بصورة مستقلة. 
وليكن Sae Y‏ الأضلاع المتقاطعة 2 -H‏ ضع X = Y - [e(H) - 3n(H)-6)]‏ استخدم التوقعات لتبرهن أنْ 
p?v(G) - pm>0‏ + 3. واستنتج v (G) > m? /[64n7] Si‏ حيث VG)‏ هو العدد الأصغر للتقاطعات 
ورسم G‏ ( تعليق: هذا إثبات بديل النظرية 16.3.6(- 
12.5.8 « إذا أعطيت ديلا Lil pte‏ للرّؤوس -2 بیان بسيط tga. G‏ کل ضلع 2 اتجاه VI‏ س الذي يكون دليله 
أعلى ‏ التبديل. احسب العدد المتوقع للرؤوس التي a‏ بالوعات (درجة خروجها 0) .2 التوجيه الناتج. وبدلالة 
(G)r?‏ حدّد القيم الصّغرى والكبرى لهذا التوقع. أثبت Gi‏ احتمالية امتلاك بالوعة واحدة فقط هو على الأكثر 
(90”)/(©)ء. ([1997] Jeurissen‏ . 
13.5.8. )1( يتكون البيان الزائد (hypergraph)‏ من حشد رؤوس وحشد آخر من الأضلاع؛ فإذا كانت 
مجموعة ob. LATTE‏ الأضلاع هي مجموعات جزئيّة من V‏ والعدد اللوني c(H)‏ لبيان زائد H‏ هو العدد 
الأصغر من الألوان الذي نحتاج إليه لوسم الرّؤُوس بحيث لا يوجد ضلع يكون Galal‏ اللون. ويكون البيان الزائد 
موحدًا من الدرجة (k- uniform) k‏ إذا كانت أضلاعه جميعها حجمها ik‏ 

(a‏ أثبت أن ds‏ بيان زائد موحد من الدرجة ۸ عدد أضلاعه Jal‏ من "2 يكون قابلاً للتلوين من 

. (Erdós [1963]) .2 الدّرجة‎ 

ol aas e (d) ipia (b‏ سه Mo‏ بباح هق co et‏ الاؤس ا يها 

أكثر من gn‏ 1 + 1 من الألوان القابلة للاستخدام» la‏ تلويتا la‏ يمكن اختياره من هذه القوائم 
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14.5.8- )1( استخدم طريقة الحذف لتبرهن أن البيان الذي له 77 من الرؤوسء ومعدل درجة رؤوسه 1 dz‏ 

يملك مجموعة مستقلّة لها LE; 1/(2d)‏ على الأقل. sai)‏ 25-1 ميتموعة جركيّة adl pus‏ تمل od JS‏ 

. تعد . واحسب العدد المتوقع للأضلاع المحدثة)‎ Loca مشتغلة لار‎ Biggs D dbi 

15.5.8 الحجم الأكبر لبيان على 77 من الرّؤوس الذي لا يحوي H‏ هو €X(1;H)‏ استخدم طريقة الحذف 

& [1974] زوجي بين بوندي- سيمونوفيتش‎ k (تعليق: ل‎ ex (WC, ( e O(n D). Bi لتبرهن‎ 

; 3 . (ex (nC, €O (n^) 

Db أن (7(24)-7 <(2)6,6. استخدم هذا لتستنتج‎ asi in € N je (1) .16.5.8 

.R(k,k)» (1/e)0 -o(D)k 2^? 

slacdu 17.5.8‏ ال m =۳ s grt‏ . أثبت آنه يوجد تلوين من الدّرجة 2 للأضلاع .3 
K pym‏ دون أي نسخة أحاديّة اللون لي 

1>p>ogi افترض‎ jal De Bagel راسي‎ all (+) 18.5.8 

Rk, D> n gp (2)p? +(7)d-p)® >1 أتبت أنه إذاكان‎ © 

NENG ۸) ,1(< n-p” لثارم وري‎ ds (b 

(c‏ اختر pan‏ -2 فرع (b)‏ لتبرهن أنْ3201 ۸ > (3,۸) R‏ . ما الحد zzi‏ على(/ ,3( R‏ الذي قد 
نحصل عليه من فرع (Spencer [1977]) $(a)‏ . 

Band جزئيًا‎ Ulo بوصفه‎ H كله تقريبًا يحوي‎ G? Si أثبت‎ pest بيانًا.‎ H osa -19.5.8 

pts, kets (a .8‏ أثبت G? Si‏ كله Uo yz:‏ يملك الخاصية AJÉN‏ لكل اختيار لمجموعات رؤوس 
منفصلة S‏ ,7 حجمها S‏ ,ا يوجد ۸ على JBM‏ من الرّؤُوس تكون مجاورة لكل رأس .2 S‏ ولكتهاغير مجاورة لأيٌّ 
(Blass- Harary [1979]). Ta gis‏ . 

استنتج G? o‏ كله تقريبًا يكون مترابطا من الدرجة۸. 

ullae (d‏ نفسه للدّوريات العشوائيّة : كل دوري تقريبًا يملك الخاصية الآتية: لكل اختيار لمجموعات 
رؤوس منفصلة 7 S,‏ وحجمها / S,‏ بوجد ‏ على الأقل من الرّؤوس مع أضلاع لكل رأس اومن كل رأس Ta‏ 
(Sa 21.5.8‏ توليد دوريٰ عشوائيٌ موسوم بتوجيه JS‏ ضلع V, V‏ من ,لا > V,‏ أو من V, > V,‏ بصورة مستقلة 
مع احتمال 21/2 

ca (a‏ أن کل dos‏ تقرييًا يكون مترابطًا بصورة قوية. 

(b‏ 2 دوري ماء ”الملك“ هو رأس يمكنه الوصول إلى lod‏ س آخر بمسار طوله 2 على الأكثر. ومن المعلوم 
JS Ol‏ 93 يحوي te‏ .هل صحيح أنه 2 dos JS‏ تقرييًا يكون Js‏ رأس ملكًاة )]1985[ (Palmer‏ . 

5.8 .22 جد دالة احتمال العتبة للخاصّيّة الآنية: نصف الأضلاع المحتملة على JYI‏ لبيان Le‏ تكون موجودة. ما 
مقدار دقة العتبة؟ 

p= 1/8‏ ول 0 > € مث Bide‏ بین GP Š]‏ كله 5 تقريبًا لا يملك AS yo‏ فيها أكثر من €)m2‏ + 1) 
رأسًا . (مساعدة MDC‏ للاحتمال مباشرة, بين أنه محدود باحتمال لحادث آخرء «(OS Saag‏ 
pial ain «24.5.8‏ بیان ceases dagl ja dag‏ لا يكون jl ge‏ 

oig 25.5.8‏ تعليل العزم الثانى للنظرية 23.5.8 لتبرهن Si‏ 7 يكون ala‏ عتبة لظهور H‏ بوصفه بيانًا 
جزئيًا من .G^‏ حيث e(G)/ n(G)‏ بن (Rucin'ski- Vince[ 1985], Bollob'as, [1981a],) max;‏ . 
26.5.8 لتكن © خاصية البيان الآنية تية: لكل اختيار لجموعات رأسيّة منفصلة T'S‏ حجمها ٥ lg N‏ يوجد ضلع 
alls‏ الطرفية Tasa‏ . أثبت أنه إذا كان © <2. Gla‏ كل بيان تقريبًا يملك الخاصية -Q‏ (تعليق: يؤدي هذا إلى 
أن البيان العشوائيٌ يملك عرض نطاق يساوي على الأقل logn‏ 2 -01. 
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weg تعره‎ es Cen عد‎ all opa Je ۸ء‎ = Ign- (2+6) lg lg 11 ثبت أنه إذا كان‎ 27.5.8 
مشتركا.‎ ia UD تملك‎ ga l مجموعة فيه من‎ JS : الخاصّيّة الآتية:‎ 

28.5.8. يكون دوري الألعاب متعديًا إذا امتلك ترتيبًا رأسيًا ,11 ,۰.۰ 1 بحيث U, — U,‏ إذا وفقط إذا كان 
j>i‏ أثبت JS ST‏ دوري lal‏ يملك Gogo‏ ألعاب oaa Gija‏ فيه 80# mr pss‏ وأنه إذا كان © عددًا 
GSS‏ 5:51 من 1 olo‏ کل ag‏ ألعاب ت تقريبًا لايملك دوريّ ألعاب Glaza Uo.‏ فيه أكثر من © + LZ), 21 gn‏ 
(Y) :' 8‏ جامع القسائم (الكوبونات): 

a‏ خذ 2 الحسبان تكرارات لتجربة ما مع احتمال نجاح مستقل p‏ أثبت أنْ العدد المتوقع للمحاولات التي 
تحقق تحقق النجاح الأول هو /1. 

An يحتوي كل صندوق لنوع معين من الحلوى على واحدة من 71 من الجوائز. وکل واحدة احتمالها‎ (b 
Ol csl جائزة من هذه الجوائز مرّة واحدة على الأقل.‎ JS على‎ Joana يتطلب الحصولٌ على الجائز زة الكبرى‎ 
ay 1 العدد المتوقع للصّندوق الذي نحصل فيه على الجائزة الأخيرة هو‎ 

(c‏ أثبت أن ninn + (k - 1)1n Inn‏ = )7( هي xls‏ عتبة لعدد od‏ الذي نحتاج إليه للحصول 
على / من النسخ لكل جائزة على الأقل. (مساعدة: Laie ail ca‏ يوق p = O(1)‏ و۸ obe Aa‏ الاحتمال على 
ae‏ ابو aee‏ صو a a‏ حو الو E‏ رت 
30.5.8 أثبت Si‏ الطول لأطول مسافة مجتازة ‏ قائمة مكوّنة من 7 من الرّؤوس والذيول العشوائيّة 
(o(1) + 1) Ign‏ . بكلمات YE > 0 Jig sh‏ توجد قائمة Uo m‏ تملك على الأقل 787 (1 + a E‏ 
متطابقة متتالية: Sy‏ قافمة تقريبًا تملك على الأقل )1 - €( Ign‏ شقلبات متطابقة متتالية. 

D = (1- Sloane 158‏ جد یرد یھبت يكزح كل Pole‏ تقرييًا يملك على الأقل M‏ من الرّؤوس 
المعزولة. ما (rm‏ التي تذ تنتج من متباينة تشيبيجيف S(Chebyshev's Inequality)‏ 

A mess 32.5.8‏ تقول إن اللجموعة 5 التي بها من المناصر هي مجموعة رديئة إذا كان © لايملك 
vil,‏ بحيث إن N (v)‏ > 5.. ل2مثبتة تة. كم يمكن Gi‏ تكون/ كبيرة ب Ae gama ullas Uo pai dls GP cesses‏ ركيقة 
lyse‏ من العناصر؟ وكم يمكن )3 gai‏ ببطء ب بحيث G?‏ كله د ci‏ يملك مجموعة رديئة فيها aN‏ العناصرة 
yards 33.5.8‏ جيزان مشتركينة أثبت أله إذا كانت ( مثبتة, و GP Ga. k=o (n/logn)‏ كله تقريبًا يكون مترابطا من kassal‏ 
34.5.8 )1( مع D = (1 - © logn /n‏ كم يمكن Gl‏ تكون M‏ كبيرة بحيث يملك JS‏ بیان ت تقريبًا على الأقل 
2 من الرؤوس المعزولة؟ (مساعدة: استخدم متباينة تث ف). 





8 . فترة - (t interval)‏ 4 هي مجموعة جزئيّة من R‏ والتي تكون الاتحاد ل 4 من الفترات على الأكثر. 
34e Lil‏ الفترات G olas (interval number)‏ فھو f‏ الصغرى بحيث يكون sis bs G‏ من تقاطعات فترات 
من الدرجة / JS)‏ رأس معين بمجموعة Os‏ الاتحاد د 1 من الفترات على الأكثر). أثبت أن البيانات جميعها 
Uo at‏ (احتمال gaki‏ 1/2( تملك عدد فترات يساوي (o(1) - 1(7 /)4 Ign)‏ على الأقل. (مساعدة: قارن 
عدد التمثيلات بعدد البيانات البسيطة. تعليق: cuo‏ شنيرمان ]1990[ ol‏ البيانات جميعها تقريبًا تملك عدد 
فترات يساوي (Erdós- West [1985]) (1+ o )1(( /)2 Ign)‏ 
36.5.8 )2( عتبة لمواءمة كاملة  Gly‏ عشوائيٌ ثنائي الفرع. ليكن Cza Gly G‏ عشوائيًا 2 eK,‏ 
مجموعات مجرأة A. B‏ مونّدة باحتمال ضلعيّ مستقل p = (1 + €) inn /n‏ حيث © ثابت غير صفري. 
نسمي S‏ مجموعة مُنتمَكة إذا كان INGS)I-ISI‏ . 
(a‏ أثبت أنه إذا کان 0 > € E‏ ل 
(b‏ لتكن 5 مجموعة منتهكة أصفريّة. أثبت GIS UN )5([ dig IN )5(| = [S | -1 Si‏ مترابط. 
(c‏ افترض أن لايملك مواءمة كاملة. أثبت أنْ 4 8 تحوي مجموعة منتهكة فيها | 2 / n‏ | عنصرًا على الأكثر. 
(d‏ دك < 1ء عدد الشجرات المولدة 2 Sa K‏ 87 9 استخدم هذاء وفرع (D)‏ وفرع (C)‏ ومتباينة 
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ماركوف لتبرهن أنه إذا كان © > 0 G Ola‏ يملك مواءمة كاملة بصورة مؤكدة تقريبًا. (مساعدة: نستطيع 
تحديد المجموع الموجود 2 الحدّ على العدد المتوقع لمجموعات منتهكة أصغريّة بمتسلسلة هندسيّة ) . 
37.5.8 افترض أنْ 0 > E igl > p‏ ... ,۸ أعداد صحيحة غير سالبة مجموعها -M‏ 

staat‏ ۲"( -1) -1] >[ “(م-]) - 1]ن11. 


38.5.8. الذيل للتوزيع الثنائي Sex m» X. Gea seul t‏ كل اهو satin‏ مؤش مع اال 
نجاح 1)=.5= P(X,‏ وبحيث يكون n = EX)‏ /2. إِنْ تطبيق متباينة ماركوف للمتغيّر العشوائيٰ = Z‏ 
QC EWY‏ يعطي 8 *1/( -P (|Z |>) Var(X‏ إضافة إلى أن وضع E em:‏ 
الإحتمال «P(X —np|> an) >1/ )20:2( ain‏ استخدم متباينة أزوما لتبرهن Gol‏ الأقوى وهو 
P(X —np|» avn) > 2e7*‏ (مساعدة: ضع 0.5- Y, =X)‏ ليكن F‏ هو المعرفة ل ...ر 
ولتكن (Y, = EF)‏ 

39.5.8 التعبئة بالأوعية. لتكن الأعداد S‏ = (,4,... ,,4) مسحوبة وبصورة Budge‏ ومستقلة عن الفترة 
[0,1]. يجب ol‏ توضع الأعداد ب أوعية سعة JS‏ منها 1 . وليكن X‏ هو عدد الأوعية الذي نحتاج إليه. استخدم 
التمهيديّة 36.5.8 لتبرهن 5 ?22-7 > P(X -E(X )| > An)‏ 


40.5.8 )1( متباينة أزوماء ومسألة رجل المبيعات المتجول: 
(a‏ أثبت التعميم لمتباينة أزوما للشكائم العامّة: إذا كان 1 - ,× = ja IX, - X a| Se, EX)‏ 


PUE. XS opi ea 

3 39423 مربّع الفصل إلى أقرب نقطة من 7 من النقاط المختارة‎ 2 Z المسافة من نقطة معطاة‎ oss (b 
عشوائيٌ متصل غير‎ JA لثابت ما ©. (مساعدة:‎ EE Bid اسيك‎ eh واد‎ 
2) والذي نستطيع التحقق منه باستخدام التكامل بالأجزاء. لوضع حدّ على هذا التكامل؛ استخدم‎ VY سالب‎ 
feat -١لج/2 والتكامل المحدود‎ 1 - a > e - المتباينة‎ (L مكان‎ 

Sie (c‏ الفرعين (A)‏ و (D)‏ لتبرهن SI‏ أصغر طول لتعدد أضلاع ns‏ مجموعة عشوائيّة تحوي N‏ من 
النقاط ‏ مربّع الفصل يكون متركزًا بصورة عالية حول توقعه. بوجه خاص. إِنّ احتمال انحرافه عن طول 
الجولة المتوقع بأكثر من Ac In Tl‏ يكون محدودًا ب 777 2e‏ مناسبة ل© .(مساعدة: للشكيمة التي يكون فيها 
sa X,‏ الطول المتوقع للجولة التي يكون فيها أول 7 من النقاط ass ua‏ أثبت X, -X, | > e(n i) ^ Gi‏ 
إن تمهيديّة 36.5.8 لا تنطبق بصورة مباشرة) . 


(Eigenvalues of Graphs) القيم الذاتيّة للبيانات‎ 6.8 


تساعد الأساليب 4 نظرية الزمر والجبر الخطيّ على دراسة البناء والتعداد للبيانات. فالجبر MX‏ 
مثلا ساعد 2 الفضاءات المتجهة والمحدّدات على بيان 6 مع أضلاع ,© ,... e,‏ لاحظ Gi‏ متجه الوقوع 
F C E(G)àssa21 (incidene vector)‏ يملك إحداثيّات 1 = = ose, € Fhua, = 05.e, € Fa,‏ 
C‏ مجموعة متجهات الوقوع لبيانات جزئيّة A‏ زوجيّة (البيانات الجزئيّة التي درجة رؤوسها زوجية)؛ ولتكن B‏ مجموعة 
متجهات الوقوع للقاطعات الضلعيّة؛ ولأنّ هاتين المجموعتين مغلقتان تحت عملية الجمع المتجهي BoC hte asl‏ 
فضاءان متجهان. (التمرينان 2-1( يدعيان الفضاء الحلقي (cycle space)‏ وفضاء الروابط (bond space)‏ 
د 6. وبما dO‏ بيان ds A) Ge‏ قاطع Galo‏ يتشاركان 2 عدد Gos)‏ من الأضلاع؛ فإِنْ C‏ و 8 يكونان 
قان KA g‏ رط يصبوراة 53 ةدا با نة من التحلقاك والووانطا B‏ النظرية 6 .1 والنتيجة 42.2.8 
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واستخدام المحدّدات 2 نظرية شجرة المصفوفة (النظرية 12.2.2) . ولمزيد من مناقشة هذه الفضاءات المتجهة؛ 
انظر بيجز ]1 (Biggs) [1993, Part‏ تظهر الزّمر .2 دراسة تشاكل rjali «Dual‏ والتعداد. لاحظ Ol‏ 
التشاكلات الذاتيّة لبيان تشكل زمرة تباديل على رؤوس هذا البيان. لقد قادت أفكار نظرية E‏ إلى خوارزميّات 
لفحص SLAI‏ وإلى البناءات للطمور على السّطوح أيضًا. وبالعكس, فإنه يمكن نمذجة كل زمرة باستخدام 
البيانات. وهناك تقديم لتبادل الأدوار هذا 2 ]1973 [White,‏ وانظر كذلك ,1999 [Gross — Yellen,‏ 
[13-15. 

سوف نحصر اهتمامنا 2 القيم الذاتيّة لصفوفات التجاور» ونفسّر كثيرة الحدود المميّزة بدلالة البيانات 
الجزئيّة. وعلاقة القيم ABIL‏ مع المتغيّرات الأخرى للبيان؛ وتمييز مجموعات القيم الذاتيّة للبيانات الثنائيّة 
الفرع والبيانات المنتظمة. ونتناول أخيرًا تطبيقات على البيانات الممتدّة و”نظرية الصّداقة“. وهناك مناقشة 
شاملة للقيم astu‏ للبيانات 2 ]1979 ٠ [Cvetkovic’ — Doob — Sachs,‏ وقد [chung, 1997] nA‏ 
as Lagi‏ لهذه المسألة من خلال تعديل مصفوفة التجاور بطريقة معايرة القيم الذاتيّة ai‏ لإعطاء نتائج ممائلة. 
تحقيق عمومية sl‏ . سوف نستخدم النسخة التقليدية 2 هذا التقديم المختصر. 


(The Characteristic Ploynamial) كثيرة الحدود المميّزة‎ 


1.6.8. . تعريف: القيم الذاتيّة (eigenvalues)‏ للمحسفوقة e^ A‏ الأعداد iA‏ بحيث يكون للمعادلة 
Ax = he‏ حل متجهيّ غير صفري؛ وکل عمل مدل هذا هو متجه (eigenvector) Zits‏ مرافق 
gl AS‏ مرتبط ب ب A‏ والقيم الذاتيّة للبيان هي القيم الذاتيّة لمصفوفة التجاور A‏ للبيان. وهذه 
ey, 2, aal ull‏ هي الجذور لكثيرة الحدود المميّزة (characteristic polynomial)‏ 
Ui . 9G; A) = det(Al — A) = 7 )4- À)‏ اليف (spectrum)‏ فهو قائمة القيم 
الذّاتيّة المختلفة مع تكراراتها My ..., M,‏ ونكتب .spec(G) = "Li “a‏ 

2.6.8. ملا alas‏ الخصائص an‏ للقيم الذَاتيّة هي: 

0( القيم الذاتيّة هي قيم À‏ بحيث تكون المصفوفة المربعة ya À T — A‏ مصفوفة منفردة؛ وهذا Ol GAS‏ 
تكون 0 = det (AI — A)‏ 
(trace) sn Trace A = 50, (1‏ هو مجموع عناصر القطر . وهو سالب معامل det (X1 — A) LN”‏ 


وبما det (AI -4 ( =M (4-4) Si‏ فإنه يساوي ,۸< أيضًا. Ul‏ للبيانات البسيطة؛ فإنه يساوي 0. 
E‏ و 201 TIA =(-1)" 4)0:0( - det A=‏ حيث يتغير المجموع على 
التباديل ل [77]. 


3( للمصفوفة 4 الحقيقية المتماثلة التي حجمها AXA‏ ل AER‏ يكون التكرار AS‏ بوصفها قيمة ذاتيّة 
للمصفوفة 4هو n rank - A)‏ 

4( إن إضافة © إلى القطر بخ pre‏ الذاتيّة بمقدار €« نظرًا لأن © + © تكون جذرًا د + det(M - (cI‏ 
((4 131 وفقط إذا كان a‏ جذرًا د .det(A1 — A)‏ 
8.. مثال: طيف العصب والعصب D] AGLI‏ مصفوفة التجاور للبيان ,هي 1 — ل حي ث aT‏ المصفوفة 
التي تكون مدخلاتها جميعها 1. لذاء فإِنْ القيم الذَاتيّة للبيان K‏ هي Jal‏ من القيم الذاتيّة د ل ب 1. وبما أن 


Ol . spec K, -]5 1 zu òla spec J= -| 1 1 E‏ رتبة مصفوفة التجاور للبيان , هي 2. لذاء فإنها 
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تملك قيمتين ذاتيّتين ر۸ Ay.‏ وبما أنْ الأثر يساوي hy = -A Ola cO‏ سمي هذا الثابت b‏ 
and‏ فإن oe A)= A" =b? A"?‏ )9 . نحسب b‏ باستخدام La. cay I) = det (MN — A)‏ 
AGI‏ تظهر daaa‏ على القطرء La‏ الإسهامات 2 تمديد التباديل لمعاملات A?‏ تظهر فقط من تباديل تستخد 


2 — 7 موقعًا على القطر. Ul‏ الموقعان المتبقيان: فيجب Sh‏ يكونا ر ,9-4 O a,‏ 
غير صفريٌ على هذا الشكل؛ وجميعها سالبة. إذن. B cpm J ie RS vans. b? = mn‏ 
ونضع دلياا لمعامالات كثيرة الحدود الممَيّرَة ses‏ "2 ا (6)0:2. بما أن )4- .@(G;A) = det (AI‏ 
Trace 4-0 ,C,-1 ots‏ ,ن) دائمًا med Ka fasst ra oat] dod:‏ على ألبيانات جميعها: 


4.6.8 تعريف: المصفوفة الجزئيّة الرّئيسة (principal submatrix)‏ لمصفوفة مربّعة 4 هي مصفوفة 
جزئيّة تتكون من أعمدة وصفوف لها الدليل نفسه. 

Sl Ley‏ الإسهامات د 7/2 C,‏ تشمل 2 - 7 At Sale‏ من القطرء Sle‏ المعامل C,‏ هو مجموع المحدّدات 
الجزئيّة من الحجم 2 2 الرّئيسة للمصفوفة A-‏ لبيان بسيط» فان - gea‏ 1- عندما لا e‏ ۷و0 غير 
ذلك. لذاء -e(G)‏ = ي0. 

d, j, / وللثلاخيّة‎ —A الرّئيسة للمصفوفة‎ 3 X 3 هو مجموع المحددات الجزئيّة من الحجم‎ C, Ola Gilley 
حيث كون الحددة 0 إلآ]ذ) شكلت هذه الرؤوس‎ , ul v, V المحددة تعتمد على عدد الأضلاع فقط بين‎ a 
(Pe Basin العلعات من‎ Sie إذن» ب فو تحاصل مرب‎ De وعند ذلك فإنها تكون‎ » ub. 

بما LEN ol‏ الجزئيّة الرّئيسة هي مصفوفات التجاور لبيانات جزئيّة محدثة: ala‏ يصبح لدينا 
c, = (-1) $, det A (G[S])‏ عمومًا. 


H jas G Lays Lily edel I3 (Harary m bp rays 5.6.8‏ هة AS peu! coll‏ 
المولدة التي يكون فيها كل مركبة ضلمًا أو حلقة. إذا كان K(H)‏ و S(H)‏ يرمزان إلى عدد المركبات He‏ 
وعدد المركبات التي تكوّن حلقات على الترتيب» Ss‏ 2 09-109 (1-)ى det A(G) = FE‏ . 
الإثبات: صيغة المحددة هي: رن :© [[ 9 )1-( det A = Y,‏ حيث المجموع على تباديل ل [n]‏ 
و[1]0 هي التبديلات الصّفية (مناقلات (transpositions‏ التي نحتاج إليها لوضع الموقعين (I)‏ 0 و 7 على 
القطر. عندما تكون A‏ مصفوفة مدخلاتها 0؛ 1 Ola‏ الإسهام من O‏ يكون غير صفري إذا وفقط إذا كانت هذه 
المدخلات جميعها تساوي > 
st cipe‏ إلى 6 بوصفها تبديلا lando‏ يرسل كل V,‏ إلى Voy‏ وهذا يقسم VG)‏ إلى مدارات. وبما BF‏ 
a, o =1‏ تعني VO Vog Ol‏ فإنه لا يوجد مدارات حجمها 1 ولا مدارات حجمها 2 ترتبط pul‏ ولا 
مدارات أطول ترتبط بحلقات. لذلك» ola‏ التبديل يعمل إسهامًا غير صقري عندما يضف بيانا Ha‏ 
من © الذي تكون المركبات فيه أضلاعًا وحلقات. 
إن إشارة الإسهام تحدد من خلال عدد المناقلات التي نحتاج إليها لنقل المدخلات إلى القطر. وتبديل الصفوف 
ينقل عنصرًا واحدًا من مدار 2 المرة الواحدة إلى القطرء لكن التبديل الأخير ينقل العنصرين الأخيرين إلى 
القطر. n(H) - ACA) ola «aad‏ = )0( وأخيرًاء Sle‏ كل حلقة طولها 3 على الأقل .2 H‏ يمكن أن تظهر .2 
أحد الطريقين ‏ مصفوفة التباديل؛ LEY‏ نستطيع تتبع الحلقة 2 أحد الاتجاهين. لذاء فإن عدد التباديل التي 
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6.6.8. نتيجة : )]1967[ (Sachs‏ لترمز Hj‏ إلى مجموعة بيانات جزئية على # من الرؤوس لبيان بسيط G‏ الذي 

تكون مركباته أضلاعًا أو حلقات. إن كثيرة الحدود المميّزةد 6هي أ" حيث 20 Y QI P‏ 6 
HeH,‏ 

الاثبات: هذا يتبع من النظرية 5.6.8. والملاحظة السابقة التي 53 a.c, =(-1) det monu‏ 
Òl‏ هذه الصيغة تقودنا إلى تعبير تتابعي لكثيرة الحدود المميّزة (التمرين n i (S‏ 

الصيغة لإنشاء أشجار غير متشاكلة لها كثيرة الحدود المميّزة نفسها (مع ثمانية رؤوس فقط) (التمرين 7). 
وفيما يأتي. سنناقش خصائص القيم الذاتيّة للبيانات الثنائية الفرع. 

7.6.8. قضية. إن المدخلة TA J)‏ و كر . والقيم الذاتيّة ل 
ene‏ الذاتيّة د 4 مرفوعة للقوة ۸ 

الاثبات: تتحقق العبارة للممرات من خلال الاستقراء على / (التمرين 30.2.1( وللعبارة AGLI‏ لاحظ Ol‏ 

Ax = 2x‏ تعطي Nx‏ = ×4 من خلال تكرار الضرب. وباستخدام متجه ذاتيّ اختياري ax‏ فإننا نتأكد من عدم 

تغيير التكرارات للقيم الذاتيّة. a‏ 

8.6.8 تمهيدية : إذا كان G‏ بيانًا ثنائي Ay ig pall‏ قيمة ذاتية د G‏ مع تكرار Opa m‏ (- هي Ld‏ قيمة ذاتية 
د 6 مع تكرار m‏ 

الإثبات. إن إضافة رؤوس معزولة لإعطاء المجموعات المجزأة حجمًا متساويًا ماهو إلا إضافة صفوف وأعمدة 

ipiis‏ الصفوفة ALS gil aka caiga‏ 4619 غير الططيق dal‏ من خلال :تطتمين 0 La asly‏ 3 لكل 


رأس مضاف. US‏ يمكن الافتراض بأنْ المجموعات المجزأة لها الحجم نفسه 
بم أن gila‏ اضرع th‏ نستي تبديل الصنوف والأعمدة  A‏ الحصل على القكل [ 5 1 «A= ds‏ 


الشََائيّة د Ay = 4= [¥ AG )- [3] in. (G‏ لذت Bx ae x Ax dta.‏ 
ضع[ ] -“/ن. نحسب 1=[ Av'— [5 PET‏ . إذن: V‏ متجه ذاتي ل 4 للقيمة “AABN‏ علاوة على 
ذلك وبالطريقة يقة نفسهاء M Obs‏ من المتجهات الذاتيّة المستقلة ل A‏ التي تعطي M‏ من المتجهات الذّاتيّة المستقلة 
د۸-. لذلك -A GLa‏ متجه ذاتيّ ل 4 له تكرار.( نفسه. " 
8. نظرية : العبارات الآتية حول البيان G‏ متكافئة: 

pale iG (a 

A= -A حيث‎ 3: A على صورة أزواج‎ G 333 pall تظهر القيم الذاتيّة غير‎ (b 

Aa كثيرة حدود‎ AG(G;A) أو‎ 9(G;A) (c 

./ لکل عدد صحيح موجب‎ sae -0 (d 
B > Aj الاثبات: برهنًا ,2 التمهيدية‎ 

(A - A) (A - à) = = )02- © C&B‏ 131 وفقط إذا بل = 2 لذلك» Ola‏ الجذور تظهر مثل تلك 
الأزواج إذا وفقط إذا كانت )9(6:4 حاصل ضرب عوامل Asia‏ 

ANT - 77م‎ Shad, = “hols إذا‎ :D >> B 


SYA ED‏ 1 يحسب الممرات من الدّرجة/ المغلقة 2 البيان (من كل رأس ابتدائيّ)؛ Do‏ الشرط d‏ يمنع 


456 الفصل 8 مواضيع إضافية (اختياري) 


وجود ممرات مغلقة طولها 527d‏ وهذا يمنع وجود حلقات فرديّة؛ OY‏ الحلقة الفرديّة هي ممر مغلق فرديٌ. 
ولذلك» Gls‏ 6 ثنائيٌ الفرع. n‏ 
الجبر الخطن للمصفوفات المتماثلة الحقيقيّة 

(Linear Algebra of Real Symmetric Matrices) 
التي لها علاقة مع متغيرات أخرى نتائج عديدة من الجبر الخطيّ؛ مثل النظرية‎ ABIL تتطلّب القيم‎ 

الطيفية. ونظرية كايلى وهاملتون للمصفوفات المتماثلة الحقيقية. وهذا Siy‏ عادة بعمومية أكثر» QS)‏ 

مصفوفات التجاور تكون حقيقية ومتماثلة: وهنا نلاحظ OÍ‏ براهين المبرهنات أقصر. سنبدأ مع تمهيدية تنتج 

عن النظرية الطيفية عندما نبرهن الأخيرة باستخدام مصفوفات أعداد مركبة. ويمكن تجاوز البراهين لهذه 

النتائج» وخصوصًا من قبل المتمكنين جيدًا من مفاهيم الجير الخطيّ. 

38 . تمهيدية : إذا كان << = f(x)‏ حيث A‏ مصفوفة متماثلة حقيقية: aod f OUS‏ القيم العظمى 
والصغرى على متجهات الفصل X‏ عند المتجهات الذاتيّة ل A‏ حيث إنها تساوي القيمة الذاتيّة المقابلة 
(المرتبطة بذلك). 

الإثبات: تكون الدالة“رمتصلة 2 Xs, ..., X,‏ ولتقييد ullis‏ نستخدم مضروبات لاجرانج. إذا أعطينا القيد 

Lila aT x = 1‏ نضع 1 - x‏ © = (806 . وبتشكيل Slo L(x, 2) = fex) - Ag)‏ القيم القصوى تظهر حينما 

تكون المشتقات الجزئيّة ل L‏ جميعها تساوي 0. وبالنسبة إلى A‏ فإن هذا يعطي 1 = XTX‏ 
ليرمز V‏ إلى متجه المشتقات الجزئيّة بالنسبة إلى Xs X,‏ 
نحسب 2036 - L(x, A) = V fix) -AV g(x) = 2 Ax‏ ۷. لاحظ Si‏ العبارة V f(x) = 2 Ax‏ تستخدم 

A SUIS يتطلب أن يكون #متجها‎ Ning AX = AX يكون‎ Leni بانط‎ V L = 0 Liat .ويكون‎ 3 hat! 

مرافقًا للقيمة الذاتيّة A‏ وهذا يؤدي إلى Ax) = x! Ax = [×× = V ol‏ 
Ly‏ أن متغيراتنا 4 الأمثلية حقيقية. فإننا نكون قد وجدنا متجهًا UID‏ حقيقيًا وقيمة ذاتية على الأقل. 

ونستطيع استخدام هذا ÉSI paia!‏ لنبين أن المتجهات الذاتيّة جميعها تملك هذه الخاصية. 

8 . نظرية : (النظرية الطيفية) المصفوفة المتماثلة الحقيقية من الحجم 7 × 77 تملك قيمًا ذاتية 
حقيقية؛ وتمتلك N‏ متجهًا als‏ متعامدًا 325%( orthonormal)‏ 

الإثبات: سوف نستخدم الاستقراء على N‏ يكون الادعاء واضحًا د 1 = ؛ خذ 2 الحسبان 1 OS n>‏ 

V,‏ هو المتجه الذاتي الذي يعظم XT AX‏ وتكن W‏ المتممة المتعامدة للفضاء المولد من ؛ لاحظ أن بُعد W‏ هو 

.n—1‏ إذا کان 77 © Aw € Wt anat v; Aw = Ww A v, =Aw'v, =0 Saw‏ وبالنظر 

إلى الضرب 2 4 of, ales‏ فإن لدينا Je W> W‏ 
لتكن S‏ هي المصفوفة التي أعمدتها المتجهات لأساس متعامد jis‏ ل R”‏ مع V,‏ بوصفه عمودًا أخيرًا لهذه 

المصفوفة. Ley‏ أنّ الأساس متعامد ومُعَيّر ST = ST Sa‏ والمصفوفة ل ,كر بالنسبة إلى هذا الأساس هي STAS‏ 

SI bas‏ الأساس متعامد ومَعَيّرء V, s‏ متجه ذاتي» OLB‏ العمود الأخير ل AS‏ $7 يكون O‏ ما عدا ,21 الموقع الأخير. 

A'a المصفوفة‎ JE وعمودًا لهذه المصفوفة‎ Uo 7 - 1 أول‎ ola. المصفوفة متماثلة. لذلك‎ GLa » عن ذلك‎ Sua’ 

ل W (ue f.‏ بالنسبة إلى هذا الأساس. 

من فرضية الاستقراء» فإن A”‏ تملك متجهات ذاتية متعامدة معَيّرة , _ Vy ..., ١,‏ مع قيم ذاتية حقيقية. 

وباستخدام كه نحول هذه المتجهات بإرجاعها إلى متجهات ذاتية حقيقية ل A‏ لها القيم Auda! anii‏ 
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نفسهاء وتقكل مجموعة TNT E‏ ل 
لاحقًاء سوف نأخذ 2 الحسبان دوال كثيرة حدود لمصفوفة. وبالنظر إليها بوصفها عناصر 2 Ole IR‏ 
المصفوفات لا L A, A’, ..., A"‏ يمكن أن تكون مستقلة بسبب وجود 1 + 72 منها. وباستخدام معادلة الاعتماد 
الخطي» نحصل على كثيرة حدود D‏ بحيث تكون D(A)‏ هي المصفوفة الصفرية. وكثيرة الحدود المميّزة نفسها 
تكفي» وهذا يتحقق لكل A‏ ولكن مجددًا سنأخن ‏ الحسبان المصفوفات الحقيقية المتماثلة فقط. 
12.6.8 نظرية؛ (نظرية كايلي - هاملتون) إذا كانت P(A)‏ كثيرة الحدود المميّزة لمصفوفة حقيقية 
متماثلة Bs A‏ ( 4)4 هي المصفوفة الصفرية A)‏ «تحقق» كثيرة الحدود المميّزة خاصتها) . 
الإثبات: لتكن aal ۸, ..., À,‏ الذاتية للمصفوفة A‏ لذلك؛ فإن ( :2 -11)4- am‏ . وبما أن القوى د A‏ 
ots Aga‏ (0)4 التي نحصل عليها باستخدام 4 بدلا من 9(A)=IT (4-47) ao)‏ . ولبرهنة 
.d(4)-0‏ ؛ Lila‏ نحتاج فقط إلى بيان أن المصفوفة P(A)‏ ترسل كل متجه إلى0. اكتب متجهًا اختياريًا 
ges x‏ خطي من المتجهات الذاتيّة التي تشكل أساسًا والمضمونة من النظرية الطيفية. ولاحظ أن تطبيق 
7 - 4 يقتل المعاملات ل . فضلا عن أن الضرب 2 العوامل[ À‏ - 4 جميعها بصورة متتالية ينتج المتجه الصفري. 
58 . تعريف: كثيرة الحدود الصغرى y (minimum polynomial)‏ لمصفوفة 4 هي كثيرة الحدود 
ذات أصغر درجة تحقق Salas alias A‏ قائدًا يساوي 1. وعندما تكون 4 مصفوفة التجاور GJ‏ فإن ۷ تسمى 
كثيرة الحدود الصغرى .G 3y (G; A) (minimum polynomial)‏ 
لاحظ أن كثيرة الحدود الصغرى تكون وحيدة؛ حيث إنه إذا كانت A‏ تحقق كثيرتي حدود صغريين لهما 
الدرجة نفسهاء فإن 4 سوف تحقق الفرق بينهماء وهذا الفرق يملك درجة أقل. 
8-. نظرية : كثيرة الحدود الصغرى للمصفوفة 4هي ( 1-4( y (4) = ITA‏ حيث Qs Ay}‏ 
هي القيم 25100 المختلفة ل A‏ 
الإثبات: كثيرة الحدود الصغيرة تقسم كل كثيرة حدود متحققة بواسطة A‏ وبخلاف ذلك؛ فإن الباقي سوف 
يكون كثيرة حدود بدرجة أقل متحققة بواسطة A‏ الآنء تعطي نظرية كايلي - هاملتون أن V‏ تقسم #؛ ويجب 
أن تكون حاصل الضرب لبعض عواملها. إن قتل المتجهات 2 الفضاء الجزئي للمتجهات الذاتيّة للقيمة الذاتيّة 
A,‏ يتطلب عاملاً من الشكل A = A, Z‏ وهذا العامل يقتل المتجهات جميعها ب4 الفضاء الجزئي. لذلك: نحتاج إلى 
نسخة 2.5.1 2 JSS da‏ عامل مكل هذا العامل: " 
5.68. تمهيدية : (قانون سلفستر للقصور الذاتي) A OSI‏ مصفوفة حقيقية متماثلة. إذا أمكن كتابة 
×4× بوصفه مجموعًا ل N‏ من جداءات التراكيب الخطية, بسنى )22( x‏ ا = ola x7Ax‏ 
۷هي العدد الأكبر لعدد القيم الذاتيّة الموجبة وعدد القيم الذاتيّة السالبة للمصفوفة 4 على الأقل. 
الإثبات: )]1982[ (Tverberg‏ اكتب التعابير الخطية على هيئة U(X)‏ و V (x)‏ ولكل am‏ لاحظ أن 
tl, (xv, (x) - 1 (x)-M; (x)‏ حيث م1 و )~= M‏ تركيبان ollas‏ ل Xp ss X,‏ 
وهذا يعبر عن الشكل التربيعي على الشكل ×4× = ]6 Q6)‏ 
gag‏ الكاحية (Ls e) E‏ لرمصفوفة Lila abba Ayan‏ تملك متجهات GIS‏ متمامدة مميرة 
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wl, ..., W”‏ وباستخدام هذاء نكتب XTS AST‏ = ×4× حيث 4 هي المصفوفة القطرية التي قيمها الذاتيّة 
S A, < ... <‏ تملك الأعمدة W!, ..., W‏ إذا كانت S‏ تملك P‏ متجها ذاتيًا موجبًاء 2 حين تملك q‏ متجهًا 
Jå lí‏ 


n 


ذاتيًا ix"Ax = Y (vixy - S eura ots Le‏ حيث تكون Y‏ أو '2 هي w'‏ 
والآن لنأخذ 2 الحسبان نظامًا متجانسًا من المعادلات الخطية. حيث نشترط أن 0 = NAL, (X)‏ > ”> 1ء 
وأيضًا 0 = × . “ول م > 1 > 2-9 وأيضًا 0 = Gi dep > i<n-—q.4wi.x‏ هذا يضع 
las IL N + n-p‏ متجانسًا على 7 من المتغيرات. إذا كان A > p‏ فإن هذه المعادلات تملك حلا متزامثًا 
غير X piae‏ وبوضع × بدلاً من +0 التعبيرين د ×4 AT‏ نجد أن Eno Y= DE ME (e)‏ 
وبما أن '*متعامد مع المتجهات ASI‏ جميعها التي قيمها الذاتيّة غير موجبة؛ SLB‏ الجهة اليسرى تكون موجبةء 
-2 حين تكون الجهة اليمنى غير موجبة. وهذا التناقض يعطي أنْ < ؛ وبتعليل مماثل نجد "ANZ 0 Sh‏ 
القيم الذاتيّة ومتغيرات البيان (Eigenvalues of Graph Parameters)‏ 
توفر القيم الذاتيّة حدودًا على متغيرات متنوعة. وبكلمات أخرى. Bb‏ متغيرات البيان تعطي حدودًا على 
القيم AUI‏ ونتيجتنا الأولى الآنية تستخدم كثيرة الحدود الصفرى فقط. 
8 . نظرية : إن القطر لبيان مترابط G‏ يكون أقل من عدد القيم الذاتيّة المختلفة ل 6. 
الإثبات: A OSI‏ مصفوفة التجاور؛ فإن A‏ تحقق كثيرة حدود من الدرجة ” إذا وفقط إذا كانت بعض 
التركيبات الخطية ل ”4 ,... A.,‏ هي0. وبما Gi‏ عدد القيم الذاتيّة المختلفة هي الدرجة لكثيرة الحدود الصغرىء 
فإننا نحتاج فقط إلى بيان أن A*‏ ,... ,4 مستقلة خطيًا عندما تكون A > diam (G)‏ 
يكفي أن نبين أنه لكل A ola k > diam (G)‏ ليست تركيبًا A9, ..., 4“ as‏ اختر v,, v, € VG)‏ 
بحيث تكون ۸ = AV, v)‏ وبحساب عدد A7, # 0 Bol ual‏ لكن 0 = Af,‏ لكل/ > /. وعليه. فإن 
“4 ليست تركيبًا خطيًا للقوى الصغرى. . 
Ley‏ أن النظرية الطيفية تضمن وجود قيم ذاتية حقيقية فنستطيع أن نضع دليلاً لقيمنا الذاتيّة مثل 
M < ... 2A,‏ وندعو ,۸ و ole, (G) 3, (G) 3X,‏ الترتيب. 
8. تمهيدية : ذا کان '6 És ja Úle‏ مُحدنًا ل G‏ فإن: 
Min (O) €, (GY £X, (GY SX, (G)‏ 
OLAYI‏ بما A Si‏ مصفوفةٌ حقيقية AB Laie‏ فإنْ التمهيدية 10.6.8 تعطي A AD € ×4× €, (A) Si‏ 
لكل متجه وحدة X‏ خذ مصفوفة التجاور4' ل G'‏ 2 الحسبان. وبتبديل الرؤوس GE‏ يمكن Ol‏ ننظر إلى Al‏ 
بوصفها مصفوفة جزئية رئيسة علوية إلى اليسار للمصفوفة A = A(G)‏ ليكن '2 متجة الفصل الذاتي د A'‏ 
بحيث يكون AZ = X. (G'z'‏ وليكن 2 متجة الفصل 2 ”8/ الذي نحصل عليه بإلحاق أصفار إلى '2. لذلك: 
Ana (G) = ۸ )6( t Js -A p (G) = 24 = 2742 «X, (G) ol‏ . 
لاحظ Gi‏ سلوك القيم الذاتيّة القصوى تحت عملية حذف الرأس يكون حالة خاصة من «نظرية الحياكة أو 
التشابك» :(Interlacing Theorem)‏ إذا كان G‏ يملك ei‏ ذاتية ,۸ < ... < ,۸و G x‏ يملك قيمًا ذاتية 
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ZANI sss Hy‏ رمم < ... < 25 ,۸ < . وبسبب عدم حاجتنا إلى هذاء فسنهمل الإثبات الذي 





.6(G)s La 


38 . تمهيدية ؛ لکل بیان ©. (G) € AG) Sb‏ 2 > 6 
OLAYI‏ ليكن X‏ متجها ذاتيًا للقيمة الذاتيّة ۸ ولتكن max x,‏ = ,هي قيمة أكبر إحداثي -2 X‏ لذاء Oa‏ 
S A(G)‏ تتبع من 

Ax, =(Ax), = DNE Tu 4 (v,)x, > A(G)x, 


v, eN (ر©‎ 


للحد السفلي» سوف نطبق التمهيدية 8 .10.6 على متجه الفصل مع إحداثيات متساوية. بما Ol‏ مجموعٌ 
المدخلات 2 مصفوفة se‏ ون شمف Such‏ الأضلاع ola G2‏ 
2s)‏ 


" zd. cx 
Anas i 7 -EX.- 


Lug‏ التمهيدية 18.6.8 مق تحسين: Sal‏ الواضح AG)‏ + 1 € (6)) المعطى من خلال خوارزمية 
التلوين الشره. وتبديل A(G)‏ بمعدل الدرجة يكون صفيرًا جدًا K SY:‏ + ,ل يملك عددًا N Lig‏ ومعدلا درجته 
أقل من 1 — 7. وبما أن X...‏ دائمًا تكون على الأقل مساوية لمعدل الدرجةء فإن A, (O)‏ + 1 يملك فرصة 
للعمل؛ ولا يمكن تحسينه أكثر. 
8 . نظرية : )]1967[ (Wilf‏ لکل بیان (G) 55 G‏ ے۸ + 1> XG)‏ 


الإثبات: إذا كان ۸ = (C)‏ فنستطيع بصورة متتابعة حذف رؤوس دون تخفيض العدد اللوني حتى نحصل 
على بیان جزئي H‏ بحيث إن 1 (-v) = k-‏ لکل .v © V(H)‏ كما لوحظ 2 التمهيدية 18.1.5 Obs‏ 

(H) < k- 1‏ 6 وبما H D‏ بيان جزئي محدث من la G‏ التمهيديتين 18.6.8 و 17.6.8 تعطيان: 

. .k<1 + d(H) <1 + Ana (H) X1 * X, (O) 
سفليًا على عدد العصب الثنائية ية التي نحتاج إليها لتفكيك بيان ما.‎ ao بعطي قانون سلفستر للقصور الذاتي‎ 

Cae Agel mn‏ ثنائية. وكل بيان جزئي من نجمة هو نجمة. hla‏ عدد العصب الثنائية التي نحتاج إليها هوعدد 

الغطاءات الرأسية (6)» - B (G) = n(G)‏ على الأكثر. وقد خمن إيردوز أن المساواة غالبًا ما تتحقق؛ ولكن 

هذا مازال دون Je‏ إن البيانات التي لها بنية خاصة ربما تملك تجزئات فاعلة باستخدام عصب ثنائية أخرى. 

وباستخدام القيم الذاتيّة؛ Soll Gla‏ السفلي العام يظهر بصورة صريحة  [Reznick — Tiwari — West,‏ 

]41515,1985 موجود بصورة ضمنية 2 عمل سابق يفكك البيان التام )]1984[ (Tverberg [1982], Peck‏ . 


8 . نظرية : لبيان بسيط G‏ يكون عدد العصب الثنائية التي نحتاج إليها لتفكيك G‏ هو على الأقل العدد 
الأكبر لعدد القيم ASIII‏ الموجبةء وكذلك عدد القيم الذاتيّة السالبة لمصفوفة التجاور A(G)‏ 

الإثبات: عندما يتفكك البيان G‏ إلى بيانات جزئيات,6 ,... Gy‏ فإنهذا يمكننا من AG)= Y Bias‏ 

uw. Mum رة ق‎ PP: حيث‎ 
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الثنائية مع التجزئة الثنائية,7 S,‏ 2 3 ر* 227 = P, Y‏ **. وبكتابة هذه التعابير الخطية على صورة 


7 4x = x" B,x = Èr, (x)v (2) تحصل على‎ Lika. V aa u, (x) - رع زح 2ل‎ 
n i السفلي‎ Soul (15.6.8 الذاتي (التمهيدية‎ M ROME: oM 
هناك صيغ بسيطة لإيجاد القيم الذاتيّة لحلقة‎ . Coors yy O Cp العصبة ل‎ ALS مثال: تفكيك‎ . 38 


(التمرين 6) ولحساب القيم MEI‏ لجداء كارتيزي من القيم EE‏ للعوامل (التمرين 10). حيث تعطي 
هذه صيفا بسيطة لعدد القيم الذّاتيّة الموجبة والسالبة ل C, OC,‏ عندما يكون M‏ مضاعفا فرديًا من 7. بوجه 
خاص؛ Cors n O C,‏ يملك 2 T)? + 1V‏ + 24( قيمة ذاتية موجبة و 2 1V‏ -1()72 + /2) قيمة ذاتية 
سالبة عندما يكون 7 فرديا )0 ليس قيمة ذاتية) . 

علاوة على ذلك» فإن مثل هذا الجداء يتفكك إلى 1)2 + IOP‏ + /2) عصبة SLB‏ مكونة من )1 + /2) 
(n-1)/2‏ حلقة من الدرجة 4و / )1 + 1)(n‏ + /2)2 نجمة (Kratzke - West)‏ لاحظ Gi‏ الحلقات من 
الدرجة 4 والنجوم هي البيانات الجزئيّة الوحيدة من ,€ 0 C,‏ التي تكون ثنائية العصبة. التفكيك الأمثل 
د C, 0 C.‏ يظهر 2 الشكل أدناه. تلتف الأضلاع من الأعلى إلى الأسفل؛ ومن اليمين إلى اليسار؛ 2 حين تشير 
dolas‏ الشبكة جميعها إلى رؤوس» حيث تشير النقاط السميكة إلى الرؤوس التي تكون مراكز للنجوم ب2 التفكيك. 
أما الدوائر فتشير إلى حلقات من الدرجة 4 .2 التفكيك. . 


NA NA NA NA NA NA 
A NA NA N 





Z NA NA IN 
VN VN l^ YN VN VN V. CN 


القيم الذاتيّة للبيانات المنتظمة (Eigenvalues of Regular Graphs)‏ 
تميز البيانات المنتظمة باستخدام الطيف مثلها مثل البيانات الثنائية الفرع. يقوم المتجه ,1 الذي له 77 من 
الإحداثيات حيث تكون جميعها إحداثياته 1 بدور Gold‏ -2 هذا 2-5 العديد من المناقشات الأخرى التي تتضمن 

A جميعها.‎ J كنا تقل مصقوفة اتو ادات‎ is Lag 

8 . نظرية : تكون القيمة الذاتيّة د 6 التي لها أكبر قيمة مطلقة هي AG)‏ إذا وفقط | ذا وجد د 6 مركبة 
منتظمة من الدرجة saeg A(G)‏ مرات تكرار A(G)‏ كقيمة ذاتية هوعدد المركبات المنتظمة من الدرجة A(G)‏ 

الإثبات: لتكن A‏ مصفوفة التجاور. إن المدخلة i‏ للمصفوفة ,41 هي (4)۷. وعندما يكون G‏ منتظمًا من 

X هي قيمة ذاتية مع متجه ذاتي ,1. وعمومًاء ليكن‎ k وعليه فإن‎ Al, = k1 , نحصل على أن‎ Lila kasya 

متجها US‏ للقيمة:الذاتيّة 1:.وليكن x‏ الإحداة ÉS‏ الذي قيمته المطلقة هي الأكبر من بين إحداثيات X‏ المرتبطة 

برؤوس لمركبة ما GIH‏ للإحداثي زد ×4 a‏ 


<d(v,)x,|< AG), | 





ul |ام‎ Y s 
lj óN 
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v, EN) ,لكل‎ =x, sd(v) = ^ (G) لاحظ أن المساواة تتطلب )5 يكون‎ 4| A(G) فإن‎ caa 
XIII فإن القيم‎ ANS H 2 ونستطيع تكرار هذا التعليل للوصول إلى الإحداثيات جميعها للرؤوس الموجودة‎ 
b A A (G) منتظمًا من الدرجة‎ H إذا كان‎ daza A (G) تملك قيمة مطلقة كبيرة مثل‎ X المرافقة ل‎ 
© وفقط إذا كان: )1( كل مركبة ل‎ 131 A (G) لها قيمة مطلقة كبيرة مثل‎ X القيمة الذَاتيّة المرافقة لمتجه ذاتي‎ 
على الإحداثيات‎ ÉL × يكون‎ (2) gA (G) تحتوي على رأس بحيث يكون× غير صفري تكون منتظمة من الدرجة‎ 
Oke لذاء‎ .۸ (G) المرتبطة بكل مركبة مماثلة. ونستطيع اختيار الثابت باستقلالية لكل مركبة منتظمة من الدرجة‎ 
.۸ (G) هوعدد المركبات المنتظمة من الدرجة‎ A (G) بُعَدَ فضاء المتجهات الذاتيّة المرافقة ل‎ 

عندما يكون G‏ مترابطا وغير منتظم؛ فإنه يبقى صحيحًا أن القيم الذّاتيّة التي لها أكبر قيمة مطلقة 
تملك المضاعفة Gly]‏ الإحداثيات للمتجه الذاتي المرافق تملك الإشارة نفسها. وهذا له علاقة مع نظرية بيرون 
وفروبينس 2 الجبر الخطيء فضلا عن أنه يستخدم تعليلات كتلك الموجودة أعلاه؛ وسوف نهمل الإثبات. 

تنويه: لاحظ Í‏ القوى لمصفوفة التجاور تعطي تمييزًا آخر. 
8 . نظرية : ([1963] (Hoffman‏ يكون البيان G‏ منتظمًا ومترابطًا إذا وفقط إذا كان ل تركيبًا خطبًا 

لقوى من A(G)‏ 
الإثبات: الكفاية. إذا أمكن التعبير عن ل بهذا الشكل؛ فإنه لكل ر i,‏ يصبح لدينا OČÍ‏ + ر (A),‏ لبعض قيم 
sk 0‏ وهذا يتطلب ممرًا من V, ALY,‏ طوله k‏ لذلك؛ G Ole‏ مترابط. للانتظام؛ كذ قا epee‏ ال ت 
JA‏ و AJ‏ ولاحظ أن الموقع i J‏ .2 المصفوفة AJ‏ هو culi) d(v)‏ على الصفوف ).؛ والموقع i, j‏ .2 المصفوفة 
JA‏ هو (v)‏ (ثابت على الأعمدة). وبما أن ل تركيب خطي لقوى من 4 التي يمكن تبديل كل منها مع A‏ فإن 
JA = AJ‏ لذلك؛ Sia‏ الموقع j‏ ,أ هو كل من d(v.)‏ و (:1)© ويكون البيان منتظمًا. 
الضرورة. بما G à‏ منتظمٌ من الدرجة ۸ والتي هي قيمة ذاتية؛ وكثيرة الحدود الصغرى هي 
W(G : A) = (A - K) BOA)‏ لكثيرة حدود ما g‏ بما Kg( A) bes YG ; A) =0 Gi‏ = (48)4. لذلك فإِن 
کل عمود .2 (8)4 هو متجه AIS‏ ل A‏ مع قيمة ذاتية ۸. وبما أن G‏ منتظم ومترابط» ol‏ كل متجه ذاتيّ مماثل 
هو مضاعف من T,‏ لذلك؛ B(A)  ةدمعألا Sle‏ تكون AU‏ وعلى أي B(A) Gb «JU.‏ هي تركيب خطي لقوى 
من مصفوفة متماثلة. وعليه؛ فإن (A)‏ يجب أن تكون متماثلة. لذاء فإن الأعمدة تكون متساوية؛ و(8)/1 تكون 
مضاعفة من ل. . 

عندما يكون G‏ بسيطا ومنتظمّاء G Olo‏ يكون منتظمًا أيضًاء ويمكن الحصول على القيم ial SAIN‏ 
القيم الذاتيّة ل G‏ وهذا يرتكز على التعبير لصفو للإتمام: -A (G)=s-1 -A (G)‏ 
8. تمهيدية : ] 7+( 6) 4- .9(G : 2( = (-1)" det[(-4-1)7‏ 
الإثبات: تعطي الحسابات المباشرة ما يأتي: 

det (ar -A (8)) = det(ar ت)-‎ -7 -A)) 


=det[(4+1)7 -J +A ]=(-1)" det[(-4-1)7 -A +J ] 


25.6.8. نظرية : 131 Lily G oS‏ بيطا Valeting‏ من Gia RA‏ اى Lagl‏ امكجهات اذا ةاتقشها: 
القيمة الذَاتيّة المرافقة ل ,1 هي G2. Kk‏ وتكون 1 -2 — I3]. G. 2n‏ کان × متجھا ls‏ غير ثابت ل G‏ 
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مرافقا للقيمة الذاتيّة be Gs)‏ قيمته الذاتيّة المرافقة 2 6هي 1 - 1 - . 
الإثبات: بما أن iia G‏ من الدرجة 1 - dan- k‏ ,1 متجه là‏ لكل من 6 و 6 ٠‏ مع قيمة ذاتية )د G‏ 
A= 4(G) Sls ARIS ea aa Cpe ghia ae alia aal 2 GS UIs Aga X gss.G 10 — K— 15‏ 
Go‏ 0 - ×. ,1 فان 0 = n Ax =Jk -x “Ax =0-x -Ax =(-f Aia. ds‏ 
Òl‏ هذا يعطي lia‏ سفليًا على القيمة الذاتيّة الأصفر لبيان منتظم؛ ويعطي اشتقاقا آخر لطيف K ola‏ 
8 . نتيجة : لبيان بسيط منتظم من kay al‏ فإن k-n‏ < ۸. 
الإثبات: إذا كان © Lily‏ منتظمًا من الدرجة ۸ء وكانت ,۸ < ... < Sle A,‏ القيم Japi‏ © 
هي (n - ۸ - 1, -1 - 9, ..., -1 A)‏ وذلك من المبرهنات 22.6.8 — 25.6.8. وبوجه GLb ald‏ 
n A-k-1z-A-1‏ 
يمكن استخدام القيم الذاتيّة لبيان بسيط منتظم مترابط G‏ لحساب أشجاره المولدة. ليس شرطًا أن 
تكون القيم ASIN‏ نسبيةء وعلى الرغم من ذلك» Obs‏ الناتج T(G)‏ هوعدد صحيح. إن نظرية مصفوفة الشجرة 
(النظرية 12.2.2( تشير إلى أن G)‏ يساوي كل فرعي (minor)‏ للمصفوفة Q = D - A‏ حيث 4 هي 
مصفوفة التجاور» D Lal‏ فهي المصفوفة القطرية للدرجات. عندما يكون G‏ منتظمًا من الدرجة ck‏ فإ D‏ 
KT‏ -. إذا استخدمنا © Adj‏ لترمز إلى المصفوفة القرينة ل © (مصفوفة المتعاملات المؤشرة)؛ la‏ نظرية 
مصفوفة الشجرة هي Adj © = t(G)J‏ وباستخدام صيغة كايلي (النظرية 3.2.2( للأشجار المولدة 2 ,كل 
Adj (nl — J) = m2 Sita‏ 
8 . تمهيدية : لتكن D‏ المصفوفة القطرية لدرجات الرؤوس -2 بيان بسيط G‏ ولتكن(4)6 = A‏ 
و 4 D-‏ = 0. إذن: فإن عدد الشجرات المولدة ل © هو 4(G) = det J + Q)/1?‏ 
الإثبات: لاحظ P = nJ.J © = OÏ‏ و(40[)8 Adj(4B) = Adj(A)‏ نطبق هذا باستخدام 0 J+‏ 
والمصفوفة n] — J‏ التي تظهر من K,‏ للحصول على: 
Adj(nl — J) Adj(J + Q) = Adj[(nl— J)U + Q)] = Adi(nQ)‏ 
ax JO = 04? = nJ o8‏ حسبنا Adj (nQ) = m^! Adj Q LA. Adj (nI =J) = m? JS‏ لأي 
مصفوفة O‏ واختصار al gall‏ المشتركة 2 n‏ يعطي J Adj (J + Q) = n + (G) J‏ كما أن ضرب طر2 
المعادلة من اليمين 2 (J + OF‏ يعطى: ل J (det(J + O) D) =n (G)n‏ وكلا الطرفين هما مضاعفات ل 
J‏ لذلك» فإن المساواة المطلوية تتحقق. . 
نستطيع الآن حساب (G)‏ من القيم الذاتيّة إذا كان G‏ منتظمًا. (هذا التحليل يوسع للبيانات جميعها 
عندما يكون النظام المعدل للقيم الذاتيّة مستخدمًا) . 
38 . نظرية : إذا EA Mee‏ اا و cal‏ 
ed‏ فان "),2- .1(G)=n" Ø'(G ;k) =n" TE (k‏ 
الإثبات: بما أن 4 KI-‏ + ل = © + ل le‏ المحددة ل 9 + لهي القيمة لكثيرة الحدود المميّزة ل ل A-‏ 
عند ۸. وبما أن G‏ مترابط ومنتظم من الدرجة k‏ فإنه يملك ,1 بوصفه متجهًا BIS‏ مع قيمة ذاتية ۸ء أما 
المتجهات ASI‏ الأخرى فتكون متعامدة مع ,1 . وکل متجه ذاتي مماثل ل A‏ هو Ld‏ متجه ذاتي ل ل - كمع 
القيمة الذاتيّة نفسهاء Ax - Jy = Ax = doe ÈY‏ = عرزل - (A‏ 
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أيضًاء ,1 daia‏ ذاتيّ د J‏ - 4 مع قيمة ذاتية 7 — /. وهذا ينتج مجموعة كاملة من القيم الذاتيّة د A — J‏ وحساب 
كثيرة الحدود المميّزة عند ۸ يعطي (G : 4) Gi Las. . 04)7 + Q) =n IT (k - A) i‏ # يملك 
Jalas À - k‏ غير متكرر عندما يكون G‏ مترابطا ومنتظمًا من Šla ede yall‏ حاصل الضرب يكون OG ; k)‏ 
ومن التمهيدية 27.6.8 فإننا نحصل على T(G)‏ بعد قسمتها على . n‏ 

النتائج ‏ التمهيدية 24.6.8 — النظرية 28.6.8 cal,‏ أيضًا للبيانات غير المنتظمة .2 
[Kelmans, 1967]‏ (وأيضًا ]1974[ (Kelmans - Chelnokov‏ باستخدام القيم الذاتيّة 
للمصفوفة اللابلاسية للبيان. هذه هي المصفوفة © التي استخدمت أعلاه التي تظهر طريقة أخرى لحساب 
الأشجار المولدة ‏ ]1966 ,1965 .[Kelmans,‏ ويظهر تنوع آخر على نظرية مصفوفة الشجرة 2 
.[Hartsfield - Kelmans — Shen, 1996]‏ 


القيم الذاتيّة والموسعات (Eigenvalues and Expanders)‏ 
إن العديد من التطبيقات 2 علم الحاسوب تتطلب «بيانات موسعة». ولقد جمع والترز ]21996[ العديد من 
التعريفات التى استخدمت لبيانات مماثلة. Gf‏ الفكرة الأساسية للتوسعة هى Oi‏ المجموعات الصغيرة جميعها 

دجب أن تملك جوازاك كبيزة: والهدف مخ ذلك هو ABI‏ خصائضن ترايطية جيدة مون وخود أضااع كثيرة: 
8 . تعريف: 2505 الموسع ((n, k, c) - expander)‏ من نوع k, C)‏ ,7( على أنه بيان ثنائي G‏ بالتجزئة 

الثنائية X, Y‏ حيث A(G) > k Sig Xl = IV] = n‏ وأنّ(2/ e(1 - Isl‏ + 1) <ا(2/)5 

((n, k, c) — magni- (n, k, C) ع تامع 2 | ك|. وتُعرّف المكبر (المضخم) من نوع‎ X jen 
8 € لکل‎ |N (S) n 5| <٠ ؟|‎ | oly AG) S / علی أنه بیان © على 7 من الرؤوس بحيث إن‎ fier) 
على أنه بيان‎ (n - superconcentrator) 77 ونعرّف المركز الفائق من الدرجة‎ {S| <n/2 x WG) 
B بحيث يوجد لكل مجموعة 4 من المصادرء وكل مجموعة‎ (Lina) حلقي مع 7 مصدراء و7 بالوعة‎ Y موجه‎ 
.8 مسار منفصل من 4 إلى‎ |A| anat |4 | تتكون من‎ 

تظهر الموسعات 2 شبكة التصنيف الموازي ل[1983م .[Ajtai, Kamlós, Szemerédi,‏ فضلا عن أن 
الشرط للتوسيع يقوي do‏ هال؛ نحن لا نملك مواءمة واحدة فقطء بل العديد منها. وهذا يساعد على استخدام 
الموسعات لبناء المركزات الفائقة. وقد نوقشت تطبيقات المركزات الفائقة 2 [Alon, 1986a]‏ إن الحد على 
الدرجة العظمى يجعل عدد الأضلاع خطيًا ب M‏ وبهذه الوسيلةء Gla‏ تكلفة إنشاء الشبكة تكون محدودة. 

إن الطرق الاحتمالية (التمرين 22) تؤدي إلى وجود الموسعات (والمركزات الفائقة) مع MN‏ كبيرة ومعدل 
درجة محدود ([1973م [Pinsker,‏ ,[1977م b], [Pippenger,‏ 1978م .([Chung,‏ استخدم مارجوليس 
[1973م [Margulis,‏ أفكارًا جبرية لإنشاء مثال صريح (انظر أيضًا ([1981م [Gabber — Galil,‏ . 

وعلى الرغم من Élu ŠÍ‏ عشوائيًا مولدًا بصورة مناسبة غالبًا ما يملك خصائص موسعة جيدة: إلا أنه من 
الصعب قياس التوسعة. استخدم As‏ من [1984م [Tanner,‏ و[1985م ,1984م [Alon — Milman,‏ بصورة 
مستقلة القيم الذاتيّة لحل هذا. حيث برهنا ÈÌ‏ البيانات تملك خصائص موسعة جيدة عندما تكون أكبر قيمتين 
ذاتيتين بعيدتين إحد اهما عن الأخرى. وبما أن القيم ASII‏ سهلة الحساب gh)‏ التقريب)؛ فإننا نستطيع Ol‏ نولد 
ly‏ بصورة Ail dae‏ ومن AS‏ نحسب قيمه ASIII‏ لفحص مقدار التّوسّع. 

سوف نأخذ 2 الحسبان الحالة الخاصة للبيانات المنتظمة فقط. 2 التطبيقات» تكون الموسعات أكثر فائدة 
من المكبرات» ولكن من السهل الحصول على موسع من نوع (N, (k + 1(, C)‏ من مكبر من نوع )€ k,‏ ,7( 
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(التمرين 21). لذلك, سوف نأخذ 2 الحسبان العلاقة بين القيم الذاتيّة والتكبير. وتمثيلنا يتبع 
(Alon - Spencer, 1992, p119ff])‏ الذي يناقش خصائص إضافية للقيم all!‏ للبيانات المنتظمة 
(والعشوائية) . 


30.6.8 131 كان Lily G‏ منتظمًا من الدرجة ۸ على 7 من الرؤوس حيث A‏ ثاني أكبر قيمة ذاتية؛ S zal,‏ 

مجموعة جزئية فعلية غير خالية من be V(G)‏ 

IES, S]| > (k 22) |S] |S\/n 
ويكون الادعاء واضحًا إذا كان‎ v. (O) = ۸ منتظم من الدرجة ۸ء فإِنْ‎ G أن‎ Ly الاثبات:‎ 
مترابط؛ ثم نحسب:‎ G لذلك نستطيع‎ k -A = 0 
د‎ (id SAS = kx} 2 Y xx,—9 87 (x -x7 
ij €E (G) ij €E(G) 

cn‏ ليكن s = S|‏ وضع (8 - -n‏ > ,× ؟ © #, وى > Sx,‏ # 1 . لاحظ Si‏ المجموع عن اليمين 
أعلاه يصبح MIS, S]‏ 

Sb Ex, = 0 us Bles E»‏ المتجه X‏ يكون متعامدًا على المتجه الذاتي JL,‏ 4 مع قيمة ذاتية 
k‏ والمتجه الذاتي L,‏ هو أيضًا المتجه الذاتى ل kI — A‏ لأصغر قيمها الذاتيّة 0. باستخدام التمهيدية 10.6.8 
والنظرية 11.6.8 فان القيمة الصفرى د .)074 3 خلال متجهات عمودية على ,1هي أصغر قيمة ذاتية 
تالية ل 4 - AT‏ والتي تكون 1 - tk‏ إن X,‏ 
x" (kI-A)x > (k-A)x'x =(k as (n sy + (n-s)s : (k -4)s (n -s)n‏ 
tes‏ أن (k -4)s (2s) /n ae x? Qa -4(× =n? [8, S]‏ = ]8.8[ . 
8 . نتيجة : إذا كان Ely G‏ منتظمًا من الدرجة ۸ على 7 من الرؤوس حيث إن هي ثاني أكبر قيمة 

EV . = (k - Ay 2k حيث‎ (n, k, C) هو مكبر من نوع‎ © Ola il 
فإن النظرية 30.6.8 تعطي أن‎ S ک‎ M2 بحيث‎ S وعدد رؤوسها‎ G 2 مجموعة رؤوس‎ S الإثبات: إذا كانت‎ 
S Sls من هذه الأضلاع على الأكثر. لذلك؛‎ k يستقبل‎ S 8 وگل زاش‎ [5: ale (k - A)s(n-s)/n 
" فهذا ينهي الإثبات.‎ (0 — SYnz 1/2 آن‎ kas. S جارًا على الأقلے‎ (k - A)s(n — Sy (nk) يجب أن تملك‎ 

لاحظ أنْ فصلا أوسع بين أكبر قيمتين ذاتيتين يؤدي إلى تضخيم أكبر. ولقد حَسَّن ألون وميلمان ]21984[ 
caza Sout‏ إلى (20 - c < (2k - 20(/ Gk‏ . حيث أثبت ألون b]‏ 1986[ نتيجة عكسية جزئية هي: إذا كان 
البيان © المنتظم من الدرجة / مكبرًا من نوع Sls (7, k, C)‏ الفصل c?/ (4 + 20°) ga k - X‏ على الأقل. 

إن بناءات صريحة للبيانات المنتظمة معروفة مع فصل بين ,۸ و ر۸ كبير قدر الإمكان. لاحظ أنْ ثاني 
أكبر قيمة ذاتية لبيان منتظم من الدرجة k‏ قطره d‏ هي على الأقل ((4 /1(1-0(1- 20/6 (انظر 
([Nilli, 1991]‏ نقد Js Lisi‏ من ]1982 [Margulis, 1988] ,[Lubotzky — Phillips — Sarnak,‏ 
EE A t‏ الدرجة ۸ أكبر ب 1 من عدد أولي alis‏ 1 بمقياس A‏ 
وثاني أكبر قيمة ذاتية هي 1- 24K‏ على الأكثر. 


(Strongly Regular Graphs) البيانات المنتظمة بقوة‎ 
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سوف نختتم هذا الفصل من خلال تطبيق على صف خاص من البيانات المنتظمة. 
8 ., تعريف: يسمى البيان البسيط G‏ على 7 من الرؤوس منتظمًا بقوة (Strongly regular)‏ إذا 
وعد Pelee‏ ب( k,‏ بحيث يكون G‏ منتظمًا من الدرجة K‏ ويملك كل زوج متجاور من الرؤوس .3 جارًا 
مشتركًا #٠‏ حين يملك كل زوج من الأزواج غير المتجاورة U‏ جارًا مشتركًا. 
إن خصائص القيم الذاتيّة للبيانات المنتظمة بقوة توفر لنا إثبانًا قصيرًا مع نتيجة لافتة للنظر تدعى 
«نظرية الصداقة». هذه النظرية تقول إنه .2 أي حفلة يكون فيها JS‏ زوج من الأشخاص له معرفة شخصية 
مشتركة واحدة؛ فإنه يوجد شخص واحد يعرف الأشخاص جميعهم Ésa)‏ المضيف). إِنّ البيان الناتج 
من علاقة المعرفة الشخصية يتكون من عدد من المثلثات التي تتشارك aiy‏ وهناك gals‏ آخر لدراسة 
البيانات المنتظمة بقوة وهو ربطها مع نظرية التصاميم. Òl‏ البيانات المنتظمة بقوة والتي فيها H‏ — ترتبط 
بالتصاميم القالبية غير التامة الموزونة المتماثلة. البيانات المنتظمة الأخرى مع بناء جبري غني موجودة 2 
part 3]‏ ,1993م .[Biggs,‏ 
33.6.8 نظرية : إذا كان Ge G‏ منتظمًا بقوة على 7 من الرؤوس Meal puting‏ ب( G Obs k,‏ يكون منتظمًا 
بقوة مع متغيرات.1 - ) - 77 n-2k + AG, K'-‏ = 4 
الإشبات: لكل زوج متجاور ۷» GV‏ يوجد 7 -)1 - 2 راسا آخر 2 Bis xr (v) UN)‏ 
Lon — 2 —2(k — 1) + Aglstaw sv‏ مشترکا غير مجاورين لهما itio ait‏ فإنه يوجد 
بر - 26 رأساے ) N(w‏ لا( N (v‏ وعليه؛ alo‏ یوجد 2k + y‏ — رأسًا مشترکا غير مجاورين لھما. " 


8 . نظرية: إذا كان G‏ بيانًا منتظمًا بقوة على 7# من الرؤوس ومتفيرات Ola » A, u‏ 
A(k-A-1) = u(n - k— 1)‏ 
الإثبات: Sus‏ النسخ المحدثة ل P,‏ مع رأس ثابت V‏ بوصفها نقطة طرفية. يمكن اختيار الرأس الأوسط ۷ب / 
من الطرق. ولكل W‏ مماثلة: Ola‏ الرأس الثالث يمكن Od‏ يكون Gl‏ جار W J‏ غير مجاور VI‏ وعندما يكون V‏ غير 
متوافر» فإنه يوجد sls‏ 1 - ۸ - ۸ طريقة لاختيار الرأس الثالث. ومن ناحية أخرى؛ Ola‏ الرأس الثالث يكن 
اختيارهب 1 -/ — 71 طريقة بوصفه LOL,‏ غير مجاور ل . ولكل اختيار مثل هذاء فإنه يوجد M‏ جارًا مث مشتركا مع 
V‏ ومن الممكن أنْ يخدم مثل W‏ . 
35.6.8 مثال: حالات مضمحلة: 0 = سن أو 1 A = K—‏ أو1 k =n-‏ سوف نبين Úle Sl‏ منتظمًا بقوة 
مماثل هو عبارة عن اتحاد عصب منفصلة من الدرجة 1 + k‏ من النظرية 1505.34.68 - ۸ = ۸ إذا 
وفقط إذا كان 0 = أو 1 - n‏ = ۸. لذلك» يمكن افتراض A= ۸ - 1 Si‏ الآن كل جار VI‏ هو مجاور لكل 
رأس آخرء وهذا يمنع وجود P,‏ محدث» ويجبر G‏ ليكون اتحاد عصب منفصلة. n‏ 
موز الآن Mela‏ شوق us yiii‏ 0 > عو و 1 — ay pall 553. < K‏ 34.6.8 شرا Voas‏ على 
مجموعة المتغيرات لبيان منتظم بقوة. ويظهر أيضًا شرط ضروري آخر من القيم الذاتيّة. 
8 . نظرية : (شرط التكامل) إذا كان Ly G‏ منتظمًا بقوة على M‏ من الرؤوس ومتغيرات// Bla k, hy‏ 
العددين أدناه يكونان صحيحين وغير سالبين. 
(n-1)(u-A)-2k‏ 


«C 4- ay +4(k - a 


s(n-1 + 
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الإثبات: هذان العددان يكونان صحيحين غير سالبين لأنهما من مضاعفات قيم ذاتية. خذ A?‏ 2 الحسبان. 
المدخلة A? 2 ij‏ هي ۸ إذا كان آر = i‏ 2 حين تكون ISLA‏ كان v, e? v,‏ وتكون M‏ إذا كان V,‏ جه إلا. Ol Lag‏ 
aay ey‏ (تضع علامات) الواحدات )18( 2 مصفوفة shail‏ و »9 ales,‏ الواحدات 2 مصفوفة التجاور 
للمتممة A? = kI + AA + pJ-I— Al‏ وإعادة ترتيب الحدود يعطي: (k-u)E* Qu) 4+ p‏ = 4. 

وضرب كلا التعبيرين ل 42 1,2 يعطي unl,‏ + ,1/(م - «k1, = (k- wl, + (C‏ 

وهذا يؤدي إلى إثبات آخر ل )1 — -kk - A - 1) = u(n — k‏ ليكن X‏ متجها UBS‏ لقيمة ذاتية أخرى 
OFK‏ بما أن عمودي على pug Jt = 0, Stas)‏ كلا التعبيرين 1 24 ×ينتج 0 = u)‏ -(- © )1 -.0) -2©. 
وهذه المعادلة التربيعية ل © تملك جذرين هما ١‏ و 8ء اللذين يجب أن يكونا القيمتين للقيم الذاتيّة الأخرى 


جما وفيا )4- )4+ "(مر- )لير - )2 . 


gM!‏ ليكن © و8 مضاعفات القيم AIM‏ ل 7و S‏ يصف JEU‏ 35.6.8 الحالات جميعها عندما تكون 
uu = 0‏ لذلك» من الممكن افتراض أنْ 0 > qt‏ وبالتالي يكون © مترابطا. ولأن © مترابط؛ GLB‏ عدد مرات 
تكرار القيمة الذاتيّة ۸ يساوي 1 ages.‏ فإن ۸ = a + b‏ + 1. وبما أن مجموع القيم o. You‏ 
ol A + ra + sb = 0‏ الحل لهاتين المعادلتين الخطيتين 3 و b‏ هو (1- )5+ __ ي و ay r= D‏ 
وهاتان القيمتان هما المزعومتان 2 الأعلى بأنهما صحيحتان وغير سالبتين. 777 ER‏ 

تنويه: لاحظ أنه يمكن تتبع التعليل السابق 2 الاتجاه المعاكس. 
8 . نظرية : يكون البيان G‏ المترابط المنتظم من الدرجة k‏ منتظمًا بقوة مع k, À, Heal aia‏ 
إذا وفقط إذا كان يملك ثلاث قيم ذاتية ى < ۲ > K‏ تمامًا. وهذه القيم تحقق Wl‏ - 2 = ى + مر 
rs =-(k- u)‏ " 
58م مثال: صفوف البيانات المنتظمة بقوة. سوف نأخذ 2 الحسبان حالتين: (n — 1) (u - À) = 2k,‏ 
و (u - (= 2k‏ )1 - 7). باستثناء القيم الواضحة:؛ Glo‏ الحالة الأولى تتطلب Sh‏ يكون 1 + ۸ = ؛ SY‏ 
2k > 2n- 2‏ > 0. ومن النظرية 33.6.8: فإن © و G‏ یکونان بيانين منتظمين بقوة مع المتفيرات نفسها :4 
هذه ASL‏ » نعلم أيضًا Sly = 4u+1gi‏ 7هي المجموع لمربعين كاملين. فضلًا عن ذلك « إن للقيم الذّاتيّة 
٣و sae S‏ مرات التكرار نفسها. 
أما 2 الحالة الثانية. تتطلب النسبية أنْ يكون (H - A)? + 4)۸ - ui) = A‏ لعدد صحيح موجب ما » dy‏ يجب 
أنّ يقسم X) — 2k‏ - /)(1 — 7). وهنا يجب Ol‏ تكون القيم الذاتيّة أعدادًا صحيحة. وهناك أمثلة متنوعة 
معروفة. 2 الحالة الخاصة 0 = ۸ و2 = » هناك G‏ بيانات Aag paa Ales‏ ولكنه غير معروف فيما 
إذا كانت القائمة منتهية! والأمثلة المعروفة؛ بإدراج المتغيرات (// (N, k, À,‏ هي: المربع (4, 2, 0, 2( وبيان 
کلیبش (Clebsch graph)‏ (16, 5, 0, 2( وبيان جويرتز (Gewirtz graph)‏ (56, 10, 0, 2) (انظر 
.(Cameron - van Lint,[ 1991, p43]‏ بیان كليبش يظهر 4# التمرين 23. وتظهر بيانات منتظمة بقوة 
& التمارين 24 - 26. " 

asl‏ سوف نثبت نظرية الصداقة. لاحظ Gi‏ كرايج هنيك (Craig Huneke)‏ يملك GLA!‏ قصيرًا 
لاستثناء البيانات المنتظمة من خلال حساب ممرات واستخدام حساب مقياسي؛ وهو ليس أطول من إثبات شرط 
التكاملية. ويناقش همرسلي ]1983 [Hammersley,‏ براهين أخرى تتجنب استخدام القيم SIL‏ وتستخدم 
تعليلات عددية معقدة لحذف البيانات المنتظمة. 
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8 . نظرية : (نظرية الصداقة - ]1971 ([Wilf,‏ إذا كان © Lily‏ يتحقق فيه JS Si‏ رأسين مختلفين 

colas‏ کارا مكتكركا as Naty‏ خان Logs Lol yb‏ مالوؤقوس الأخرى حميعها: 
الإثبات: التمائل للشرط يقترح G Od‏ يجب SI‏ يكون منتظمًا. إذا كان G‏ منتظمًاء ala‏ سوف يكون منتظمًا 
بقوة مع 1 = مم A=‏ ومن النظرية 36.6.8 Mn 1+4 //-1( OL‏ يجب أنْ يكون عددًا صحيعحًا. . لذلك» p»‏ 
k / Vk -1‏ عددٌ صحيح: والذي يحدث فقط عندما 2 = oleg k‏ أي حال K, Sla‏ هو البيان المنتظم من 
الدرجة 2 الوحيد الذي يحقق الشرطء ويملك رؤوسًا درجتها 1 - 77 

الآنء افترض pi Gi‏ منتطم. سوف نبي أن v W‏ تتطلب .d(v) = A) SS‏ لاحظ أن الإصرار 
على وجود جيران مشتركين وحيدين يمنع وجود حلقات من الدرجة 4. وليكن U‏ هو الجار المشترك ل {VW}‏ 
وليكن A‏ هو الجار المشترك ل {UV}‏ ؛ وليكن b‏ هو الجار المشترك ل xES= Nv) — {u, a} Js {u, WY‏ 
يملك dirog AX)‏ جارًا مشترکا مع W‏ إذا كان 8 = X, D, V, uds. x ES jae f(x)‏ حلقة من الدرجة 4. 
tst‏ كان SAX) = AX’)‏ رأسين مختلفين x, ۷ x, fX) 5b ax, x' € S‏ حلقة من الدرجة 4 . لذاء نكون قد بينا Ol‏ 
.d(w) = d(v)‏ ومن التماثل d(w) 5t‏ = («)4. 

بما Si‏ © غير منتظم ala‏ يملك رأسين V W‏ مع dw) s d(v)‏ من الفقرة السابقة 
Vv € W‏ ليكن U‏ جارهما المشترك. Le‏ أن درجة Y U‏ يمكن GI‏ تساوي درجتهما Le‏ فنستطيع افتراض 
.d(u) + d(v) oi‏ إذا كان 6 يملك (x) = d) 5t X € N(v) Liy‏ ولكن هذا يتطلب GI‏ يكون 
OW‏ ×و 1 ج . وهذا يبني الحلقة الرباعية n Av) = n — 1 Sls a3 .1 U, X, W‏ 





تمارين (Exercises)‏ 
1.6.8 تفسير الفضاء الحلقي وفضاء الروابط. معطى بيان G‏ أثبت أنْ: 

(a‏ الفرق التماثلي لبيانين جزئيين زوجيين هو بيان b>‏ زوجيٰ. 

anie dis ND mh الفرق امد‎ (b 

(c‏ کل قطع alae‏ یڈ يشترك مع كل بيان Gja‏ زوجي بعدد Gag)‏ من الأضلاع. 
2.6.8 البعد للفضاء الحلقي ولفضاء الروابط. من خلال الفرعين (A)‏ و(5) 2 التمرين 1.6.8( Sla‏ الفضاءً 
الحلقيّ © وفضاءً الروابط B‏ لبيان G‏ هما فضاءان متجهان ثنائيان. أثبت أنه عندما يكون G‏ مترابطًاء فإنّ 
البعد ل © هو 1 + e(G) — n(G)‏ والبعد ل B‏ هو 1 -(7)6. (مساعدة: GI OG:‏ الحلقات التي تتكون بإضافة 
ضلع واحد إلى شجرة مولدة معينة تشكل أساسًا للفضاء الحلقي. iris‏ أن 1 - MG)‏ من الروابط التي تعزل 
Leggy‏ عفودة تشكل أساسًا لفضاء الروابط؛ أو استخدم التعامد) . 
3.6.8 تذكر Bi‏ الجوار المغلق لرأس اهو fr]‏ لا N (v)‏ 
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ABI إحدى القيم‎ Si بحيث إن جواراتها متطابقة أثبت‎ G مجموعة رؤوس 2 بيان بسيط‎ S لتكن‎ (a 
مرة. ماهي؟‎ IS|-1 تكون مكررة على الأقل‎ G ل‎ 

(b‏ لتكن S‏ مجموعة رؤوس -2 بيان بسيط G‏ بحيث إن جواراتها المغلقة تكون متطابقة. أثبت أن إحدى 
القيم الذاتيّة ل G‏ تكون مكررة على الأقل 1- | |S‏ مرة. ماهي؟ 
8 ليكن,: Sae‏ البيانات الجزتيّة للبيان 6 التيتكون حلقات من D, - Yd 4L, *Y A osa. Fas i‏ 
d‏ ل . احصل على صيغ ل ,6و 6 بدلالة {L‏ 
3 
5.6.8 صيغ الحذف لكثيرة الحدود المميّزة. لتوضيح هذه alla‏ سوف نكتب oS 4)6 ; A)‏ ليكن 
LAL, viy]‏ [ضلمًا]عشواثيًا د G‏ ولتكن Z(V)[Z09))]‏ مجموعة الحلقات التي تحوي v[xy]‏ أثبت أنْ كثيرة 
الحدود المميّزة تحقق العلاقات التكرارية الآتية: 

do = Ads, الات‎ URS [ - 2x uii $5. (c) (a 

4 = دو‎ xy EOE hvi) (b 

(مساعدة: من الممكن استخدام الاستقراء أوصيغة ساش (Sach)‏ لاحظ أيضًا أن صيغة الحذف الضلعي 
يمكن GI‏ تبرهن من صيغة الحذف ual JE‏ تعليق: عندما يكون ALE G‏ و V‏ ورقة مع جار Obs U‏ الصيغ تختزل 
إلى A, ¬ sss sh = hos- -xy - 6. -y‏ = 45( 
58 كثيرة الحدود المميّزة للمسارات والحلقات: 

O(C,, 54) ود‎ 9(P, A) استخدم التمرين 5.6.8 2 إيجاد صيفة تكرارية د‎ (a 

iG TERÄN 2)هي القيم‎ cos (2m): E دون أن تحل الصيغة التكراريةء أثبت أن‎ (b 

(c‏ معطى Spec(C,)‏ احسب Spec G‏ حيث يكون G‏ البيانَ الذي حصلنا عليه من C,‏ بإضافة أضلاع 
تربط Ling)‏ على مسافة 2 -2 Cp‏ 
7.6.8. لشجرة» أثبت أن المعامل ل * A77‏ -2 كثيرة الحدود المميّزة هو uk (G)‏ “(1 -)» حيث HG)‏ هو 
عدد المواءمات التي حجمها k‏ استخدم هذا 2 إنشاء زوج من الأشجار على 8 رؤوس ”بأطياف مشتركة“ 
(CO-spectral)‏ بحيث يكون زوج الأشجار هذا غير متشاكل؛ وكلاهما يملك كثيرة الحدود المميّزة 925 + A - TAS‏ 
(تعليق: عندما 00 — 1 تقريبًا لا توجد أشجار محددة بصورة وحيدة من أطيافها ( . )]1973[ (Schwenk‏ . 
T gs (+) 8.6.8‏ شجرة. Gi c‏ )© هو عدد quad‏ الذاتيّة غير السالبة ل T‏ 
(مساعدة: انظر النظرية 20.6.8.( (Cvetkovic' - Doob — Sachs [1979, p233])‏ . 
Aa A 2.9.6.8‏ ذاتية لبيان G‏ على 7 من الرؤوس ms‏ من الأضلاع. أثبت JA|s [2m (n -1)/ n Sh‏ 
8. لتكن Gap, ..., Mp9 Ap ..., Ap‏ ذاتية د © و ule H‏ الترديب. GS‏ أن ال Agli aoa mn‏ 
O, + ujaGOH‏ . استخدم هذا لاشتقاق العليف لكب من Kis jl‏ (مساعدة: معطى متجه ذاتي 
د AG)‏ مرافق ۸1 ومتجه ذاتي ل A(H)‏ مرافق ل ‘H;‏ نشی متجهًا Él‏ ل H)‏ 0 4)6 مرافقا ل (A, +H,‏ 
11.6.8 احسب الطيف للبيان التام يي , £ المجزأ إلى P‏ مجموعة مجزأة (مجموعة تجزئة). (مساعدة: 
استخدم التعبير ( A (G) =J —1 -A (G‏ لمصفوفة التجاور للمتممة). 
8.؛ معطى 48# — x) = x" - 24x* - 64x°‏ ; ©)4, حَدْدٌ ©. 
8 (۱) أثبت G Oi‏ يكون ثنائي الفرع إذا كان G‏ مترابطًا Ana (C) = 7X (G);‏ 


‘min 


14.6.8 )1( معطى بيان G‏ ولتكن R(G)‏ هي المصفوفة التي تكون مدخلتها Lj‏ هي cual .d FU V)‏ أن معد 
GSH‏ المسحوق لبيان ما ( التعريف 12.4.8( يكون على الأقل العدد الأكبر لعدد القيم الذاتيّة الموجبة 3423 
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القيم الذاتيّة السالبة للمصفوفة (۸)6. استنتج OSU I Od‏ المسحوق للبيان ,هو 1 - 12 (مساعدة: أعد 
كتابة الشكل التربيعي RY‏ × بوصفه مجموعًا لمربعات دوال خطية؛ وطبق قانون سلفستر للقصور الذاتي) . 
15.6.8 )1( الملصفوفة اللابلاسية (Laplacian matrix) Q‏ لبيان D - 4 LAG‏ حيث (/ مصفوفة الدرجات 
القطرية؛ و4 مصفوفةٌ النّجاور. والطيف اللابلاسي (Laplacian spectrum)‏ هو القائمة للقيم الذّاتيّةد QO‏ 

.0 أثبت أن أصغر قيمة ذاتية ل 0 هي‎ (a 

(b‏ أثبت أنه إذا كان G‏ مترابطًا Sle.‏ القيمة الذاتيّة 0 تتكرر مرة واحدة فقط. 

(c‏ أثبت أنه إذا كان 6 منتظمًا من الدرجة ۸ء k - A Ola‏ قيمةٌ ذاتية لابلاسية إذا وفقط إذا كانت ۸ قيمة 
ذاتية عادية امع المضافقة نفسهنا gl)‏ لها عدد مرات التكرار نفسه). 
ug .16.6.8‏ تك وا M=[ 5$] E‏ حیٹ ۸ P.‏ مصفوفتان 
مربعتان» Ola‏ تمهيدية 2 الجبر الخطي تعطي: Ana (M ) + Ass (M ) s Aus (P) + Imax (R)‏ 

(a‏ لتكن A‏ مصفوفة حقيقية متماثظلة مجزأة إلى pure‏ ,4 بحيث تكون المصفوفات الجزئيّة 
Ass )4 (+ (t-1)A (4) < $i AL (Aa iiie ER aa‏ 

. Gas لبیان غير‎ Z(G) 2144, ax (G)/(- Anin(G)) أن‎ cath (b 

(c‏ استخدم نظرية الألوان الأربعة لتبرهن Si‏ 0 ك (G) + 32, (G)‏ ,۸ للبيانات السوية. 
)١( 38‏ استخد م النظرية 28.6.8 cd‏ الأشجار المولدة 2( K,‏ (تعليق: انظر التمرين 13.2.2). 
38 )+( معطى مصفوفة A‏ لتكن ر ,8 تساوي /*'(1 ET‏ التي نحصل عليها بحذف 
الصف i‏ والعمود رمن A‏ ولتكن Adj A‏ المصفوفة التي تكون مدخلتها 2 الموقع bi hl]‏ إن تعريف المحددة 
من خلال التمديد على Cao‏ من صفوف 4 يعطي أنْ -A(Adj A) = (det AM‏ استخدم هذه الصيغة لتبرهن 
أنه إذا كان مجموع الأعمدة 2 4هو المتجه D, ole O‏ تكون مستقلة عن /. (تعليق: مع التمرين التالي؛ Ola‏ هذا 
يكمل الإثبات لنظرية مصفوفة الشجرة (النظرية 12.2.2). 
C = AB osa (+) . 38‏ حيث 4 مصفوفة n X m‏ »و B‏ مصفوفة 7 m X‏ إذا أعطيت S € pn]‏ 
لتكن ,4 المصفوفة X N‏ 77 التي أعمدتها هي الأعمدة ‏ 4 التي يدل عليها ب S‏ ولتكن ,8 المصفوفة X N‏ التي 
صفوفها هي الصفوف  B‏ التي يدل عليها ب S‏ أثبت Si‏ صيغة بينت وكوشي: و0668 Y. det,‏ = 0610 . 
حيث يود ST‏ وود . (مساعدة: خذ 2 الحسبان 
معادلة ة الصفوفات )5 DG DS‏ 
8 . تكون المصفوفة مُحَيّدة (totally 57 uS‏ إذا كانت محددة (S‏ مصفوفة جزئية 
مربعة موجودة 4 (1- ,1 ,0{ . أثبت D‏ مصفوفة الوقوع لبيان بسيط تكون محيدة UIS‏ إذا وفقط إذا كان البيان 
GALS‏ الفرع. (تذكير: مصفوفة الوقوع لبيان بسيط تملك +1 مرتين ‏ كل عمود ) . 
21.6.8 (-). لیکن G‏ مُكبرًا من نوع k, C)‏ ,1( ورؤوسه ,۷ ,... Vy‏ وليكن Élu H‏ ثنائي الفرع مع مجموعات 
مجزأة x)‏ ,..۔ Y = Qr, ..., Y, X = Gn,‏ بحيث يكون x, y, © E)‏ إذا وفقط إذا كان i = j‏ أو 
EG)‏ € ,۷ ,لا. أثبت أن es H‏ من نوع (© ,1 + ۸ (n,‏ 
22.6.8 الوجود للموسعات التي حجمها خطي: 

(a‏ ليكن X‏ متفيرًا عشوائيًا يعطي الحجم لاتحاد k‏ من المجموعات AS poll‏ التي درجتها 5 من ]1[ مختارة 
عشوائيًا من pO SD > p )/ o eus [R]‏ 

(b‏ )+( د 1> ie‏ أثبت أنه يوجد ثابت k‏ بحيث إنه إذا كان 7 كبيرًا Le‏ فيه الكفايةء فإنه يوجد 
بیان جزئيّ من Kpa‏ مع درجة كبرى على الأكثر k‏ بحيث يكون | 8|5 < |( 5) |N‏ عندما يكون |S|San‏ 
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(مساعدة :33 ge Bly‏ شاقي المرع من , asLK,‏ الاتحاد ل / مواءمة كاملة عشوائية) . 
n gens taa (c‏ تمل dues‏ وما من نوع (N, k, Gh‏ لكل 7 كبيرة بما فيه الكفاية. 
ورف a, f, d — expander) (n, a, p, d) pido aga‏ ,71( على أنه بيان GLS‏ الفرع GCK p‏ 
|S|<an vx |N (S)|2 BIS] 5. =|Bl=n‏ 
23.6.8 لیکن 6 بان خاي من le ci‏ من il‏ بحيث يكون كل وج من ool‏ التجاورة 
بالضبط جاران مشتركان. أثبت أن G‏ منتظم in =1+(5') iis.‏ حيث ۸ هي درجة الرؤوس  .G‏ أثبت أن 
6 منتظم بقوة . ما القيود على ۸ المتضمنة باستخدام das‏ التكامل؟ أنشئ أمثلة لكل )5 ,2 ,1( € 6. وهناك 
تحقيق 104 = k‏ معروف باستخدام التصاميم التركيبية التوافقية) . 
8 .6 4. )+( أثبت dl‏ بيان بيترسون منتظم بقوة؛ وحدّدٌ طيفه (يكون الطيف سواد 9$ ekigita so‏ 
المنتظمة بقوة وليس صعبًا من غيرها) . al‏ الطيف لتبين SI‏ أضلاع البيان التام £ لا يمكن Gadi‏ إلى ثلاث 
نسخ منفصلة من بيان بيترسون. (مساعدة: استخدم الطيف لتبرهن O‏ نسختين من مصفوفة بيترسون تملكان 
Usls gare‏ مشتركًا غير المتجه الثابت) )]1983[ -(Schwenk‏ 
58 ليكن H 4G eas F = GO H‏ بيانان بسيطان. أثبت أنه )13 كان JS‏ رأسين غير متجاورين 2 ”1 
يملكان جارين مشتركين بالضبط. G Gls‏ و H‏ يكونان بيانين تامين. 
٠.58‏ المكونات الجزئيّة (subconstituents)‏ لبيان G‏ هي البيانات الجزئيّة المحدثة التي تكون على 
الشكل ] [U‏ ©. حيث U= N (v) v) ÅU =N (v)s.v © WG)‏ :عرف قينس ]1989 i [Vince,‏ 
البيان © يكون فائق الانتظام (superregular)‏ إذا كان Y‏ يملك رؤوسّاء أو إذا كان منتظمّاء S9‏ مكون 
جزئي له فائق ق الانتظام. ليكن S‏ الصف المكوّنَ من )0 (a K,:a, b>‏ ( اتحادات منفصلة لعصب متشاكلة). 
C, 9 {K,, [m] K, ime 0}‏ ومتممات هذه البيانات: 
(a‏ أثبت أن كل be‏ 5 يكون فائق الانتظام, o‏ كل بیان فائق الانتظام غير مترابط يكون يخ 5 - (تعليق؛ 
2 الحقيقة « JS‏ بیان فائق الانتظام يكون -2 GSTS‏ الإثبات الاستقرائي الكامل لهذا يتطلب صفحات عديدة 
-([West, 1996], [Maddox, 1996])‏ 
(b‏ أثبت Gi‏ كل بيان فائق الانتظام يكون منتظمًا بقوة. 
27.6.8. )+( التشاكلات الذاتيّة والقيم AIG‏ 
(a‏ أثبت o‏ © يكون تشاكلا Éh‏ ل G‏ إذا dazas‏ إذا كانت مصفوفة التباديل aplati‏ ل 5 إبدالية مع 
مصفوفة التّجاور ل 6؛ بمعنى أنّ PA = AP‏ 
(b‏ ليكن Gare X‏ ذاتيًا ل 6 للقيمة الذاتيّة التي sue‏ مرات تكرارها 1ء ولتكن P‏ مصفوفة التباديل 
للتشاكل الذاتي د 6. Px = + x beu‏ 
(c‏ استنتج أنه عندما تكون كل قيمة ذاتية ل G‏ مكررة مرة واحدة wade‏ فان كل تشاكل iis‏ د © هو 
تبديلة عودة إلى الأصل (involution)‏ بمعنى أن مربع هذه التبديلة يعطي العنصر المحايد. 
(Mowshowitz, [1969], Petersdorf — Sachs [1969])‏ 


culina 1, ..., 1 o6 (+) 28.6.8‏ ضوثية متحكمًا [gd‏ من خلال المتاقيح uS, .... S,‏ المفتاح d‏ بغير 
حالة المصباح 7 إلى تشغيل/ إغلاق وربما مصابيح أخرى؛ ولكن S,‏ يفير حالة Z‏ إذا وفقط إذا كان ,5 يفير حالة 


/. مبدئيّاء افترض i‏ المصابيح جميعها مغلقة. أثبت أنه يمكن تشغيل المصابيح جميعها. ([1992] (Peled‏ 
(مساعدة : يُستخدم هنا الفضاءات المتجهةء وليس القيم الذاتية). 





(Appendix A) ملحق‎ 
(Mathematical Background) الخلفية الرياضية‎ 


يلخص هذا الملحق أوجه اللغة والرياضيات التي لا a‏ جزءًا مباشرًا من نظرية البيان؛ إلا أنها تزودنا 
بخلفية مفيدة لتعلم هذه النظريةء وسنذكر الأمثلة 2 سياق البيانات عندما يكون ذلك مناسيًا. لذاء من 
المفيد قراءة هذا الملحق وربطه مع الوحدة الأولى. إن هذا التقديم (العرض) منمذج على المادة الموجودة 2 
النصف الأول من كتاب التفكير الرياضي لكل من : 
Douglas B. West, John P. D' Angelo (prentice — Hall, second edition, 2000)‏ 


المجموعات (Sets)‏ 
إن أول مفهوم رياضي أساسي ومهم هو مفهوم المجموعة, لأننا لا نستطيع تعريفها بواسطة مفاهيم 
أبسط. حيث إننا نفكر فيها على أنها جمع (حشد) من الأشياء المختلفة التي لها وصف دقيق يعطينا طريقًا 

لمعرفة (من حيث المبدأ) ما إذا كان شيء معين موجودًا فيها أم لا. 


LA‏ تعريف: تسمى الأشياء الموجودة 2 المجموعة polic‏ أو أعضاء. وعندما يكون اعنصرًا .2 A‏ فإننا 
نكتب 4 € X‏ ونقول: إن X"‏ ينتمي إلى "A‏ ولكن عندما لا يكون ×2 A‏ فإننا نكتب X EA‏ 
وإذا تحقق أن كل عنصر 2 مجموعة D‏ يكون عنصرًا .2 المجموعة A‏ فنقول: إن D‏ مجموعة جزئية 
من oly A‏ تحوي 8. ونكتب CA‏ 8 أو DB‏ 4 .ونكتب B CA‏ إذا كانت 4 تحوي 8 ولا تساويها. 


فعلى سبيل SLM‏ يمكننا الحديث عن مجموعة البيانات A‏ التي لها 7 من الرؤوس» وعندما نضيف 
شرطا KaLa‏ كأن يكون البيان مترابطاء فإننا نحصل على مجموعة جزئية من A‏ 

وعندما نضع قائمة صريحة بعناصر المجموعة Ufa‏ نضع أقواسا متوسطة حول هذه العتاصر (ban‏ 
عندما نكتب "}1 ,1-{ = "A‏ فإن هذا يعني أن المجموعة 4 تحوي عنصرين هما 1 و 1-. إن ALS‏ عناصر 
المجموعة بترتيب مختلف لا يغيرها. ونكتب x, y eS‏ لنعني أن 9X‏ [عنصران SZ‏ 


2A‏ مثال: نستخدم الحروف: N, Z, Q, R‏ بوصفها أسماء لمجموعات الأعداد الطبيعيةء والأعداد 
الصحيحة, والأعداد النسبية؛ والأعداد الحقيقية على الترتيب. لاحظ أن NC Ze Qc R‏ نتعامل مع 
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هذه المجموعات وعناصرها كأشياء معروفة. واصطلاحاء فإن الصفر ليس عددًا ‘Nats‏ لذاء ol‏ 
N = {1, 2, 3, ...(‏ ومجموعة الأعداد الصحيحة هي: 

}... ,2 ,1 ,0 ,1-,2- ,...{ = ومجموغة الأغذاة غير الكسرية Q‏ هى مجموعة الأعداد الحقيقية 
التي يمكن وصفها على صورة QD‏ حيث كل من b € Z‏ .4 و 0 £ ©. Q= {rab € Zid ± of‏ 
وكذلك نفترض ol‏ الخواص الحسابية الأساسية لأنظمة الأعداد معروفة. وهذا يشمل القواعد الجبرية. 
والمساواةء والمتباينات. ويشمل ذلك أيضًا الخواص الأساسية المتعلقة بقسمة الأعداد الصحيحة. n‏ 
3.4. تعريف: نقول: إن المجموعتين 4 و B‏ متساويتان: ونكتب A = B‏ إذا كان لهما العناصر نفسها. Li‏ 

المجموعة الخالية © فهي المجموعة الوحيدة التي لا تحتوي على عناصر. Z‏ حين نقصد بالمجموعة 

الجزئية الفعلية من 4 كل مجموعة جزئية من A‏ غير مساوية لها. 

إن المجموعة الخالية هي مجموعة جزئية من كل مجموعة؛ فضلا عن أن كل مجموعة 143 مجموعة 
جزئية من نفسها. إن تعريف البيان الجزئي ( التعريف 16.1.1( مشابه لهذا التعريف. وكل بيان هو بيان 
جزئي من نفسه. إلا أنه يجب إهمال شيء للحصول على بيان جزئي فعلي. 

«إن حل مشكلة رياضية» 2 الغالب يعني إعطاء وصف أسهل لمجموعة معطاة. ويجب إثبات أن مجموعة 
الأشياء التي تحقق الوصف الجديد تساوي المجموعة المعطاة. 
4.4. ملا حظة : مساواة المجموعات 

لإثبات أن A = B‏ علينا أن نبرهن أن كل عنصر 2 4 هو عنصر BE‏ وأن كل عنصر B2‏ هو عنصر 
4. أي؛ يجب أن نثبت أن A CB‏ وأن C A‏ 8. ويكفي أيضًا أن نحوّل وصف مجموعة إلى وصف المجموعة 
الأخرى عن طريق عمليات لا تغير عضوية العناصر. 

عط (due‏ العتاب العدين مرخ تر cia atl gal‏ الى tad)‏ أوصسافا مم لمكن Das adl cii giao‏ 
مثل هذه المبرهنة تنص على أن المجموعتين هما المجموعة نفسها (مثال: إن مجموعة البيانات الثنائية الفرع 
تساوي مجموعة البيانات التي ليس لها حلقات فردية - المبرهنة18.2.1). 

Lule‏ يعرّف النموذج الرياضي مجموعة S‏ من الحلول؛ إن هذه هي الأشياء التي تحقق شروط المسألة. 
ونرغب ب2 إيجاد الحلول صراحة أو وصفهاء liag‏ يحدد مجموعة 1. إن المسألة الآن هي إثبات S = Tol‏ ويعني 
إثبات 7> ؟ أن كل حل ينتمي إلى7. كما أن إثبات T CS‏ يعني أن كل عنصر T2‏ يكون حلا للمسألة. » 
.5.A‏ ملا حظة : كيفية تحديد مجموعة 

gS‏ 4 مجموعة معطاةء قد نرغب ب4 تحديد مجموعة جزئية S‏ مؤلفة من polic‏ 4 التي تحقق re‏ شرطًا 
Iie Daal ol‏ . ولعمل ذلك؛ نكتب " )) "S = {x € A :condition (x‏ ونقرأ هذا على الشكل "! ن 5هي 
مجموعة العناصر X‏ التي تحقق الشرط". فعلى سبيل «JUI‏ إن التعبير }25 > (n EN : n?‏ هو صورة 
أخرى للمجمويعة }1 .5.4.3.2( 

وبهذه الصورة؛ ola‏ المجموعة A‏ تشكل المجتمع الكلي XS‏ وبإمكاننا أن نهمل هذا ,الجزء من الرمز 
عندها يكو القصود واطنخًا من اتياق ضلى سبيل sU‏ إن VE in 6 N assa‏ هي Legere‏ 
ola ys‏ الأعداد الصحيحة الموجبة: n‏ 

تنويه: يوجد للعديد من المجموعات أسماء أو رموز شائعة. 
6.4. تعريف: نكتب (a, ..., b)‏ عادة للتدليل على المجموعة U >2 :a Si SD}‏ يز حين نكتب [n]‏ 

للتدليل على المجموعة A}‏ ,... ,1) حيث MEN‏ ونكتب © = ]0[ . إن مجموعة الأعداد الزوجية هي: 
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(2k: k € Z}‏ . أما مجموعة الأعداد الفردية فهي (2k-I:ke Z}‏ وأن نوعية العدد الصحيح هي 

فردية أو زوجية. 

لاحظ أن 0 عدد زوجي» Lil,‏ نتتحدث عن الأعداد الزوجية والفردية فقط عند حديثنا عن الأعداد 
الصحيحة. ولاحظ كذلك أن كل عدد صحيح إما أن يكون عددًا Éag)‏ أوعددًا فرديًاء ولكنه لن يكون الاثنين معًا. 


7.4. تعريف: إن التجزئة لمجموعة 4هي مجموعات جزئية +4 ,... ,41 من 4 بحيث يظهر كل عنصر من 
A polic‏ 2 مجموعة واحدة فقط من هذه المجموعات. 
إن مجموعة الأعداد الزوجية والفردية معًا GALAS‏ تجزتة لمجموعة الأعداد الصحيحة Dla Z‏ 
cals‏ عق از lo A Anal Alae‏ اماو او pius? gh alga?" peut Al,‏ أو 
”أجزاء“ أو ”مجموعات جزئية“. إن كلمة قوالب شائعة الاستخدام 2 الرياضيات التوافقية ( التركيبية). 
ولهذه الكلمة تعريف مختلف 2 نظرية البيان. لذاء نستخدم عادة كلمة صفوف أو مجموعات. Li‏ مصطلح 
المجموعات الجزئية فنستخدمه عند تجزئة رووس بيان معين إلى مجموعات مستقلة. 
8.4. ملاحظة : اصطلاح يتعلق بالمجتمعات ( المجموعات) الكلية. 
عندما نكتب ”[7]“ فمن الواضح أن 77 عدد صحيح غير سالب» وعندما نتكلم dic‏ بوصفه عدد رؤوس لبيان» 
فإننا نعلم من aUud!‏ أنه عدد طبيعي ٠‏ وعندما نقول إن العدد موجب دون تحديد نظام الأعداد الذي يحوي هذا 
العددء فإننا نعني عددًا حقيقيًا موجبًا. لذاء فإن كتابة: افترض 0 > X‏ تعني: افترض أن ×عدد حقيقي موجب. 
ولكن 2 العبارة ل 2 < n‏ افترض أن G‏ بيان على 7 من الرؤوس» فإن اصطلاحنا هو أن n EN‏ 
9.4. تعريف: نقول: إن المجموعة A‏ مجموعة منتهية إذا وفقط إذا وجد ارتباط واحد لواحد بين 4 و [n]‏ 
لبعض }0{ E NU‏ 7. يشير 7 إلى حجم A‏ ونكتبه على الشكل |4|. 
RESA,‏ أولية أخرى لأنظمة الأعداد هي أنه لا يمكن للمجموعة A‏ أن تكون مرتبطة ارتباطًا واحدًا 
لواحد مع كل من [m]‏ و [n]‏ إذا كان ۶7 7#. لذاء فإن حجم المجموعة المنتهية هو عدد صحيح معرّف 
Lip‏ حسنًا. وعد الجموعة ين تددو ماوت 
.10.A.‏ ملاحظة : كلمة ” إذا .2 التعريفات اصطلاحٌ شائع عندما نعرّف خاصية رياضيةء حيث نقول: 
إن شيئًا له خاصية معينة إذا حقق شرطا معينا. وبناءً على هذا « يمكن تعويض الشرط بالخاصية؛ والعكس 
بالعكس. لذاء فإن ”إذا“ تعني إذا وفقط إذاء إن هذا الاستخدام الاصطلاحي 2 التعريفات يعكس سمة أن 
المفهوم الذي يتم تعريفه غير موجود حتى يكون التعريف کاملا. 5 
تنويه: يوجد العديد من الطرق الطبيعية للحصول على مجموعات جديدة من مجموعات قديمة أومعطاة سابقًا. 


4 . تعريف: افترض أن 9A‏ 8 مجموعتان. يتألف اتحادهما UB‏ 4 من العناصر 3359.51 42 B2.‏ كلها أو 
Legals‏ فضلا عن أنتقاطعهما MB‏ 4يتألف من العناصر الموجودة جميعها كل من 4و B‏ الوقتنفسه. 
والفرقبينهما 8 -4 يتكون من العناصر الموجودة Ad‏ جميعها وغير الموجودة B2‏ أما الفرق التماثلي B‏ 4۸ 
فيتكون من العناصر جميعها التي تنتمي إلى مجموعة واحدة فقط من المجموعتين ۸و -B‏ 
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ونقول: إن المجموعتين منفصلتان إذا كان تقاطعهما يساوي المجموعة الخالية © وإذا كانت Á‏ مجموعة 
محتواة 2 مجموعة ola UL‏ المتممة 4 ل ۸هي مجموعة عناص ر AU‏ لا تنتمي إلى A‏ 

وعندما نتحدث عن أخذ (إيجاد) المتممة لبيان بسيط؛ فإننا نحافظ على مجموعة الرؤوس دون أي 
تغيير, ونأخذ متممة مجموعة الأضلاع (نعاملها بوصفها مجموعة أزواج من الرؤوس) ضمن المجموعة الكلية 
التي تمثل أزواج الرؤوس. و أحيان أخرىء نتكلم عن المتممة S‏ لمجموعة الرؤوس GES‏ 2-5 هذه الحالة, 
.S =V (G)-8 ol‏ 
4 ملاحظة : 2 J&‏ فن (Venn)‏ يمثل الصندوقٌ الخارجي egati‏ الكلية المأخوذة 2 
الحسبان» كما أن المناطق الموجودة داخل الصندوق تمثل المجموعات. وترتبط المناطق غير المتداخلة 
(المتقاطعة) بالمجموعات المنفصلة. إن المناطق الأربعة ‏ شكل فن أدناه الخاص بالمجموعتين 
BA‏ تمثل 8 (AUB) . A-B. An‏ و B-A‏ لاحظ أن AAB=(A-B)U(B—A)‏ 

بما أن A - B‏ تتكون من polie‏ 4 غير الموجودة uibs -A - B = 4 B ola B2‏ فإن الشكل يوحي 
بأن 8هي اتحاد B‏ - 4و (AU B)‏ والتي هي منفصلة. إضافة إلى أنه يوحي أيضًا بأننا نحصل على الفرق 
التمائلي B‏ ۸ 4 من الاتحاد بحذف التقاطع. n‏ 


(A UB) 


4 . ملاحظة 1 عندما تكون 4و B‏ مجموعتين. A A B = (AU B) - (AN B) ola‏ . إن الاتحاد يبدأ 
بالعناصر جميعها الموجودة على الأقل 2 واحدة من هاتين المجموعتين؛ ونحذف العناصر الموجودة .2 كليهما. 
عندما تكون 4و B‏ مجموعتين منتهيتين» فإن | =|A|+|B‏ | 8 ۸ 4|+ | 8 نا |A‏ يُحسَبٌ كل عنصر 2 
التقاطع مرتين ب4 كل جانب» أما حساب كل عنصر من عناصر الفرق التماثلي فيتم مرة واحدة 2 كل جانب» 
ولا يحسب أي عنصر آخر. " 
4.. تعريف: نعني بقائمة من مدخلات 4 مجموعة من عناصرها بترتيب معين؛ حيث يسمح بتكرار 
العناصر. إن العديد (k — tuple) k‏ - هي قائمة تحوي ۸ مدخلة. ونكتب “4 للتدليل على مجموعة 
العديدات -/ التي مدخلاتها من A‏ 2.5 الحالة التي تكون فيها }0,1{ = A ola A‏ تمثل مجموعة 
العديدات - k‏ الثنائية. الزوج المرتب (WY)‏ قائمة بمدخلتين. ونعرف الضرب الكارتيزي ( الديكارتي) 
للمجموعتين 48 T‏ على الصورة: oS xT ={(x,y):x eS,y ET}‏ 
لاحظ uie x) Lai LA. = {(x,,....¥,):4, CA} oly 4-4 X A. ol‏ الشكن lasted ial x‏ 
S = T=Z‏ فإن الضرب الديكارتي 7 × كيكون الشبكة الصحيحة (شبكة إحداثياتها أعداد صحيحة). 
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وهي تمثل مجموعة نقاط المستوى التي إحداثياتها أعداد صحيحة. 


(Quantifiers and Proofs) محددات القياس والبراهين‎ 

بكلام تقريبي» يمكن تحديد صحة العبارة الرياضية أو خطئهاء ويتطلب هذا إيجاد قواعد رياضية 
صحيحة. إضافة إلى قياس المتغيرات وتحديدها. 

فعلى سبيل JU‏ .2 الجملة 0 = 2-4 x‏ لايمكن أن نقول أوأن نحدد ما إذا كانت صحيحة أم خطأ بسبب 
عدم معرقتنا بقيم EQ m: X‏ إذا EA‏ بكتابة مثل lain.‏ 3= *" أو 2,23{ © hex‏ 
لبعض الأعداد الصحيحة X‏ 

إذا أصبحت الجملة suspi‏ رياضية 2 حال أخذ المتغير ×قيمة 2 مجموعة معينة ola S‏ الجملتين 
التاليتين تكونان عبارات رياضية. 

«لكل ES‏ ×. فإن الجملة P(X)‏ تكون صحيحة» «لبعض X € S‏ فإن Asics COSS FIRED‏ 
4 . تعريف: .2 العبارة ”لكل P(x) x ES‏ صحيحة» إن المتغير × محدد ومقاس LAS‏ . ونكتب هذا 

على الشكل (Vx ES) P(x)‏ ونقول: إن الرمز V.‏ هو محدد قياس كلي. Ll‏ العبارة لبعض x eS‏ 

(Ax ES) p(x) يمودنا . ونكتب هذا على الشكل‎ alas صحيحة, فإن المتغير × محدد‎ P(x) ola 

ونقول: إن الرمز 3 هو محدد قياس وجودي. وتسمى مجموعة القيم المسموحة للمتغير بالمجتمع الكلي أو 

بالمجموعة الكلية لهذا المتغير. 
16.4. ملاحظة : الكلمات الإنجليزية التي تستخدم 2 التعبير عن محددات القياس. 

إن الكلمتين «كل» و«لكل» تعبران عن محددات القياس الكليةء أما الكلمتان «بعض» و «يوجد» فتعبران عن 
محددات القياس الوجودية (وجود الشيء أو عدم وجوده). ويمكن التعبير عن محددات القياس الكلي أيضا من 
خلال حديثنا عن عنصر اختياري 2 مجموعتنا الكلية كقولنا «افترض ان عدد صحيح أو كقولنا «إذ رسب طالب 
2 الامتحان؛ فإنه سيرسب 2 المقرر (المادة)“. تجد أدناه قائمة بالمؤشرات الشائعة على التحديد والقياس. 


(V) es‏ (مساعدات) وجودي )3( (مساعدات) 





يمكن أن تكون «المساعدات» غائبة . فمثلاً « العبارة to»‏ العدد الحقيقي غير سالب». هذه العبارة تعني 
أن 0 < ”× لكل i x€R‏ وهي ليست عددًا حقيقيًا واحدًا ولا يمكن إثبات صحتها أو التحقق منها بإعطاء 
مثال. عندما نكتب أنه لا توجد للبيان الثنائي الفرع حلقة فرديةء فإننا نعني أن كل بيان ثنائي الفرع يخلومن 
dale‏ فردية. 

وعندما نكتب» افترض أن G‏ بيان og pall SLB‏ فإن ذلك يعني أننا نأخذ .2 الحسبان كل بيان ثنائي 
الفرع. ولكن عندما Liy 3b‏ اختياريًا 2 lag‏ فهذا يعني أننا نتحدث عن كل رأس من رؤوس هذا البيان. 
Lil‏ عندما نتحدث عن زوج اختياري من رؤوس ole‏ فإننا نتكلم عن كل زوج على حدة. 
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الفرق بين ”لكل G‏ من جهة ولكل بيان G‏ من جهة أخرى» “ هو Lil‏ - 2 الثانية - حددنا المجموعة الكلية 
للمتفير 6 sicuti‏ اسا Ais Maias‏ " 


إن المحددات القياسية الوجودية تتحدث OF‏ جدود دنيا كقولنا: : «يوجد» أو «يوجد lal‏ التي تعني أنه 
«يوجد اثنان على الأقل» والعبارات مثل: «يوجد وحيد» أو يوجد اثنان بالضبط فتشير إلى المساواة. وقد تكون 
x‏ المساؤاةواضتحة من التاق أحيانا ON‏ لأ يوج 22 وفوخ اسرد عدي | صراحة عثرما عون تسود 

إن العبارة يمكن أن تحوي أكثر من محدد قياسي. خذ 2 الحسبان الجملة «توجد بيانات خالية من 
المثلثات بحيث إن عددها اللوني كبير alij esi‏ وبالتعبير عن محدداتها القياسية dal po‏ فإنها تعني أنه 
لكل N‏ © 7 يوجد بيان خال من المثلثات, عدده اللوني يساوي N‏ على الأقل. إن التعبير «كبير اختيارياء غالبًا 
ما يعني أو يشير ضمنيًا إل محدد قياسي كلي بهذه الطريقة. 

وبالمقارنة؛ فإن التعبير «كبير ALES‏ يفرض ضمنيًا محددًا قياسيًا وجوديًا. فعلى سبيل المثال: إن العبارة 
7 >"2 عندما تكون 7 كبيرة كفاية تعني أنه ” يوجد Ne N‏ بحيث n"?‏ <”2 لكل NEN‏ 
.17.A‏ ملا حظة : يعتمد معنى العبارة التى تحوى أكثر من محدد قياسى على ترتيب هذه المحددات. قارن 
بين الجملتين التاليتين: i MY‏ 

«لكل بیان m € Nass G‏ بحيث إن درجة V EV (G)‏ جميعها تساوي 77 على الأقل“. 

«يوجد um € N‏ بحيث إن لكل Goole‏ تكون درجة V EV (G)‏ جميعها تساوي «dH‏ 

إن العبارة الأولى صحيحة: أما الثانية فغير صحيحة. لكل بيان (منته) درجة کبریء لکن لا يوجد أكبر 
من بين البيانات جميعها. OI‏ نكتب العبارتين باستخدام رموز المنطق: 


(VG )(3m eN )(vv eV (G))(d5 (v) zm) 
(am e N )(vG)(vv eV (G))(45 e) xm) 


-2 الإنجليزية غالبًا ما تظهر المحددات القياسية 2 نهاية الجملة لتجميل القراءة أو تزيينهاء كما 2 
JEI‏ ”أشعر بالسعادة ب4 كل مرة أتعلم فيها شيئا جديدًا“. وبك الجمل التي تحوي مفاهيم مجردة وتحوي 
أكثر من محدد قياسيء فإننا نتبنى اصطلاحات حول الترتيب من أجل تجنب اللبس أو الخلط. 

نطبق التحديدات ( المحددات) القياسية بالترتيب نفسه الذي تظهر به 2 الجملة: وعلى وجه الخصوص» 
نختار متغيرًا بدلالة المتغيرات السابقة. 
فعلى سبيل JEN‏ 2 العبارة (VG )(3m © N)p (G m)‏ لدينا الحرية 2 اختيار M‏ بعد معرفة ماهية 
©. أما s‏ العبارة (3m EN )(YG)p(G,m)‏ فيجب أن نختار 7 واحدة صالحة لكل ©. n‏ 


.18.A‏ ملاحظة : نفي العبارات المحددة قياسيًا 

الرمز المنطقي الخاص بالنفي هو ”ذا كانت العبارة أن كل x ES‏ تجعل P(x)‏ صحيحة عبارة غير 
صحيحة: فلا dy‏ من وجود بعض X ES‏ بحيث إن P(X)‏ تكون غير صحيحة. وبالمثلء فإن نفي عبارة محددة 
بمحدد قياس وجودي يعطي Gi‏ لمحدد قياسي AS‏ وبالرموز فإن: 

Hx :5(2):([‏ لھا معنى ((2)08-)( (3x e$)(pG) gig aa (3x ES‏ لھا 
معنى [( <) م( كدء [(Vx‏ نفسه. 

لاحظ أن مجتمع ( المجموعة الكلية) التحديد لا يتغير بإجراء عملية النفي على عبارة معينة. فعلى سبيل 
المثال. إن العبارة غير الصحيحة 2 ملاحظة 17 A.‏ كانت: 
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(3m e N)(vG)(vv eV (G))(4, 9 ) zm) 
والتي نبسطها أكثر لتصبح‎ ٠ (vm EN )(AG)[A(Vv EV (G))(4; €)) € m) [ هو:‎ tea oly 
role يوجد‎ M إن هذه العبارة هي ”لكل عدد طبيعي‎ . (Vm EN )(G)(av eV (G))(45 6) »m) 
a وهي عبارة صحيحة.‎ .* M له رأس درجته أكبر من‎ 
تسمح الروابط المنطقية (أدوات الربط المستخدمة 2 المنطق) لنا ببناء عبارات مركبة.‎ 
تعريف: روابط المنطق. 2 الجدول الآتي. نعرّف العمليات المسماة 2 العمود الأول من خلال صحة‎ ..4 
قيمها المحددة 2 العمود الأخير.‎ 


الاسم الرمز المعنى شرط صحة العبارة 

النفي P sai ap‏ طغير صحيحة (خطا]). 

توحید» عطف QP PAQ‏ كل منهما صحيحة. 

has‏ انفصال QàP PvQ‏ إحداهما صحيحة 

ثنائي الشرط PS‏ إذاوفقط إذا0 لهماقيم الصواب نفسها. 

PSQ eis‏ «تتضمن 0 تكون O‏ صحيحة عندما تكون P‏ صحيحة. 

4.. ملا حظة : العطف والفصل محددات قياسية حول صحة مركبات (مكونات) عبارات كل منهما. إن 

العطف ”و“ يكون صحيحًاء عندما تكون كل مركبة من مركبات عبارته صحيحة: أما الفصل ”أ و“ فيكون 

du ata a افوا‎ Lio c 0 حكدما توجد مرکا مرخ بين مركيات عبارتة:صسيحة :إن قهمثا‎ gea 

n أخرى.‎ Age من‎ (AP و (0-م‎ -)2 VQ) 944 من‎ (GP VQ) و‎ (P AQ) 

cé» © ج‎ P العبارة‎ Lil فرضًا و0 نتيجة.‎ P نسمى‎ P DO تعريف: 2 العبارة الشرطية‎ . .4 
i : P2» Qual uas 


22.4. ملاحظة : العبارات الشرطية. إن العبارات الشرطية هي النوع الوحيد 2 التعريف A.‏ .19 الذي 
يتغير معناه بتبديل أدوار و 0. لا يوجد تضمين عام بين 0 - P‏ وعكسها 7 — 0. خذ 2 الحسبان 
العبارات الثلاثة الآتية عن بيان :G‏ 

العبارة G: P‏ مسار. 

العبارة © G:‏ بيان ALS‏ الفرع. 

العبارة۸ G:‏ خال من الحلقات الفردية. 

هنا » نعلم أن PO‏ صحيحة: ولكن P‏ — 0 غير صحيحة:.ومن تاحية أخرى lal‏ أن كلا من 
8 ج 0 و 0 RS‏ عبارتان صحيحتان. 

لاحظ هنا أن G‏ متغيرء ولقد أسقطناه من الرموز المستخدمة 2 العبارات GY‏ السياق واضح. إن المعنى 
الدقيق للعبارة P >Q‏ باستخدام © هو -VG (P(G) 2 Q(G))‏ 

وتكون العبارة الشرطية غير صحيحة عندما وفقط عندما يكون الفرض والنتيجة غير صحيحين. لذا فإن 
Goine‏ > م هو © (2- ): إن هاتين العبارتين متكافئتان منطقيًا. وتكون كل عبارة شرطية بفرض غير 
صحيح صحيحة دائمًا بغض النظر عن صحة النتيجة. إن معنى 0 - ۲¬ هو PAQ)‏ " 

نضع على الصفحة اللاحقة قائمة طرق لقول إن PO‏ باللغة العربية. 
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إذا كانت P‏ صحيحة: فإن © تكون صحيحة. تكون P‏ صحيحة فقط إذا كانت () صحيحة. 
تكون © صحيحة عندما تكون P‏ صحيحة. by iP‏ كاف ل 0. 
O‏ صحيحة إذا كانت P‏ صحيحة. 0 شرط ضروري د 2. 


مهمة الرياضيات إعطاء براهين للتضمينات. ويمكن تفسير العبارة المحددة قياسيًا بمحدد قياسي 

كلي على Ll‏ عبارة شرطية. حيث إن للعبارة ” (( ©)6)( (WG EG‏ معنى العبارة نفسها“» وإذا كان 
«G eG‏ فإن P(G)‏ ( افترض أن تكون العبارتان 2 الحالة التي تكون فيها G‏ عائلة بيانات ثنائية الفرع, 
P(G);‏ هي القول بأن د G‏ حلقة فردية). 

تنويه: طرق الإثبات الأساسية تأتي من المعنى للعبارات الشرطية. 
4.. ملا حظة : برهنة التضمينات. 
الطريق المباشر لإثبات أن PQ‏ هو بافتراض أن P‏ صحيحة؛ ونستخدم التعليل الرياضي لنستنتج أن © 
صحيحة. عندما تكون 7هي العبارة " 4 ع ×" .و 0 هي «(::)0)“ فإن الطريق المباشر يرى أن 4 € × ويستنتج 
Y.O)‏ يوجد إثبات «بإعطاء مثال». يجب أن ينطبق الإثبات على كل عنصر من عناصر 4 كمثال ممكن على X‏ 

إن aliti‏ العكسي للعبارة: 0 ج P‏ هوأن AP‏ - 0 . كل عبارة من هاتين العبارتين تفشل فقط 
2 الحالة التي تكون فيها ‏ صحيحة و © غير صحيحة. لذاء فإن هاتين العبارتين متكاضئتانء وهذا يعني إمكانية 
برهنة أن P >Q‏ عن طريق إثبات أن 2 >= 0- . وتسمى هذه الطريقة بطريقة GUSH‏ العكسي. 

لقد لاحظنا أن [( 0-) 6 dar. (P 7 0 ( e Ap‏ فبإمكاننا أن نبرهن أن PO‏ عن طريق 
برهنة أنه لا يمكن ل و 0- أن تكونا صحيحتين معًا. وهذه هي طريقة الإثبات بالتناقض. 

إن الطريقتين الأخيرتين ت تؤديان إلى الإثبات غير GALA!‏ و2 الحالة التي لا يكون فيها الطريق المباشر 
لبرهنة أن P >Q‏ مُجدء Lila‏ نقول: : ao?‏ > افترض العكس“ . وعند هذه Ala ill‏ نبدأ من 0- ويجب 
أن نعلم من البداية ما نبّحث de idie‏ ردب توصل (qual clit) ^P. at‏ آم إلى PA (AG)‏ 
للحصول على تناقض. 

توجد 2 الكتاب أمثلة على كل طريقة من هذه الطرائق ee t ee‏ 
يعطي نفيّ النتيجة معلومات ada‏ وربما يكون هذا الطريق أسهل من إيجاد إقبات ميا قر وذلك لآنه Duis‏ 
من استخدام الفرض ونفي النتيجة معاء وإذا كان التناقض الذي حصلنا عليه هو استحالة تحقق الفرض 
الأصلي وهو 0- ٠‏ فبإمكاننا 2 هذه الحالة كتابة إثبات مباشر بلغة بسيطة وسهلة: أما إذا حصلنا AP je‏ 
« فنكون قد برهنا GALS‏ العكسي. 
Se .4.4‏ حظة : العبارات الثنائية الشرط. 
إن العبارة الثنائية الشرط "P OQ"‏ تحمل معنى (P > Q) A (Q 9 P)"‏ نفسه. ونقرأها 2 إذا 
وفقط إذا P eus O‏ >= © تعني ”7 إذا 0*,, " P? (Lus "P >O‏ فقط إذا “Q‏ 

على الرغم من Lal‏ نبرهن أحيانًا العبارات الثنائية الشرط عن طريق سلسلة من التكافؤات» فإننا 
نبرهن Sale‏ العبارة الشرطية وعكسها؛ حيث إن الأخيرة أيضًا هي عبارة شرطيةء لكل منهما لدينا 
الطرق الثلاث الأساسية التي ذكرت أعلاه. ولبرهنة أن" 9 جه "P‏ فيجب أن نبرهن عبارة واحدة 
2 كل عمود ‏ الجدول أدناه من خلال استخدام طرق الإثبات المعروفة وهي: الإثبات المباشر, EASy‏ 
العكسي» والتناقض على الترتيب. إن SLA!‏ عبارتين 2 العمود نفسه يؤول SLAY‏ العبارة نفسها مرتين. " 
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م +0 0دم 
~Q‏ ج مد مد ج =Q‏ 
pP ^ 2Q) -Q ^ AP)‏ 


تتساءّل الطلبة ‏ بعض الأحيان عن المعنى الدقيق لكلمات Jis‏ نظرية (Theorem)‏ وتمهيدية (Lem-‏ 
ma)‏ ونتيجة (Corollary)‏ التي تستخدم 2 التعبير عن النتائج الرياضية وتمييزها. إن كلمة Lemma)‏ 
) اليونانية تعني (05651156)بالإنجليزية: وتمهيدية بالعربية Li‏ كلمة (therema)‏ اليونانية فتعني 
بالإنجليزية (Thesis to be proved)‏ ؛ وبالعربية ae‏ لذاء فإن المبرهنة هي نتيجة رئيسة تتطلب جهدًا 

من أجل إثباتهاء أما التمهيدية ذهي عبارة أقل حيث د تُستخدم ale‏ للمساعدة على إثبات عبارات أخرى أقوى. 
2 حين تعني كلمة قضية شيئًا تقترحه من del‏ أن نبرهنه. ويأخذ هذا جهدًا أقل من جهد إثبات المبرهنة 
عادة. أما كلمة نتيجة (Corollary)‏ فتأتي من اللاتينية بوصفها تعديلا لكلمة تعني هدية soley. "gift"‏ تتبع 
النتيجه مباشرة من نظرية أو من قضية دون إجراء جهد إضاخ. 


الاستقراء والتكرار (Induction and Recurrence)‏ 
يمكن إثبات العديد من العبارات التي يكون متغيرها عددًا طبيعيًا عن طريق استخدام الاستقراء 
E gine‏ ك4 المبرهنة 1.2.1 نصف النسحة الأقوى للاستقراءء أما هنا فسنراجع النسخة العادية من 
ستقراء التي يتعلمها معظم الطلبة عندما يصادفون الاستقراء أول مرة. يشتمل الاستقر قراء على خاصية 
UM ndis ge‏ الطبيعية والتي تنص على أن كل مجموعة جزئية غير خالية من N‏ تحوي عنصرًا 
أدنى (أقل)؛ حيث نتعامل معها بوصفها حقيقة بديهية ؛ وبوصفها جزءًا من فهمنا الحدسي لماهية الأعداد 
الطبيعية N‏ وعلى الرغم من أننا نضع مبدأ الاستقرا قراء كمبرهنة, إلا أنه 2 الحقيقة els‏ خاصية الترتيب 

الحسن للأعداد الطبيعية N‏ 

4. . نظرية : (مبدأ الاستقراء) افترض أن P(N)‏ عبارة رياضية لكل EN‏ 7. إذا تحققت الخاصيتان 
(a)‏ و )5( oboi‏ فإن العبارة P(N)‏ تكون صحيحة لكل MEN‏ 
(a‏ (2)1/صحيحة. 
(b‏ إذا كانت P(A)‏ صحيحة لكل P(k* 1) ola: k EN‏ تكون صحيحة. 


الإثبات: إذا كانت P(N)‏ غير صحيحة لكل N‏ فإن مجموعة الأعداد الطبيعية التي تفشل فيها العبارة تكون 
مجموعة غير خالية. ومن خاصية الترتيب الحسن؛ يوجد حد أدنى لهذه المجموعةء ويكون هذا الحد عنصرًا 
من عناصر هذه المجموعة. من (A)‏ الحد الأدنى لا يمكن أن يكون العدد 1. ومن (D)‏ نجد أنه لا يمكن أن 
يكون أكبر من 1. إن هذا التناقض يضمن صحة النتيجة P(N)‏ لكل . n‏ 

عند تطبيق طريقة الا ستقراءء فإننا نبرهن العبارة (A)‏ 2 المبرهنة 25.4 بوصفها خطوة الأساس. 
والعبارة (D)‏ بوصفها خطوة الاستقراء. إن العبارة (D)‏ هي عبارة شرطية وفرضها PCK)"‏ صحيحة" هو 
فرض الاستقراء. سنقوم بعرض (تقديم) مثال واحد بلغة رسمية نوعًا ما. 

2 مجموعة 7 من الخطوط 2 مستوى. بحيث إن كل خطين فيها يتقاطعان‎ S قضية : إذا كانت‎ .26.A 
منطقة.‎ ] o n(n 1(/2 تقطع المستوى إلى‎ S نقطة واحدة؛ وبحيث لا يشترك ثلاثة منها 2 نقطة واحدةء فإن‎ 

OLAYI‏ نستخدم الاستقراء على 7 لإثبات الادعاء لكل NEN‏ افترض أن P(N)‏ هي العبارة التي 
تنص على أن الادعاء يتحقق لهذه المجموعات جميعها التي تحوي 7 من الخطوط. 


480 ملحق 4 الخلفيةالرياضية 


الخطوة الأساس ((2)1) جور واه DRE a‏ بساور ip ils‏ 

خطوة .P(K) Dall‏ إن العبارة p(k)‏ هي فرضية الاستقراء. افترض أن S‏ عبارة عن 
مجموعة مؤلفة من 1 +/ SUES‏ تحقق الشروط. اختر خطًا S2. L‏ ( الخط المنقط 2 الشكل) » واجعل S'‏ هي 
مجموعة ال Ua.‏ التي تحصل Lee‏ بحذف امن S‏ 

بما أن '$ تحقق ola aba dll‏ فرض الاستقراء ينص على أن S‏ تقطع المستوى إلى 
1+hk(k+1)/2‏ منطقة. وبإعادة ot‏ مكانه الأصليء pasa.‏ بعض المناطق. إن الزيادة 2 عدد المناطق 
تساوي عدد المناطق التي يقطعها HT‏ حيث يتحرك Gal‏ منطقة إلى أخرى وذلك ‏ كل مرة يقطع فيها LÉS‏ 

من الخطوط الموجودة 2 Loss."‏ العو ل لأنه يقطع كل خط منها مر dus‏ 
فإن الخطوط .2 S'‏ تقطع L‏ إلى ktl‏ قطعة. وكل قطعة ترتبط بمنطقة يقطعها LL‏ لذاء فإن عدد المناطق 
التي تشكلها S‏ يزيد بمقدار 1 +/ على عدد GLU‏ التي تشكلها '5. 531( عدد المناطق التي تشكلها S‏ يساوي: 
1+k(k+1)/2+(k+ 1)=1+(k+1)(k+2)/2‏ 

وبذلك نكون قد برهنا أن PC) PCI)‏ إن lua‏ الاستقراء يضمن تحقق النتيجة ل NEN‏ 
جميعها. © 





27.A‏ ملاحظة : يوحي النقاش .2 القضية 26.4 بالعديد من التعليقات والملاحظات حول الإثبات 
بالاستقراء. Xgl‏ لاحظ أنه كان بإمكاننا استخدام 0 = 7 بوصفها خطوة الأساس لبرهنة العبارة للأعداد 
غير السالبة N‏ جميعها. 

لاحظ أنه لا يتضح مباشرةٌ من نص المسألة أن عدد المناطق يكون هو نفسه للمجموعات جميعها التي 
تحوي 7 من الخطوط, إلا أن هذا يتضح لأننا برهنا صيغة لهذا العدد تعتمد على فقط. 

2 إثبات خطوة الاستقراءء بدأنا ب L‏ الي تعن مثالاً أو شاهدًا لمسألة أكبر حجمًا. ويؤكد هذا الطريق 
أننا أخذنا 2 الحسبان هذه الشواهد جميعهاء وسنعود إلى هذه النقطة بعد قليل. 

لقد برهنا P(k+1)‏ من P(K)‏ كما اقترح بذ فرع (b)‏ من A Ria pall‏ .2.25 معظم أمثلة هذا SH‏ 
نستخدم صياغة مختلفة منسجمة أكثر مع مبدأ vi‏ ستقراء القوي الذي تم pIa‏ 2 الدرس . لإثبات 
P(n)‏ لکل N‏ © 0 و2 هذا «JU‏ يمكننا أن نكتب ”خطوة الأساس: ...1 = 7“ إذن ”خطوة الاستقراء: 

1< .عقي إثيات.خطوة الانتغراء: ناخد ف الحسيان مجموعة اختيارية tiyas‏ من 77خطا:ونطبق 

رض ا ستقراء على المجموعة NS‏ نحصل عليها بحذف خط واحد L‏ 
إن محتوى الإثبات هو نفسه 2 كلتا الصياغتين. إن الصياغة التى وصفناها للتو تؤكد وتشدد على البند الذي 
يتم برهنة الادعاء حوله. إن خطوة الأساس تحقق مباشرة الادعاء لأصغر قيمة لوسيط الاستقراء. وعندما يكون 
للوسيط قيمة أكبوه ola‏ الادعاء حول البند يُبرهن بافتراض أن الادعاء يتحقق لبند سابقء وهذه هى خطوة 
الاستقراء. إن العودة لها كلما اقتضى الأمر تعطي ت تحقق الادعاء لكل قيمة لاحقة لهذا الوسيط. 2 
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يعاني العديد من الطلبة بعض المشاكل عند بداية تعلمهم استخدام iced qe ris‏ البيان. وتتلخص 
هذه المشاكل 2 teils‏ الجانب الأول هو أن العبارة P(n)‏ التي نرغب بإثباتها بالاست he] pies‏ نفسها Boha‏ 
شرطية A (2) > B (n)‏ وأنفرضية الاستقراء هي (1- A(n -1( > B(n‏ . لقد عرض نموذج جاهز 
لخطوة الاستقراء 2 هذه الحالة 2 aba WI‏ 25.3.1 كما توجد أمثلة على هذا .2 هذا الفصل. 


أما الجانب الثاني الذي نسميه «مصيدة الاستقراء»؛ فقد نوقش مطولاً 2 المثال 1 .6 وسنعطي مثالا 
آخر مستخدمين اللغة التي استخدمت 2 إثبات )1 P(n*‏ من P(N)‏ والتي قد تقود الطالب إلى فخ بل بعض 
الأحيان. 
28.4. مثال: مسألة التصافح بالأيدي. افترض أن حفلة التصافح بالأيدي من الرتبة 7 (أي حفلة من 
الرتبة 77 أو حفلة (-77 هي alin‏ ل 7 من الأزواج المتزوجين» حيث إن الأزواج لا يصافحون بعضهم بعضاء 
وأن الد 1 - 27 فردًا عدا المضيف يتصافحون مع أعداد مختلفة من الأشخاص الموجودين. وهنا سنستخدم 
الا ستقراء 2 برهنة أن المضيفة تصافح 1 - ۸ شخصًا بالضيط. 

ننمذج الحفلة بوصفها بيانًا بسيطًا تمثل رؤوسه الأشخاص الموجودين 2 الحفلة؛ وتمثل أضلاعه الأزواج 
الذين يتصافحون. إن درجة الرأس هي عدد شركاء التصافح. وإذا لم يصافح أي زوج (زوجة)؛ زوجته 
(زوجها) فإن درجة الرأس تكون بين 0و 2 - 27. والشرط 2 هذه المسألة هو أن ال 1 - 27 عدد غير المضيف 
تكون مختلفة يتضمن أن درجات الرؤوس تمتد من 0 إلى 2 - 27. يمثل الشكل أدناه البيان الذي يجب أن يكون 
-2 حال أن }1,2,3{ © «n‏ إن كل زوج من الرؤوس المحاط بدائرة يعني أن الشخصين متزوجان؛ حيث يظهر 
المضيف والمضيفة 2 اقصى يمين كل بيان. 


J 00 KA 


الخطوة الأساس: إذا كانت 1 = N‏ فإن المضيفة تتصافح مع 0 شخصًا (والذي يساوي 1 - 7)؛ 
لأن المضيف والمضيفة لا يتصافحان. خطوة الاستقراء (باطلة): إن خطوة الاستقراء هي أن الادعاء يصلح 
لحفلات -N‏ خذ 2 الحسبان مثل هذه الحفلة. من فرض الاستقراءء إن درجة المضيفة (الرأس الذي يُمثل 
المضيفة) تساوي 1 - M‏ ومن نقاشنا السابق فإن درجات الرؤوس ما عدا المضيف هي 27-2,... ,0. تُشكل 
حفلة -(1 + (n‏ بإضافة ثنائي آخر (زوج وزوجة). افترض أن sol‏ الزوجين من الثنائي الجديد يصافح 
كل شخص .2 ال 71 ثنائيًا الأولى. لذاء فإن درجات الرؤوس التي تمثل هؤلاء الأشخاص تصبح على النحو 
Shas. 1, ..., 20 - 1‏ عن أن درجات الرؤوس التي تمثل الزوج الجديد هي: 0 و 27. لذاء فإن الشكل 
(الهيئة) اه الحفلة — )1 + 7). وقد زادت درجة الرأس الذي يمثل المضيفة بمقدار 1ء لذاء فإن 
درجة هذا الرأس تساوي N‏ 1 

خطوة الاستقراء (صحيحة: ومتحققة ): إن فرض الا ستقراء هو أن الادعاء صحيح لحفلات/7 -جميعها. 
2-3 الحسبان حفلة —)1 (m+‏ من نقاشنا السابقء نعلم أن درجات الرؤوس ما عدا درجة الرأس الذي يمثل 
المضيف هي 277, ... ,0. افترض أن Pi‏ ترمز إلى الشخص الذي درجته (درجة الرأس الذي يمثله) d‏ من بين 
هؤلاء. بما أن Dos‏ يصافح الأشخاص جميعهم ما عدا شخصًا واحدًاء والشخص Do‏ الذي لا يصافح أحدًا يجب 
أن يكون الشخص المفقود من مصافحة Dos‏ لذاء poola‏ يمثل 95 Ponda‏ بالإضافة لذلك» فإن الثنائي المتزوج 
S = (po Pon}‏ ليس المضيف والمضيفة؛ OY‏ المضيف ليس من المجموعة {Poy ..., Pan}‏ 

إن كل شخص غير موجود .$2 يتصافح مع شخص واحد بالضبط S2‏ وخصوصًا (بالاسم) Panga‏ إذا 
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حذفنا S‏ للحصول على حفلة أصغرء تبقى لدينا 7 من الثنائيات (الزوجات) (وهذا يشمل المضيف والمضيفة) 
حيث لا يوجد أي شخص يتصافح مع das)‏ وكل شخص يتصافح مع عدد يقل بواحد عن العدد الكلي لكامل 
الحفلة. إذن: 2 الحفلة الأصغرء نجد أن الأشخاص يتصافحون مع عدد مختلف منهم ما عدا المضيف. 

بحذف المجموعة S‏ نحصل على حفلة 7 — in)‏ الزوج الموجود ‏ أقصى اليسار 2 الصورة 
ل 3 = 7 يعطينا الصورة 4 حال أن 2 = 7). وتطبيق فرض الاستقراء على الحفلة - N‏ يخبرنا أنه ما عدا 
الزوجين SZ‏ فإن المضيفة تتصافح مع 1 - 7 شخصًا. وبما أنها تتصافح Dongs‏ أيضًا .$2 فإنها تتصافح 
مع 7 شخصًا 2 كامل الحفلة )1 + —(n‏ " 


التعليل الأول .2 JU‏ 28.4 يسقط .2 فخ (مصيدة) الاستقراءء لأنه لا يأخذ ب2 الحسبان الحفلات 
— )1 + 7( الممكنة جميعهاء بل إنه — فقط - يعد الحفلات التي نحصل عليها بإضافة SLB‏ (متزوج) إلى 
حفلة 7 - بطريق معين؛ دون إثبات إمكانية الحصول على كل حفلة - (1 + (N‏ بهذه الطريقة. 


البدء بحفلة - (1 + 7) اختيارية يجبرنا على إثبات أن كل حفلة - (1 + (N‏ تظهر بهذه الطريقة من 
dsl‏ الحصول على شكل يمكننا أن نطبق عليه فرض الاستقراءء لا يمكننا حذف أي ثنائي متزوج للحصول 
على حفلة أقل فقط. بل يُجب علينا أن نجد ثنائيًا S‏ بحيث يتصافح كل شخص خارج S‏ مع شخص واحد daas‏ 
.2 5. وعند ذلك - daz‏ - نجد أن الحفلة الأصغر تحقق الفرضيات اللازمة لتكون حفلة - 77. 


إن الحاجة إلى إثبات أن الشىء الأصغر الموجود لدينا يحقق الشروط 2 فرضية الاستقراءء يحل محل 
الحاجة إلى إثبات أن الأشياء ذات الحجم الأكبر جميعها تم توليدها من خلال إنبات (إنماء ) شيء ذي حجم 
أصغر. 

2 بعض الأحيان: نجد أن إثبات خطوة الاستقراء يستخدم أكثر من شاهد (مثال) سابق. إذا استخدمنا 
(n— 2)‏ و )1 PO) olay P (n—‏ دائمًاء فيجب أن نتحقق من صحة P)‏ و (27)2 وذلك بوصفها بداية. 
إن إثبات خطوة الاستقراء غير صحيح (باطل) عندما 2 = n‏ وذلك بسبب عدم وجود PO)‏ بوصفها بداية. 
وأن إثبات خطوة الاستقراء غير صحيح (باطل) عندما 2 = N‏ أيضًا لعدم وجود PO)‏ متاحة للاستخدام. 


.29.A‏ مثال: افترض أن Ai, As...‏ معرفة على الشكل 8 = د .2 = +© و )45.2 — 4(an-1‏ = ,© لكل 
3 < #. نبحث عن صيغة ل On‏ بدلالة #. (OI‏ من الممكن أن نخمن الصيغة التي تحقق هذه المعطيات 
وتناسبها. يعطينا التعريف أن 34 = د .64 = As = 1605.a4‏ وتحقق هذه القيم جميعها أن "2 =N‏ ,4 . 
آخذين 2 الحسبان اقتراحنا بشأن هذه ainal‏ وبإمكاننا محاولة إثباتها عن طريق الاستقراء. 


عندما n=l‏ لدينا '2=1-2= وعندما تكون 7-2. تصبح A=8=2.2? Luie‏ .2 
كلتا الحالتين نجد أن الصيغة صحيحة. و خطوة الاستقراء. سنقوم بإثبات أن هذه 
الصيغة صحيحة لكل N23‏ حيث نفترض أن الصيغة صحيحة للشواهد (الأمثلة) 
السابقة 7-1 M-29‏ وهذا يسمح Ul‏ بحساب An‏ باستخدام تعريفها بدلالة quil‏ السابقة: 
à, - 4(a,, 7a, .;) - 4| (n -1)2" - (n -2( 25 |= (2n -2)2" -(n -2)2" =n 2"‏ 


إن صحة الصيغة ل 4 تنبع من صحتها لكل من 77-1و2-»: وهذا ينهي الإثبات. n‏ 
2 هذا LAY‏ يجب أن نتحقق من صحة الصيغة لقيم 1 = 7 و 2 - 27 الخطوة الأساسء إن إثبات 


خطوة الاستقراء غير صحيح (باطل) ل 2 = 7. والمثال 29.۸ يحدد قيم ... Ar,‏ ,4 من خلال علاقة معاودة 
(تكرار). أما الحد العام» فإنه يُحدد عن طريق استخدام حدود سابقة. وبالمثل؛ إثبات القضية 26.4 يحدد 
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قيم ... An‏ ,:© من خلال علاقة معاودة (تكرار). الحد العام يُحدد عن طريق استخدام حدود سابقة. 
fille‏ إثبات القضية A‏ .26 يعطينا علاقة معاودة للعدد Fn‏ الذي هو عدد GLU‏ المشكلة من قبل Fn‏ من 
الخطوط حيث إن Úle ary = ruat‏ بأن 2 = Ji‏ 

إذا استخدمت علاقة المعاودة ۸ من الحدود السابقة لحساب An‏ فيجب أن يكون لديك 2 هذه الحالة / 
من القيم الابتدائية من أجل تحديد الحدود بالضبط. ويسمى هذا معاودة (تكرار) من الرتبة ۸. إن العبارات 
التي تبرهن بالاستقراءء والمتعلقة بمعاودة من الرتبة k‏ تفرض التحقق من صحة / من الشواهد (ALM)‏ بذ 
خطوة الأساس. إن التقنيات القياسية (المعيارية) من التوافقية (التركيبية) العدية تعطي حلولا للعديد من 
علاقات التكرار دون تخمين الصيغة أو استخدام الاستقراء. 

وك بعض الأحيانء نستخدم حسابات المعاودة أيضًا 2 نظرية البيان. حيث يمكن أن يكون لدينا قيمة 
لكل بيان G‏ بدلا من بيان واحد فقط من كل «حجم» كما يكون الأمر 2 متتالية. إذا استطعنا التعبير عن 
القيمة لبيان © بوصفه صيغة بدلالة بيانات عدد أضلاعها أقل (واستطعنا تحديد القيم للبيانات التي 
ليس لها أضلاع). فإننا نحصل على معاودة مرة أخرى. ونستخدم هذه التقنية لحساب الأشجار المولدة 
(الدرس 2.2( والتلوينات الفعلية ( الدرس 3.5). 


الدوال 


تقوم الدالة بنقل (تحويل) عناصر مجموعة معينة إلى مجموعة أخرى. 


30.4. تعريف: الدالة f‏ قاعدة من المجموعة 4 إلى المجموعة B‏ بحيث إنها suse‏ لكل عنصر 
A‏ € ۾ عنصرًا وحيدًا B 2 fiad)‏ ويسمى 5s f(a)‏ 3 © تحت . fallu‏ (تكتب A‏ ج (f: A‏ 
تسمى المجموعة A‏ مجال 2s f‏ حين تسمى المجموعة B‏ مجموعة الهدف. إن مجموعة صور f‏ هي 
المجموعة (fla): a € A}‏ حيث إن 4 هي مجموعة مجال S‏ 
يمكننا افتراض أن الكثير من الدوال الأولية دوال معروفة مثل دالة القيمة المطلقة وكثيرات الحدود 
JS)‏ منها معرف على 8 ). «الحجم» هو دالة. مجالها مجموعة المجموعات المنتهية وهدفها (NU {O}‏ 


31.4. تعريف: RI‏ € ×. نعرف دالة الأرضية [x]‏ على أنها أكبر عدد صحيح أقل من × أو يساويه. 2 
حين نعرف دالة السقف [x]‏ على أنها أصغر عدد صحيح أكبر من X‏ أو يساويه. Lal‏ المتتاليةء فتعرف 
على أنها دالة مجالها N‏ 
إن دالة كل من الأرضية والسقف تنقل ‏ إلى Z‏ عندما يكون هدف المتتالية A‏ فإننا نحصل على 
و 
متتالية من العناصر ب2 4. ونعبر عن ذلك على الشكل ,... ,د A, Ar,‏ حيث aal An = AN)‏ استخدمنا 
الاستقراء 2 الإثبات متتاليات من العبارات. وكذلك 2 الإثبات صيغ تحدد متتاليات من الأعداد. 
ربما نرغب Z‏ معرفة مدى سرعة نماء (نمو) دالة من 8 إلى R‏ وعلى وجه الخصوص عند تحليل الخوارزميات. 
فعلى سبيل JÈN‏ نقول: إن نمو الدالة تربيعي على الأكثر إذا كانت محدودة بكثيرة حدود من الدرجة الثانيةء وذلك 
لقيم جميعها مدخلاتها الكبيرة كفاية. إن نقاشا أكثر دقة لمعدلات نمو الدوال يظهر 2 ملحق B‏ 
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32.4 ملاحظة : التمثيل التخطيطي. الدالة 8 +¬ 4 : رمعرفة على A‏ وتنقل 4 إلى B‏ لنتخيل دالة : f‏ 
A > B‏ نرسم منطقة تمثل A‏ ومنطقة أخرى تمثل B‏ ثم نرسم من كل XE A‏ سهمًا إلى B 2 f(x)‏ بلغة 
البيان الموجه؛ إن هذا ينتج توجيهًا لبيان ثنائي الفرع» ومجموعتا duc pa‏ هما: 4 و B‏ حيث يمثل كل عنصر 
من عناصر 4 ذيلا لضلع واحد بالضبط. 4 


صورة الدالة (مجموعة صور عناصر المجال) تكون محتواة .2 الهدف. لذاء نرسم منطقة الصورة داخل 
منطقة الهدف. " 


الهدف 1 r.‏ المجال 


لوصف أي دالة؛ لا بد من تحديد قيم f. (d)‏ لكل cum .4 © A‏ نستطيع وضع قائمة بالأزواج 
(a, f (a)‏ ونعطي صيغة لحساب (A)‏ رمن A‏ أو نعطي وصفا بكلمات للقاعدة التي من خلالها نحصل على 
(a)‏ من a‏ 


33.4 تعريف: نقول: إن الدالة ‏ + 4 alla f:‏ تناظر 131 تحقق أن: لكل b © B‏ يوجد عنصر واحد 
بالضبط A‏ € © بحيث إن f(a) = b‏ 


تحت التناظرء يكون كل عنصر 2 الهدف صورة لعنصر واحد فقط من عناصر المجال. لذاء عندما 
نمثل دالة التناظر كما 2 الملاحظة 32.A‏ فإن كل عنصر من عناصر الهدف يكون LOL,‏ لضلع واحد فقط. 


34.4. مثال: مزاوجة المتزوجين. افترض أن M‏ تمثل مجموعة الرجال 2 Alin‏ وأن W‏ تمثل مجموعة 
ce Lai‏ إذا كان الحضور يتألف من ثنائيات المتزوجين فقط, فعندئذ يمكننا تعريف دالة dam f : M > W‏ 
Ax)‏ زوجة X‏ لکل as iW € W‏ بالضبط عنصر وحيد f(x) = Woles MEX‏ لذاء فإن/دالة تناظر 
من x W MM‏ 

إن دوال التناظر تعمل أزواجًا من polic‏ مجموعتين مختلفتين. لذاء فإننا نصف دالة التناظر من A‏ 
إلى B‏ كذلك. وبك هذا الكتاب نقول بصورة غير رسمية أحيانًا بأن عناصر مجموعة واحدة ترتبط بعناصر 
مجموعة أخرى. ونعني بهذا وجود ارتباط واحد لواحد طبيعي بين المجموعتين. 

عندما تحوي A‏ 7 من العناصر فإن تسميتها ,,4,.. ,:4 يعرف تناظرًا من A‏ إلى [n]‏ وبالنظر إلى 
هذا الارتباط من الاتجاه الآخرء نكون قد عرَّفنا تناظرًا آخر من 4 إلى [7]. لاحظ أنه يمكن عكس diss‏ 
التناظر جميعها. 


الملحقات 485 


4 . تعريف: إذا Dead‏ من 1 إلى B‏ قان نظير زهو الذالة gei B rA‏ إن لعل 2 KE‏ 
gb) ole‏ هي العنصر الوحيد A‏ © × الذي ي يحقق أن 8 = f(x)‏ ونكتب الدالة يم على الشكل ل 
عندما يكون هدف دالة مجالاً لدالة m‏ فإنه يمكننا أن نعرّف الدالة الجديدة من خلال تطبيق 

الدالة الأولى ثم الدالة الثانية؛ لأن هذا يعطي دالة من مجال الدالة الأولى إلى هدف الدالة الثانية 

.36.A‏ تعريف: إذا كانت gr B— C af: A — B‏ فإن تركيب يم fas‏ هو دالة 


C‏ ج 4 : 7 معرّفة على الصورة h(x) = BAX)‏ لكل x € A‏ وعندما تكون h‏ هي تركيب 8 معا 
فإننا -h = go fis‏ 





من التعريف مباشرة. نستطيع بسهولة OLS!‏ أن تركيب تناظرين يعطي تناظرًا. ونستخدم هذه 2 
القضية 24.1.1 لنتحقق من أن تركيب دوال التشاكل يعطي تشاكلا. 
العد ومعاملات ذات (Counting and Binomial coefficients) imas‏ 


مناقشة طرق العد (التعداد) بسرعة إلى المجاميع وحواصل الضرب» ويمكن ضبط كتابة هذه الأشياء 
باستخدام الرموز المناسبة. 


37.4. ملاحظة : piai‏ عن المجموعة بكتابة D‏ وهي الحرف اليوناني الكبير سيجما "sigma"‏ عندما 
يكون كل من و b‏ أعدادًا صحيحة. فإن قيمة ÈS O)‏ تعبّر عن حاصل جمع الأعداد ea f)‏ إن 7 تتغير 
على الأعداد الصحيحة من 4 إلى b‏ وتن 7 am i‏ .4 حين تسمى الصيغة Ai)‏ المجمّع. 
تكتب DSW)‏ لإيجاد حاصل جمع قيم الدالة ذات القيم الحقيقة f‏ وذلك على palic‏ مجموعة 5 2 
Aa f ia‏ الت Y‏ نسدد فيها مجتموعة جنزكية Ys X. US‏ : فإننا تجمع العناضر على المجال كله. 
وعندما يكون للمجمع ay‏ واحدٌ بوصفه متغيّرًا Lika‏ نستطيع cade‏ الدليل Lisl‏ على alil‏ االجموع كما ذ 
:2,3 .يشير الرمز TT‏ إلى حاصل الضربء وهذا هو الحرف اليوناني الكبير باي pi»‏ إضافة إلى أن 
التعليقات السابقة المتعلقة ب 2 تنطبق على ] [. E‏ 
لاحظ أن قاعدتين بسيطتين تساعدان على تنظيم عد المجموعات المنتهية من خلال تجزئة المسألة إلى 
مسائل فرعية. إن هذه القواعد تتبع من تعريف الحجم وخواص دوال التناظر. 
.38.A‏ تعريف: تنص قاعدة الجمع على أنه إذا كانت A‏ مجموعة منتهية بحيث إن +2, ... Bi‏ تجزئة 
ل 4 فإن | Y Èe:‏ 4-2| 
Pel‏ مجموعة يكن Nc Me Aa‏ ديع يديل ce‏ ع Bi gh‏ ا جب 
يمكن عمل الخطوة Si‏ ب :7 طريقة» بغض النظر عن كيفية إجراء الخطوات SL, ..., Sir‏ إن قاعدة الضرب 
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K 5 

تنص على أن 7 171-11 

فعلى سبيل SEL‏ يوجد q“‏ قائمة بطول K‏ من مجموعة حجمها 4. يوجد q‏ خيارًا لكل موقع. وذلك 

بغض النظر عن خيارات المواقع الأخرى. من قاعدة الضرب» يوجد ٩‏ طريقة لتشكل عديد -k- (K- tuple)‏ 
2.4 . تعريف: تسمى دالة التناظر من مجموعة منتهية LIES‏ نفسها بتبديلة SS‏ إن هيئة الكلمة للتبديلة ل 

للمجموعة ]7[ هوقائمة على الصورة AN)‏ ,... ,(1)/مع الحفاظ على هذا الترتيب. Gasol;‏ لعناصر 

من مجموعة S‏ قائمة من عناصر S‏ (بترتيب معين) Mn css.‏ (مضروب 7) للتدليل على TIT‏ 

واصطلاحًا نكتب 1 = !0. il‏ 

إن هيئة الكلمة لتبديلة ل[77] يشمل الوصف الكامل للتبديلة. ولأغراض العد؛ نسمي هيئة الكلمة بالترتيبة. 
لذاء ola‏ 614325 تبديلة ل [6]. ومع وجهة النظر هذه» فإن تبديلة ل ]7[ ترتيب لعناصر [n]‏ جميعها 


40.4. نظرية : يوجد 2 تبديلة لمجموعة فيها 77 من العناصر (ترتيبات دون تكرار) Legacy.‏ عدد ترتيبات 
k‏ من العناصر المختلفة من مجموعة حجمها 7 يساوي (1 + ۸ -7) ... (1 - Ai (n‏ 
الإثبات: نحسب القوائم التي فيها ۸ من العناصر المختلفة من مجموعة حجمها Y.N‏ يوجد مثل هذه 
القائمة عندما 77 < ۸ . وهذا يتفق مع الصيغة المعطاة. 
2 هذه القوائم» تبني عنصرًا واحدًا .2 كل مرة وذلك بتحديد العنصر 2 الموقع 1 + 7 بعد تحديد 
العناصر ب المواقع السابقة. 
يوجد 7 cya‏ الظرق لاختيار صورة العتضر 1: ونعمل هذا لكل ظريفة. aep‏ 1 - 72 طريقة الاختياز 
صورة العنصر 2. وعمومًاء بعد اختيارنا أول I‏ من الصور. فإن تجنب هذه الخيارات يترك لنا n-i‏ 
طريقا لاختيار الصورة التالية بغض النظر عن الكيفية التي اتبعناها ‏ أول i‏ من الخيارات. إن قاعدة 
k-l 5‏ 
الضرب تعطي ان (n-i)‏ ] [ هوعدد الترتيبات. " 
i0‏ 


تنويه: غالبًا ما يكون ترتيب العناصر في القائمة غير مهم. 
4. . تعريف: اختيار k‏ عنصرًا من ]71[ هو مجموعة جزئية تحوي k‏ عنصرًا من aae [A]‏ هذه الخيارات 
هو (N)‏ اختر k‏ واكتبه على الشكل (E)‏ 
إذا كان 0 > ۸ء أو k > n‏ فإن 0= )7( . .2 هذه الحالات لا يوجد خيارات ل ۸ من العناصر من [n]‏ 
وعندما يكون ۸ > ۸ > 0 فإننا نحصل على صيغة بسيطة. 


à k-l 
(£)-ztle-» 0ء يكون:‎ > k > 77 حيث‎ k نظرية : للأعداد الصحيحة ۸و‎ 42.A 
*d-0 


الإثبات: ES‏ علاقة بين الاختيارات والترتيبات. حيث نحسب ترتيبات k‏ من العناصر [n]os‏ 
بطريقتين هما: أ- إن التقاط العناصر للمواقع كما 2 المبرهنة 40.4 يعطينا أن عدد الترتيبات هو 
nn-1)\(n-k+ 1)‏ 


ب- نستطيع أن نختار أولا مجموعة جزئية فيها k‏ من العناصر. ثم نكتبها بترتيب معين. وبما أن التعريف 


الملحقات 487 


يضمن وجود )7( GLE‏ فإن قاعدة الضرب تعطينا أن عدد الترتيبات هو !۸ )7( لعدد الحجج. 
و كل lle‏ نحسب aae‏ الترتيبات. لذاء نستنتج أن n(n - 1)..(n — k + 1) = GR!‏ وبالقسمة على 
k!‏ يكتمل الرهان. " 


يمكن كتابة الصيغة )7( على الشكل "G-EXET su‏ إلا أن الشكل الموجود 2 المبرهنة 42.44 يميل ليكون 
مفيدًا أكثر. خاصة عندما يكون k‏ صغيرًا . فعلى سبيل المثال 1(/2-م» = )5( mr-ty(n-29/69‏ = )9( 6 حيث تمثل 
الأولى عدد أضلاع البيان التام على 7 من الرؤوس» يعكس هذا الشكل التعليل الحسابي ويختصر ال (n-k).‏ 
التي تظهر .2 البسط والمقام.تسمى الأعداد C)‏ بمعاملات ذات الحدي ين؛ لأنها تظهر بوصفها معاملات 2 
القوة M‏ لمجموع حدين. 


zx: oy = Xe n EN نظرب : (نظرية ذات الحدين). لكل‎ .43.A 


OLANI‏ يشرح الإثبات عملية ضرب العوامل -2 حاصل الضرب (x + y) + y). E y)‏ ولإيجاد 
حد 2 حاصل الضرب؛ يجب أن نختار X‏ أو نز من كل عامل. إن عدد العوامل التي تسهم X2‏ هو عدد 
صحيح ۸ 2 )0 ...0( 2 حين تسهم ال k‏ - 7 عاملاً الباقية 2 . إن عدد الحدود d.‏ مو 
E xy"‏ عدد الطرق لاختيار K‏ من العوامل المساهمة ب . والجمع على / يأخذ الحدود جميعها 
2 الحسبان. " 

باستخدام تعريف الحجم وتركيب دوال التناظر. نجد أن المجموعتين المنتهيتين 4 و B‏ لهما الحجم 
نفسه إذا وفقط إذا وُجِدَّت دالة تناظر من 4 إلى 8. لذاء نستطيع حساب الحجم عن طريق إيجاد دالة تناظر 
بينهما وبين مجموعة أخرى معروفة الحجم. 

عضن ALLA‏ البسيظة تسل عبارات ite‏ إن للبيان etit‏ )5( ضلمًا ؛ لذا يوجد )5( 2 بیانا بسيطًا 
على مجموعة الرؤوس [n]‏ . إن القضية 32.3.1 تستخدم دالة تناظر لحساب الحلقات السداسية -2 بيان 
بيترسون» إضافة إلى أن التمرين.32.3.1 يستخدم دالة تناظر لحساب عدد البيانات التي مجموعة رؤوسها 
هي [n]‏ ودرجاتها زوجية. Lal‏ المبرهنة 3.2.2. فإنها تستخدم التناظر لحساب الأشجار التي مجموعة رؤوسها 
[n]‏ 


44.4 تمهيدية : لكل NEN‏ عدد المجموعات الجزئية من ]77[ ذات الحجم الزوجي يساوي عدد المجموعات 
الجزئية من [n]‏ ذات الحجم الفردي. 


OLAYI‏ إثبات 1 (تناظر). .2 كل مجموعة جزئية ذات حجم زوجي؛ احذف العنصر 7 إذا ظهر؛ وأضفه 
إن لم يظهر. إن هذا يغير الحجم دائمًا بمقدار l‏ وينتج مجموعة ذات حجم فردي. وأن هذه الدالة هي 
دالة تناظر؛ OY‏ كل مجموعة MU‏ الس اكور EE‏ جزئية زوجية تحذف N‏ 
إثبات2(نظرية ذات الحدين) . ضع 1- = Je Df - )-1+1(" =o Sea Asi dibus Lox‏ 2 
. (لاحظ أننا برهنًا المبرهنة 43.A‏ باستخدام دوال تناظر) . s‏ 


سنبرهن بعض المتطابقات التي تشتمل على معاملات ذات الحدين لتوضيح بعض التعليلات التوافقية 
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التي تشتمل على تناظرات وفكرة حساب المجموعة بطريقتين. لاحظ أنه يمكننا إثبات المساواة عن طريق 

إثبات أن كلا من الطرفين يحسبان المجموعة نفسها. 
n n 5‏ 
5.4. تمهيدية : ١ (7 id‏ 
الإثبات: إثبات 1 (حساب بطريقتين). من التعريف» نعلم أنه يوجد د G) Ir]‏ مجموعة جزئية من الحجم 
k‏ لاحظ أن طريقة أخرى لحساب اختيار K‏ من العناصر. وهي حساب اختيار k‏ - 7 من العناصر لنحذفهاء 
جد ý‏ ن هذه العناصر. 

(ca 539‏ من هده امسو 
إثبات 2 (التناظر). إن الطرف الأيسر يحسب المجموعات الجزئية من ]77[ التي فيها K‏ من العناصرء أما 
الطرف الأيمن؛ فإنه يحسب المجموعات الجزئية التي فيها ۸ - 7 من العناصرء بالإضافة إلى أن عملية «أخذ 
المتممة» تضمن وجود دالة تناظر بين المجموعتين ( الجمعين) . " 

aat 2-‏ إن الحساب بطريقتين يعني تجميع العناصر بطريقتين» 2g‏ بعض الأحيان aal‏ ( الحساب) 
فقط يعطي عدا على المجموعة. و2 هذه ULI‏ يبرهن التعليل العدي (الحسابي) وجود متباينة. يوجد 
الكثير من الأمثلة (الشواهد) على هذه الظاهرة 2 الوحدة 3 (انظر أيضًا التمرين 31.3.1). هنا سنلزم 
أنفسنا بالمساويات. 


46.4 تمهيدية + (متطابقة بقة الرئيس) Ao T)‏ 


الإثبات: كل طرف من المساواة يحسب كيفية الحصول على لجان 2 كل منها k‏ من الأشخاص؛ ويعين لها 

رئيس من بين مجموعة من M‏ شخصًا. عن اليسارء نختار اللجنة. S‏ نختار منها الرئيس. أما عن اليمين, 

فإننا نختار الرئيس» ٠‏ ثم نختار باقي أعضاء اللجنة. " 
الغديد من الطلبة ينظر للصيفة الآنية على أنها أول تطبيق للاستقراء: إلا أنه أيضًا يمكن برهنتها 

بسهولة عن طريق حساب (عد) مجموعة بطريقتين. 

$= meas 


2 2 Agi .47.A 


الإثبات: الطرف الأيمنهو )| 7"( .ويمكننا النظرإلىهذاعلى أنه حساب الفترات غير التافهة التي أطرافها 
خ المجموعة SL. A+]‏ . من جانب ST‏ نستطيع تجميع الفترات بحسب الطول؛ حيث توجد فترة واحدة طولها 
M‏ وفترتان من الطول 1 - N‏ وهكذا حتى نصل إلى أنه توجد 17فترة طول كل منها يساوي (/) . = 
LRE n+1‏ 
يمكن تعميم التمهيدية 47.4 ( )=( ,) D‏ . لبرهنة هذا عن طريق الحساب؛ Sak‏ أولا بتجزئة 
مجموعة المجموعات الجزئية للمجموعة [1 [K+‏ التي تحوي 1 + 7عنصرًا إلى زمر بحيث إن حجم الزمرة 
T‏ يساوي » ثم نحسب معاملات ذات حدين عن طريق التكرار. 
n n—1 n—1‏ 
4.. تمهيدية : (صيغة باسکال). إذا كان Jes y.‏ 
تمهيدية : (صيغة (Iuh‏ إذا كان x EMRE n21‏ ( 00 
الإثبات: نحسب المجموعات ۸- (المجموعات التي تحوي k‏ عنصرًا) 2 ]1[ 


n-1 n—1 
" نتن هذه الجبوعات كو بن‎ Jengin k يوجد(‎ 
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MES‏ وهي 1 = 0( ‘k#04(?) Osi‏ فإنه يمكن استخدام صيغة 
باسكال لإعطاء إثبات استقرائي للعديد من العبارات المتعلقة E‏ ذات الحدين: ما ذتك گل مخ 
المبرهنتين 43.A 5 42A‏ 


.49.A‏ ملاحظة : (معاملات متعددات الحدود). يمكن تعميم نظرية ذات الحدين ومعاملاتها إلى 
متعددات الحدود. عندما un, =A‏ فإن معامل متعددة الحدود م هو Joles‏ 7 <11 2 تمديد 
٠ (È J‏ وقيمتها تساوي !7!/117. وتظهر الحدود على Ix Saal‏ 2 التمديد فقط عندما Èn, =N‏ 
,,( عندما yon, =n‏ 
المساهمات لهذا المعامل ترتبط بعديدات A-‏ التي هي ترتيبات د 7 من الأشياءء باستخدام Mi‏ نسخة من 
الشيء ‏ لكل آ. إن الحصول على نسخة 7 2 موقع ريرتبط باختبار الحد X,‏ من العامل it... + XY‏ . 
نشتق الصيغة NIIN!‏ من خلال حساب هذه الترتيبات. يوجد A!‏ من الترتيبات ل 7# من الحدود 
المختلفة. إذا افترضنا أن هذه الأشياء مختلفةء فإننا نحسب كل ترتيبة !:117 مرة؛ OM‏ تبديل النسخ لشيء 
واحد لا يغير الترتيبات. 
4 النتيجة 2.2.4 ترتبط هذه الترتيبات بالأشجار التي مجموعة رؤوسها ]71[ ولها درجات رؤوس محددة. 


وعندما نضع 1 = :× لكل d‏ فإننا نحصل على العدد الكلي للعديدات A-‏ المشكلة من ۸ نوعًا من الحروف على 
تضاعفات التكرار جميعها. وبذلك» فإن النتيجة هي "۸. " 


وبخلاف ذلك» لا يوجد أي شيء نحسبه (نعده) ونقول إن 0 aJ"‏ 


العلاقات (Relations)‏ 
إذا أعطينا شيئين f 9S‏ ليسا بالضرورة من النوع نفسه» فلربما نسأل Loc‏ إذا LIS‏ يحققان علاقة معينة. 
افترض Sol‏ مجموعة الأشياء من النوع الأول وأن 7 مجموعة الأشياء من النوع الثاني. إن بعض الأزواج 
المرتبة )£ (S,‏ ربما تحقق العلاقة. 2 حين لا يحقق بعضها الآخر US‏ والتعريف الآتي يلخص هذه الفكرة. 


S هي علاقة بين‎ SXT فإن أي مجموعة جزئية من‎ Agam T 5S تعريف: عندما تكون كل من‎ .50.A 
i S X S فهي مجموعة جزئية من‎ Ó أما العلاة قة على‎ > T, 
عادة ما نحدد العلاقة بوضع شرط على الأزواج.  الدرس 1.1 نعرف عدة علاقات ترتبط ببيان‎ 
v EV (G) حيث‎ (V, €) هي مجموعة الأزواج المرتبة‎ T = E(G) و‎ S—V(G) إن علاقة الوقوع بين‎ -G 
هي مجموعة الأزواج‎ V(G) فضلا عن أن علاقة التجاور على المجموعة‎ e نقطة طرفية ل‎ ge © E(G) و‎ 
نقطتان طرفيتان لضلع.‎ y 9X من الرؤوس. بحيث إن‎ (WY) المرتبة‎ 


SLA‏ ملاحظة : افترض أن R‏ علاقة على مجموعة S‏ عندما نناقش عدة حدود من S‏ فإننا نستخدم 
الصفة زوجًا زوجًا لتحديد أن كل زوج من بين هذه الحدود يحقق R‏ لذاء يمكننا الحديث عن عائلة من 
المجموعات المنفصلة زوجًا زوجًاء أوعائلة من البيانات المتشاكلة زوجًا زوجًا. إن المجموعة المستقلة 2 بيان 
هي مجموعة الرؤوس غير المتجاورة زوجًا زوجًاء ونعني بمجموعة الأشياء المختلفة JS‏ مجموعة مؤلفة من 
أشياء غير متساوية زوجًا زوجًا. 


5 


نحتاج إلى المصطلح ”زوجًا زوجًا“؛ OW‏ العلاقة معرّفة للأزواج» وللسبب نفسه. لا نستخدم ”زوجًا زوجًا“ 
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Laie‏ نتحدث عن شيئين فقط. فعندما يكون بيانان متشاكلين؛ لا نقول إنهما متشاكلان زوجًا زوجًا. وبالمثل 
نقول: إن النقاط الطرفية لضلع تكون متجاورة ولا نقول: إنها متجاورة زوجًا 95 LE‏ إن بعض الأزواج المعينة 
تحقق علاقة التجاور. n‏ 

لتحديد علاقة بين 5و T‏ يمكننا وضع قائمة بالأزواج التي تحققها. ومن المناسب كثيرًا أن نجعل؟ دليلاً 
عل الصعوف 79 LE‏ على الأعمدة لشبكة من المواقع تسمى مصفوفة. عندئذ Lil&al, am‏ أن suai‏ 
العلاقة من خلال تسجيل 1 2 الموقع الموجود .2 صف S‏ وعمود / إذا كان الزوج (1 086 يحقق العلاقة. ونسجل 
0 إذا كان الزوج (S, D)‏ لا يحقق هذه العلاقة. لذاء فإن مصفوفات التجاور والوقوع لبيان هي المصفوفات التي 
تسجل علاقات التجاور والوقوع (انظر التعريف17.1.1). 

إن الشرط Lag!”‏ النوعية نفسها“ يعرف علاقة على Z‏ إذا تحقق أن كلا من y X‏ عددان زوجيّان أو 
عددان فرديان» فإن الزوج (XY)‏ يحقق هذه العلاقة. وبخلاف AUS‏ فإن هذا الزوج لا يحقق هذه العلاقة. 
إضافة إلى أنّ الخواص الأساسية للنوعية تقود إلى صف مهم من العلاقات. 
AB PEETS TYS 52.A‏ التاق على S Ae goa‏ على Lil‏ عاذ Raa‏ على S‏ بحيث dil‏ لخيارات العناصر 

المختلفة جميعها X,y,Z ES‏ يتحقق أن: 

(x,x)ER (a‏ (خاصية الانعكاس) 

(x,y (۸ (b‏ تضمن أن ۸ >( (y, x‏ (خاصية التمائل). 

(y,z)e R s(x,y)eR (c‏ تعطي أن e R‏ ( 2,*) . (خاصية التعدي). 

لكل مجموعة S‏ لاحظ أن علاقة المساواة R = ((x,x ):x ES}‏ هي علاقة تكافؤ على 2S‏ القضية 
24.1.1 نبرهن أن علاقة التشاكل هي علاقة تكافؤ على البيانات. لاحظ أن الرمز =H‏ 6 لهذه العلاقة 


يوحي بنوع من المساواة. 


2 


4 . تعريف: إذا أعطينا علاقة تكافؤ على S‏ فإن مجموعة العناصر التي ES EAS‏ × هي صف 

التكافؤٌ الذي يحوي X‏ 

صفوف:انتكاقو لملاقة galea‏ على 3 تشعل تجركة 3 t8‏ حي إن العتصرين Y 9X‏ يتميان إلى الضف 
نفسه إذا وفقط 131 كان الزوج (X,Y)‏ يحقق هذه Us Gan aa batt Lad aS y (LATE‏ . فإذا كانت 
+#ك,... Ai‏ تجزئة IS‏ فإن الشرط «×و V‏ يكونان موجودين 2 المجموعة نفسها 2 التجزئة“. يعرف علاقة 
تكافؤ على S‏ 

لاحظ أن النوعية (فردي أو زوجي) تجرئ الأعداد الصحيحة إلى صفي تكافؤ بحسب باقي قسمة العدد 
على 2. إن هذه الفكرة قابلة للتعميم لأي عدد طبيعي. 


.54.A‏ تعريف: N Canals 142: 2d‏ يكون العددين الصحيحين × NSE V:‏ متطابقين من 7 إذا كان 
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X - y‏ يقبل القسمة على 7. عندها نكتب هذه النتيجة على صورة y‏ = × مود 7. حيث N‏ هو الشكل. 


55.4. نظرية : لكل WEN‏ إن التطابق بمقياس 7 هو علاقة تكافؤٌ على -Z‏ 
الإثبات: خاصية الانعكاس: 0 = X-X‏ وهذا يقبل القسمة على N‏ 

خاصية التماثل: إذا كان 7 78200 ٠× > y‏ فإن 7 يقسم X - Y‏ (من التعريف). لذاء فإن 77 يقسم 
X‏ - بل NOY‏ يقسم 77إذا وفقط إذا تحقق أن n‏ يقسم M‏ لذاء فإن .y =× modnm‏ 

خاصية التعدي: إذا كان n|(x - y)‏ و (2 - N|‏ فتوجد أعداد صحيحة bga‏ بحيث إن -y = AN‏ × 
و z = bn‏ - 1 . وبجمع هاتين المعادلتين. نجد أن (a + b)n‏ = 2 - ×. لذاء فإن «o3 (x - z)‏ 
العلاقة متعدية. " 
56.4. تعريف: صفوف تكافؤ العلاقة ”تطابق بمقياس N‏ على Z‏ هي صفوف البواقي أو صفوف التطابق 

بمقياس 1 ونكتب مجموعة صفوف التطابق هذه على الشكل Zn‏ أو Z/nZ‏ 

يوجد 7 من صفوف البواقي بمقياس 7. لكل 7 > r‏ & إن الصف رقم 2,227 هو {kn e r:k EZ}‏ 
والعددان © و D‏ يقعان 2 الصف رقم ١‏ إذا وفقط إذا كان لهما الباقي نفسه عند القسمة على 7. لذاء فإن 
العبارة M > 7 mod n‏ لها المعنى نفسه الذي يشير إلى أن ”77 تزيد بمقدار على أحد مضاعفات di‏ 
مبدأ طواقى الحمام (The pigeonhole principle)‏ 

مبدأ طواقي الحمام مفهوم بسيط يؤدي إلى براهين dail‏ ويقلل تحليل الحالات. 2 كل مجموعة 
أعداد؛ يقع المتوسط بين أصغر وأكبر قيمة. وعند التعامل مع الأعداد الصحيحة, ola‏ مبدأ طواقي الحمام 
يسمح LY‏ بأخذ السقف والأرضية للمعدل ( المتوسط) 2 الاتجاه المنشود. 
57.4. تمهيدية : (مبدأ طواقي الحمام) إذا كان لدينا مجموعة مؤلفة من s kN‏ وجّأناها إلى Éan‏ 

فإن أحد هذه الصفوف يجب أن يحوي أكثر ye‏ شينًا. 
الإثبات: إن Gall!‏ العكسي ينص على أنه إذا وضعنا k‏ شيئًا على الأكثر ب كل صف» فإن مجموع هذه 
الأشياء الكلي يساوي 77/ على الأكثر. n‏ 

يختصر مبدأ طواقي الحمام e‏ وتحليل الحالة من خلال السماح لنا باستخدام معلومات إضافية حول 
عنصر متطرف لمجموعة. هذه الفكرة البسيطة يمكن أن تظهر على نحو غير متوقع؛ إلا أن استخدامها Jela‏ 
ld‏ فعندما نجد أننا بحاجة إلى استخدام مبدأ طواقي الحمام: فلا توجد أي مشكلة 4 تطبيقه: نحتاج إلى 
قيمة كبيرة كفاية 2 مجموعتناء ويزودنا هذا المبدأ بهذه القيمة. 

بعض تطبيقات مبدأ طواقي الحمام دقيقة جدًا. والدرس 3.8 يعطي تقديمًا للعديد منها. وتظهر الدقة 
عندما لا تكون كيفية تعريف الأشياء والصفوف واضحة؛ بحيث يمكن عندها تطبيق مبدأ طواقي الحمام. 
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القضية 15.3.1 تبرهن القضية الآنية باستخدام الملاحظة 13,A‏ هنا نستخدم مبدأ طواقي الحمام بدلا من ذلك. 
55.4. قضية : إذا Gals‏ بيانًا بيطا على 7 من oa M‏ بحيث إن 1(/2 - G ola (G) (n‏ مترابط. 
OLAYI‏ اختر uv EV (G)‏ إذا كان 1+۷ . فيوجد على الأقل 1 - ۸ ضلعًا تربط {u,v}‏ إلى بقية 
الرؤوس. Ley‏ أن SG) DA.‏ فيوجد 2 - 7 رأسًا آخر. لذاء ola‏ مبدأ طواقي الحمام يضمن أن أحد 
هذه الرؤوس يستقبل ضلعين من هذه الأضلاع. وبما أن G‏ بسيط» فإن هذا الرأس يكون جارًا مشتركا لكل 


من 11و V‏ 
o3‏ لكل رأسين uy EV (G)‏ نكون قد برهنا أن V gU‏ متجاوران» أو B‏ لهما جارًا مشتركا. لذاء فإن G‏ 
مترابط. > 


إن هذا المبدأ يمكن أن يكون مفيدًا 2 العبارات المتعلقة بالأشجار. حيث يزيد عدد الرؤوس على عدد 
الأضلاع بمقدار 1. إذا كان كل رأس يختار ضلعًا بطريقة معينة. ola‏ ضلعًا يجب أن يتم اختياره مرتين. 
والفكرة هي 2 تصميم الاختيار بحيث تتحقق النتيجة المطلوبة عندما يتم اختيار ضلع مرتين. التطبيقات 
على هذه الفكرة موجودة 2 التمهيدية 10.1.8: و2 المبرهنة 8.3.2 كذلك. 

مبدأ طواقي الحمام هو النسخة المنفصلة للعبارة: إن معدل مجموعة من الأعداد يكون بين أصغر وأكبر 
dad‏ لقد تم الحديث عن هذه العبارة صراحة لدرجات الرؤوس ب2 النتيجة 1.3.4 وقد نُشرّت تطبيقات أخرى 
هذا الكتاب. ١‏ 
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(Appendix ملحق(85‎ 
(Optimization and Complexity) الأمثلية والتعقيد‎ 


يخطط مندوب مبيعات لزيارة 1 - 7 من المدن الأخرى والعودة إلى مدينته؛ حيث يهدف إلى تقليل الفترة 
الزمنية الكلية التي تستغرقها هذه الرحلة. إذا عيّنا وزنا لكل ضلع 2 Kn‏ مساويًا لزمن الرحلة بين المدينتين 
المقابلتينء Lbs‏ نبحث عن حلقة مولدة بأصغر وزن كليّ. وهذه هي مسألة مندوب المبيعات المتجول (TSP)‏ 
(Traveling Salesman Problem)‏ وهي تشبه كما متو الف جرة الولنة ALY io ui y gph ual‏ 
خوارزمية جيّدة. 

بصورة مشابهة. وعلى الرغم من امتلاكنا خوارزميّة جيّدة لإيجاد موائمات كبرى فلا نملك خوارزميّة 
لإيجاد أكبر حجم لمجموعة مستقلة من الرؤوس؛ وبما أنّ المذكور أولا حالة خاصة من المذكور لاحقًا للبيانات 
ali lesa‏ نيس اسو إذن GI‏ تحل بطريقة أسهل. 


صعوبة التحكم (Intractability)‏ 

Usi‏ خوارزميّة جيّدة (التعريف 3.2.3( .2 زمن تشغيل محدّد بدالة كثيرة حدود بدلالة حجم 
المدخلات. إن إحدى الخوارزميّات د TSP‏ تأخذ 2 الحسبان الحلقات الولدة lénga‏ « وتختار أقلها تكلفة. 
ولا تعد هذه الخوارزمية جيدة؛ K, SY‏ يملك 7-1(!/2) حلقة Baga‏ وهذا يكبر بصورة أسرع أي دالة كثيرة 
حدود بدلالة 77. Ò‏ حساب البيانات التي لها حجم ضخم يأخذ وقتا كبيرًا : والتطبيقات العمليّة تتطلب حل 
مسائل TSP‏ على بيانات لها المئات أو الألوف من الرّؤوس. 

لم يستطع أحد إيجاد خوارزميّة جيّدة. ولكن لم يستطع أحد unas‏ أن يبرهن عدم وجودها. تنتمي 
مسائل TSP‏ إلى صف كبير من المسائل التي تملك الخاصّيّة التي تفيد أن أي خوارزميّة جيّدة GY‏ مسألة من 
هذه المسائل سوف تؤدي إلى خوارزميّة جيّدة لكل واحدة منها؛ فخوارزميّة جيدة ل B‏ تؤدي إلى خوارزميّة 
جيدة A‏ إذا استطعنا «اختزال» مسألة A‏ إلى مسألة B‏ 

blll 35.5 (B alus) TSP على هذا ؛ نستطيع استخدام خوارزمية جيدة ل‎ Su dar dinis 
0 على مجموعة الرّؤُوس(©)1 بتعيين الوزن‎ TSP مثالا د‎ KÉ G من بیان‎ (A الهاملتونيّة (مسألة‎ 
aala G يملك البيان‎ . Ga لأزواج الرّؤُوس التي تكون أضلاعًا  6؛ والوزن 1 للأزواج التي لا تكون أضلاعًا‎ 
التحويل 25 5 حدود‎ a) تساوي 0 . يعد‎ TSP د‎ n هاملتونيّة إذا وفقط إذا كانت تكلفة الحل الأمثل لهذا‎ 
ol تنتج خوارزميّة جيدة لاختبار الحلقات الموئدة. ونستنتج‎ TSP خوارزميّة ل‎ Oba بدلالة (7)6. لذلك»‎ 
تكون كصعوبة مسائل الحلقات الهاملتونيّة على الأقل.‎ TSP صعوية مسائل‎ 

ع المناقشة الرسمية. نأخذ 2 الحسبان مسائل اتخاذ القرار (daas Decision Problems)‏ حيث 
يكون الجواب نعم أو لا. وهذا منطقي Oped‏ البيانات الهاملتونيّة. ولكن TSP‏ مسألة أمثلية. وعند صياغتها 
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بوصفها مسألة قرار (تدعى حلقة مولدة صغرى). Sls‏ مدخلاتها تكون Gly‏ موزونًا © وعدد Kk‏ وتكون 
المسألة هي فحص ما إذا كان © يملك حلقة مولدة مع وزن k‏ على الأكثر. يمكن تطبيق مسألة القرار هذه 
عدة مرات (على الأكثر عدد كثير حدود من التطبيقات) لإيجاد الوزن الأصغر لحلقة واحدة مولدة. وبالمثل» 
Uo‏ مجموعة مستقلة كبرى ستأخذ بیان G‏ وعددًا صحيحا k‏ بوصفها مدخلات. وتفحص a(G) < k‏ كذلك. 
الحكم على خوارزميّة بيان سيكون من خلال زمن تشغيلها الأكبر ) 2 أسوأ حالتها) عبر مدخلات 
على 7 či s Nass Was LAI‏ التعقيد Lut (Complexity)‏ القرار هو زمن التشغيل الأصغر لأسوأ حالة 
عبر خوارزميّات الحلول جميعهاء مرة أخرى كدالة بدلالة حجم المدخلات." و وصف النّمولدالة ع Lbs‏ 
نقارنها بدالة مرجع ل ونعرف العديد من مجموعات دوال بدلالة /؛ حيث إن المجموعتين OCP)‏ و Q( f£)‏ 
تصفان دوال محدودة من أعلى ومن أسفل بمضاعفات/. ‏ حين أن الدّوال -2 O(S)‏ تنمو 3 تقريبًا بمعدل نمو 
“رنفسه. O(S)  لاوّدلا Li‏ فإنها تنموبصورة أكثر Mas‏ 2 حين تنمو الدّوال التي ب OC)‏ بصورة أسرع. 
a}‏ < نكل A|‏ © ك |(د)ع|بحيث OCf) = {g: 3, a € R‏ 
aj‏ < نكل [f]‏ © < |(م)ج|بحيث Qf) = ig do a € R‏ 
Of) = Of) NAP)‏ 
oCf) = {g: |g) / f > 0}‏ 
alf) = {8: Iœ) /f œ) > oo}‏ 
SUI‏ المسائل الذي له تعقيد ككثيرة ویو ae dociles EG)‏ يبي PP‏ لعن CEREUS‏ 
خوارزميّات محدّدة فقط؛ حيث تؤدي JS‏ مدخلة إلى حساب زمن كثيرة DTP‏ 
الآن, ax‏ 2 الحسبان خوارزميّات غير محدّدة. فللعديد من مسائل القرار التي لم ف لها 
خوارزميّة جيدة. هناك براهين قصيرة لإجابات نعم. فعلى سبيل JU‏ إذا حزرنا الترتيب الصحيح للرؤوس 
4 مسألة الحلقات الهاملتونية (معينة بمتتالية مؤلفة من Libs «(c O(n log n)‏ نستطيع التحقق بشكل 
سريع أن هذا dats jS Aa a 53i‏ مولدة: 
ol‏ أي خوا ارزميّة كثيرة حدود زمنية غير محددة (nondetermisitic polynomial-time algorithm)‏ 
تجرب القيم جميعها لمتتالية كثيرة حدود طولية من البتات LST‏ وذلك بتطبيق حساب كثيرة حدود زمنية لكل حزر 
(كثرة حدود بدلالة الطول للمدخلة). إذا كان GI‏ حزر يظهر جواب نعم لمسألة القرار فان الخوارزميّة تقول نعم. 
وخلاف ذلك. Gla‏ الجواب يكون لا ale Las.‏ القول dil‏ عندما يكون الجواب نعم » فإن يوجد لهذه إثبات بكثيرة 
حدود da)‏ إضافة إلى أن عدم التقرير لايقع 2 الجواب» بل 2 اختيار المسار الحسابيّ. 
كتتمى سف المشاكل العابلة تقحل خو ازز میات )8 خو د زم “NP” aang: pil‏ إن الآلة التي تملك 
القوة لتتبّع العديد من مسارات الحسابات المتوازية تستطيع كذلك تتبّع إحداها . لذلك» P CNP Slo‏ . ويعتقد 
بصورة شائعة أنّ YP NP‏ أنّ هذا غير مبرهن. لذاء لا ose‏ أن نأخذ NP‏ لتعني ”ليست كثيرة 
حدود“. وبدلا من ذلك» نستخدم الحدّ غير Gawl‏ صعب التحكم (intractable)‏ للمسائل .2 NP‏ التي 
تكون صعوبتها كصعوبة المسائل 2 NP‏ جميعها بصورة أساسية. 


D‏ تقنيًاء الحجم JU (Size)‏ مسألة هو طولها ‏ تشفير ماء Sly‏ قياس الحجم لمسألة بيان بعدد الرّؤوس يكفي لتحقيق الهدف. تكون دالة 
ما محدودة بكثيرة حدود بدلالة 7# إذا وفقط إذا كانت محدودة بكثيرة حدود بدلالة 72 أو JP‏ لذلك» l‏ التمييز غير مهم إلا إذا كان 
من اتمكن أن تملك RL‏ أوزانا Ain‏ كبيرة. 
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llo‏ الوصف صعب - (NP- hard) NP‏ على مسألة ما إذا أمكن استخدام خوارزميّة كثيرة 
الحدود Alla E‏ الخاصة بها لبناء خوارزميّة كثيرة حدود زمنيّة لکل مسألة .2 Ui NP‏ الوصف تام 
ate. (NP- complete): NP-‏ على المسألة التي تنتمي ي إلى NP‏ وكانت صعب NP-‏ وإذا كانت مسألة تام 
NP-‏ تنتمي P utt‏ فإن P= NP‏ لاحظ أنه لا تمرف خوارزميّة كثيرة حدود زمنيّة لأيّ من العديد من المسائل تام 
P#NP eee ee .NP-‏ .وقد قدّم كل من جيري وجونسون [1979] مقدمة شاملة لهذا الموضوع. 


إذا أعطينا مسألة تام Sls NP-‏ خاصّيّة تام NP-‏ لمسائل أخرى 5 تتبع من تعليلات تقوم على مبدأ 
الاختزال كما اق قترح سابقًا . ونقدّم .2 هذا الملحق العديد من هذه التعليلات. وهنا نضع قائمة بالتعقيدات 
لبعض المسائل التي نو قشت # هذا الكتاب. 


يستخدم الأسلوب القياسيّ ‏ علم الحاسوب أسماء بحروف كبيرة لمسائل القرار. Es‏ مسألة يحتوي 
اسمها على أمثليّة: Sle‏ مسألة القرار هي فحص ما إذا كانت القيمة هي قيمة قصوى لعدد معطى بوصفه 
جزءًا من المدخلات. وعلى Gi‏ حال Gls‏ المتغيرات 2 الاسم مثبتة بوصفه جزءًا من نص المسألة. agg‏ 
هنذا تير Cage‏ فعلى سبيل ola «JU‏ مجموعة مستقلة من الدرجة k‏ ل k‏ مثبتة هي OY P2‏ عدد 
المجموعات من الدرجة ‏ للرّؤوس هي كثيرة حدود 2 M‏ درجتها k‏ عندما تكون ۸ مثبتة. ونستطيع فحصها 
كلها Ad La DU‏ بضورة بسيظة . ومن ناحية أخرىء Ola‏ مجموعة مستقلة كبرى تكون تام NP-‏ ؛ وهذه هي 
المسألة لفحص ما إذا كان © يملك مجموعة مستقلة حجمها K‏ على الأقل . حيث ۸ جزء من المدخلات (يمكن 
Si‏ تنمومع 7). 






P 2 مسائل‎ 


مجموعة مستقلة من الدرجة ۸ CONCERTO‏ 





خصر (أصغر حلقة) محيط (أطول حلقة) 

dale.‏ )251( أويئرتة حلقة هاملتونيّة 

قطر أطول مسار مسار هاملتونية 

ترابط 

قابل للتلوين من الدرجة 2 قابل للتلوين من الدّرجة ۸ k GY)‏ مثبتة حيث ۸ 3€( 
مواءمة كبرى قابل للتلوين Gabil‏ من الدّرجة A(G)‏ 

سويّة جنس (نوع) 


ترتبط خاصيّة تام NP-‏ بنقص الشروط الضرورية والكافية للإجابة بنعم» والقابلة للفحص بصورة 
سهلة. فضلا عن GIGI‏ تمييز جيد (good characterization)‏ هو تمييز لشرط قابل للفحص بدلالة كثيرة 
حدود زمنية. لاحظ أن التّمييز للبيانات الأويلريّة جيد» ويمكن حل مسائل الخصر والقطرء وقابلية التلوين 
من الدّرجة 2 جميعها من خلال كثيرة حدود زمنية باستخدام البحث GEN‏ أولا. إن السّلوك ككثيرة حدود 
هو أقل وضوحًا dest A‏ إلا أن علاقات أصغر- أكبر مثل نظرية منجر تقود عمومًا إلى خوارزميّات كثيرة 
حدود زمنية أمثليّة» وغاليًا ما 4353( معتعدة على طرق (Sous‏ الشيكات ت (البند 4.3). 
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الموجهات والحدود (Heuristics and Bounds)‏ 
ما زال البائع المتجول ينتظر التعليمات. ÒI‏ خاصية تام NP-‏ لا تنهي الحاجة إلى جواب. لذاء سوف 
نبحث عن خوارزميّات موجهة توجد حلولاً قريبة من الأمثليّة . وربما نستطيع Sl‏ نضمن كم من الممكن SI‏ تكون 
النقيسة daas‏ عرق الحل x er‏ فعلى سبيل «(Jl‏ قد نقبل بامتلاك حل تكلفته على الأكثر ضعفا الحل الأمثل 
عندما تكون لدينا خوارزميّة تستطيع توليد مثل هذا الحل بصورة سريعة. وبوجه Gi ots sails‏ خوارزميّة 

يب ig (Approximation algorithm)‏ حلا تكون نسبته إلى الحلّ الأمثل محدودة بثابت!0. 


le‏ الجشع تجربة بسيطة. فلمسألة الشجرة المولدة الصغرى. تكون النتيجة أمثليّة. ولكن .2 مسائل 
أخری» قد يكون إنجاز خوارزميّات الجشع eee Va ULL‏ الجسيان مجموعة مسهعلة كيرف ولاحظ أنه 
يمكن توليد مجموعة مستقلة كبرى بصورة تكراريّة من خلال اختيار رأس وحذفه مع جيرانه. كيف يجب أن 
نختار الرأس التالي؟ إذا قمنا بالاختيار الصحيح داثمًا فن النتيجة تكون مجموعة مستقلة كبرى. ونحصل 
على تجربة شرهة باختيار رأس ذي درجة صغرى من الرّؤُوس AAN‏ بسبب أن هذا يترك المجموعة الأكبر 
من المرشحين للمجموعة algal!‏ ويمكن Ol‏ تكون النتيجة Ao‏ بصورة اختياريّة. 


8..مثال : حل الخوارزميّة الجشعة تحني ةالحسبان aa dae. ) FÊ (YK,‏ البيانيملك رأسًاواحدًا 
درجته gM‏ 71 من gus ll‏ درجتها 1 + gh‏ 7 من الرؤوس درجتها1 - 2m‏ إن التجربة الشرهة تختار الرس الذى 
درجته صغرى وتحذفه مع جيرانه,تاركة عصبة ATE RAE el.‏ تعثر على مجموعة مستقلة حجمها 2 
ولكن 2 الحقيقة n .a(G)= móla.‏ 


Cao; 
L^ 


وعلى الرّغم من ذلك Oo‏ الخوارزميّة الشرهة تعمل جيّدًا على بيانات كبيرة مولدة بصورة عشوائيّة. بط 
هذا النموذج (انظر بند8.5)؛ تجد مجموعة مستقلة Ulo‏ حجمها على الأقل نصف حجم المجموعة الكبرى 
تقريبًا. يقدم التمرين 12 تجربتين لغطاء Gul,‏ أصفر؛ إحداهما تفشل كما المثال 1B‏ ولكن الأخرى 

تنجح 2 إعطاء خوارزميّة تقريب. 

بعدهاء نأخذ 2 الحسبان تجارب بسيطة ل TSP‏ حيث [ ,, ...و ja sew Ul S)‏ إلىوزن الضلع 

OMY,‏ من رأس بداية عشوائيّ. يبدو أن النّحرّك إلى رأس جديد من خلال الضلع الواقع على هذا الرأس والأقل 

qao. لم يتمّ الوصول إليه سابقًا.‎ Lol od ee Gal Nt pad Liles .وبصورة مستمرة:‎ foc 
(nearest-neighbor) خوارزمية ”الشراهة“ التيتعمل بصورة سريعة. إنها تجربة الجار الأقرب‎ 
على‎ n? والوزن‎ P مثا ل: فشل موجه الجار الأقرب.نأخذ بعين الاعتبار وزن 0 على المسار الهاملثوني‎ ..8 
ولكن موجه الجار الأقرب تنتج دورة من الاوزان‎ n الخواص المتبقية. لهذا المثال دورات ممتدة من الوزن‎ 
من الرأس الأول. لذا يكون ثمن الدورة الناتجة بواسطة اللوغارثيم غير محدود بثابت‎ n? على الأقل بقيم‎ 
n متعدد التكلفة الأمثل. وهي كذلك ليس تقريب للوغارثيم.‎ 

يوجد العديد من التجارب المشابهة. حيث يمكن Bi‏ نحاول تنمية حلقة بأخذ رأس واحد 2 كل مرّة, 
وبصورة شرهة نمتصّ الرّأس الذي يسبب إدخاله 2 الحلقة الزيادة الأقل 4 التكلفة. تمتلك تجربة الإدخال 
الأقرب (nearest insertion)‏ فرصة أفضل من تجربة الجار الأقرب؛ لأنّه عند مرحلة 1 4 تجرية الجار 
الأقرب» Pos jJ eo Lbs‏ = :من اليد اقل aie G‏ الرحلة 27 JY! aed‏ الأقري؛ Ll‏ تخار بين 
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(n - Di‏ من البدائل (أيها ستضاف. ومكان إدخالها). وعلىالرّغم من Ola AUS‏ هذه ليست خوارزمية 
تقريب أيضًا (التمرين 7( 


AER NETS‏ اقتراب آخر بداية مع حلقة مولدة مرشحة ومحاولة تحسينها. Bj‏ المحافظة على حل قابل 
للتحقيق (حلقة فعليّة) وإدخال تغييرات طفيفة عليه لتحسينه يدعى بحثا .(local search) (ites‏ لاحظ jj‏ 


السّماح بالتغييرات يأخذنا خارج نطاق الخوارزميّات الشرهة » وريّما يكون الأداء بصورة ة أفضل. 


لتحسين الحلقة الحاليّة. نأخذ 2 الحسبان تغيير زوج من الأضلاع. إذا كانت( (Vi v,‏ حلقتناء 
Libs‏ نستطيع تعويض الأضلاع Vi Vj‏ و Via Vja‏ بدلا من 1+ Vi‏ و ۷+1 Vj‏ لنحصل على dale‏ جديدة 
(يقود التبديل:المحتمل الآخر إلى حلقتين منفصاتين بذلا من حلقة واحدة )+ ويكون التبديل نافعًا إذا كان 
wig + Wiaga > Wiii + Wyss‏ إل الحلقة الحالية تملك )27( = )-n‏ 3( زوجًا من أضلاع غير واقعة 
على بعضها مع مراعاة التبديل. SI‏ خوارزمية لن وكيرنجان (Lin- Kernighan)‏ ]1973[ التي ثبت صعوبة 
تحسينها عمليًا بصورة لافتة للنظرء تأخذ 2 الحسبان الانتقال والتبديل بين ثلاثة أضلاع ‏ المرّة الواحدة. 


Vi Viel 
Viet ¥ 
العامّة.‎ TSP تقضي على جهود إيجاد خوارزميّة تقريب ل‎ zi Lil الآدية‎ aia all بداو‎ 


8. نظرية : : Sahni- Gonzalez)‏ }1976{( إذا as‏ ثابت 1 < C‏ وخوارزميّة كثيرة حدود زمنية (A‏ 
بحيث تنتج 4 لكل مثال ل TSP‏ حلقة مولدة مع تكلفة على الأكثره ضرب الأمثل. فإن P= NP‏ 


الإثبات: سوف نبيّن D‏ خوارزميّة مثل A‏ يمكن أنْ تُستخدم بذ بناء خوارزميّة كثيرة حدود زمنيّة لحلقة 
هاملتونيّة تكون تام - PN‏ (نتيجة 11.8 ). إذا أعطيت بیان Mole G‏ من الرّؤوسء فأنشئ مثالا ل TSP‏ على 
مجموعة الرّؤوس نفسها بوضع 1 wy‏ إذا كان W,; cn gi VV) € (G)‏ خلاف ذلك. 


2 هذا المثال ل Sl ‘TSP‏ كل حلقة مولدة تكلفتها على الأكثر CH‏ تملك تكلفة gga‏ تمامًا وتكون 
مرتبطة بحلقة Salga‏ من المدخلة الأصليّة (G‏ وبما أنّْ nales SL. gi BA‏ .على الأكثر © ضرب: الأمثل: 
Lila‏ 3 تنتج حلا تكلفته 7 إذا وفقط إذا كان G‏ يملك حلقة alga‏ لذلكء Glo‏ خوارزميّة كثيرة الحدود 
ات الحلقة Agidisidu‏ مثالا 1 TSP‏ كما ذكر gle A Jada.‏ هذا اللكال. وین البيان Éta G‏ 
إذا وفقط إذا كانت A‏ تنتج حلقة تكلفتها N‏ " 


Ol‏ خوارزميّات التقريب موجودة لبعض الصّفوف الخاصّة لمسائل TSP‏ ولنبرهن Sl‏ خوارزميّة ما هي 
خوارزميّة تقريب» فنحتاج إلى de‏ سفليّ على الحل الأمثل. 


Likes 6 2 إذا حذفنا ضلعًا من الحلقة الأمثل‎ G التكلفة لشجرة مولدة صغرى 2 بيان موزون‎ MoS 
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نحصل على مسار Las doa‏ أن هذه شجرة مولدة:؛ Šla‏ تكلفتها تساوي M‏ على الأقل. والتكلفة للحلقة الأمثل 
هي M‏ على Jal‏ بالإضافة إلى التكلفة الصغرى لضلع ليس موجودًا ‏ شجرة ما old‏ تكلفة M‏ ونستطيع 
تشغيل خواززمية كرسكال glad‏ هواد ةصرق لباب هذا الحد. 


Ay ytd .4.B‏ 1 على الضف ساكل مدوب المبيعات المتجون God Gus‏ الدخلة ABL ALLO‏ توجد 
pur eae rin YT‏ 


الإثبات: يعني تحقيق المتباينة المثلثيّة S|‏ مصفوفة التكاليف تحقق x qt un ij Wij FW 2 Wut‏ 
ونعرف أن التكلفة للحلقة الأمثل تكون M‏ على الأقل؛ حيث 1هي التكلفة للشجرة المولنة d Al‏ . نستخدم 
Az AL Lat!‏ والشجرة المولدة الصشغرئ لتحصل على حلقة مولدة تكلقتها 2M‏ على ASSI‏ 


ابد بمضاعفة كل ضلع ب4 شجرة مولدة صغرى كالتي عن اليسار 2 الأسفلء las‏ يجعل الدّرجات 
جميعها زوجية. لذلك توجد دارة أويلريّة تملك 27 ضلعًا ؛ وتكلفة gus 2M x3‏ متعافية سوفة تفلل sues‏ 
الأضلاع دون زيادة التكلفة حتى يبقى 7 من الأضلاع فقط. وبالمحافظة على الخاصّيّة التي تشير إلى أن 
الدّارة تزور jug’ ll‏ جميعها Lbs.‏ نؤكد Si‏ الدّارة ‏ النهاية تكون حلقة مولدة مع تكلفة 2M‏ على الأكثر. 


إذا امتلكت دارة ما أكثر من 7 ضلعاء فستزور LOL,‏ ما أكثر من Jaa he‏ خلال الأضلاع 
Y, FV PY,‏ 4 ولاح died edens. V, 3V,‏ رلارلا و لا رلا بالضلع ٠ VV,‏ فستبقى الدّارة 


تزور الرّؤوس الأصليّة كلها. فضلا عن ذلك تضمن المتباينة المثلثيّة أن التكلفة الكليّة للأضلاع ليست أكبر 
من ذي قبل. 2 الشكل أدناه؛ نوجّه الأضلاع لاقتراح سلسلة متوالية معيّنة من الدّارات. " 


^ 

لقد أعيد BLES!‏ الخوارزميّة 2 المبرهنة 4.8 مرات عدّة؛ حيث حَسّن كريستوفيدز ]1976[ نسبة 
الأداء 2/3. لاحظ أنه بعد إيجاد شجرة salga‏ صغرئء فإئنا لانحتاج إلى مضاعفة الأضلاع جميعها للحصول 
على دارة أويلريّة؛ ويكفي | إضافة أضلاع لأزواج رؤوس ب الشجرة: درجاتها فردية. . يملك البيان الناتج دارة 
أويلريّة, والجزء اللاحق من الخوارزميّة ينتج حلقة مولدة مع تكلفة M‏ على الأكثر إضافة إلى تكلفة المواءمة. 
وللحصول على نسبة الأداء 2/3 فيكفي Gl‏ نبيّن وجود مواءمة ممائلة تكلفتها نصف التكلفة للحلقة الأمثل 
على الأكثر( التمرين 8). ويملك التحسين قيمة لأنه يمكن إيجاد مواءمة وزن صغرى تشبع الرّؤُوس التي 

درجاتها فردية 2 الشجرة باستخدام كثيرة حدود زمنيّة. 
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التّحويل (transformation)‏ من مسألة A‏ إلى مسألة B‏ هو إجراء يحول أمثلة 2 A‏ إلى أمثلة 2 B‏ بحيث 
يكون الجواب ل A‏ على المثال الأصليٍّ محدّدًا من خلال الجواب ل B‏ على المثال المحوّل. إذا كان لدينا تحويل 
(كثيرة حدود زمنية) فاعل من A‏ إلى B‏ وخوارزميّة فاعلة د B‏ فسيكون لدينا خوارزميّة alela‏ ل A‏ ونقول 
Š‏ 4 تختزل (reduce to)‏ أو تحوّل (transforms)‏ إلى .B‏ 


131 كانت A‏ صعب - NP‏ وت 5 تختزل إلى 8 من خلال تحويل متعدد الحدود الزمنية. B ob‏ تكون صعب = 
NP‏ أيضًا ) خوارزميّة كثيرة حدود ل B‏ تعطي خوارزمية كثيرة حدود د A‏ ومن ثم ل (NP‏ جميعها. إذا كانت 
Lila LS] NP- 2B‏ نقول !5 8 تام - NP‏ من خلال الاختزال من (reduction from)‏ أو تحويل من 
.(transformation from) A‏ 


يكون اتجاه الاختزال حاسمًا ؛ فعلى سبيل S JÈN‏ تختزل دارة أويلريّة بسهولة إلى حلقة هاملتونيّة. افترض Ol‏ 
G‏ بیان معطى بوصفه مدخلة. استبدل کل ضلع بمسار مكون من أربعة أضلاع تم بثلاثة رؤوس جديدة. ثم أضف 
Jax Le Lisl‏ جيران كل را س ael‏ متجاورة زوجًا A255‏ واحذف 6(7) . يكون البيان أويلريًا إذا وفق ط إذا كان 
البيان الناتج G'‏ هاملتونيًا. إِنّ تطبيق خوارزميّة على حلقة هاملتونية ل G"‏ يمكن أن يحدّد ما إذا obj Gols‏ 
وهذايخبرنا dale JI‏ هاملتونيّة تكون صعبة على الأقل بوصفها دارة أويا 23 بإهمال عامل كثيرة حدود.وبما دارة 
أويلريّة تكونسهلة (2).فإئنا لانتعلم Éi‏ حول استخدام التعقيد لحلقةهاملتونيّة. 


اك 


تتطلب طريقة الاختزال تتطلب مسألة تام - NP‏ ابتدائية. وقد a33‏ كوك (Cook)‏ ]1971[ التحققية 
بوصفها مسألة ables‏ تأخذ التحققيّة صيغة منطقية Cs‏ عنها بوصفها قائمة من المبارات بوصقها 
مدخلة. JS‏ عبارة هي تشكيلة حروف (متفيّرات أو نة نفى المتغيّرات) cere‏ العبارة صحيحة عندما يكون 
أحد حروفها صحيحًا علي الأقل. وتكون العبارة قابلة للتّحقّق (Satisfiable)‏ إذا وجد تعيين لقيم صحيحة 
للمتغيّرات بحيث تجعل JS‏ عبارة صحيحة. والسؤال هنا Lac‏ إذا كان مثل هذا التعيين موجودًا. 


برهن كوك أنه لكل مسألة NP 2. A‏ هناك مثال للتّحقّقيّة يمكن Od‏ ينتج من خلال كثيرة حدود زمنيّة 
م متان ما د كن causes‏ کون الجواب Maka SLL‏ السواب dud‏ تيقال A‏ نالك فان قل NP 2 thins‏ 
تختزل إلى مسألة تحققيّة. 


لا حاجة إلى تكرار هذا الجهد لكل مسألة تام - NP‏ . ولبرهنة B B‏ هي صعب - Lil NP‏ نستطيع 
اختزال التَحقّقيّة ل B‏ يمكن اختزال Gl‏ مسألة تام - NP‏ لتبيّن BOS)‏ هي صعب - NP‏ . ومع المزيد من 
الخيارات» Gla‏ إيجاد البراهين يصبح أكثر سهولة من حيث المبدأ. ولكن 2 أثناء الممارسةء Ola‏ القليل من 
مسائل تام NP—‏ الأساسيّة تصلح كمسألة تام - NP‏ المعروفة 2 معظم براهين خاصّيّة تام NP-‏ . 
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بدءًا من Ababa!‏ فقد زودنا كارب (Karp)‏ ]1972[ ب 21 مسألة مشابهة تتضمن العديد من المسائل 
الأساسيّة 2 نظريّة البيان؛ إذ تت P‏ تمن جلعة dria La‏ ومحموصة Alias‏ كبر قصبلا عن Lil‏ ساعد ple‏ 
امتلاك نسخة معدّلة من مسألة تام NP-‏ مقيّدة قدر الإمكان. ومع Slgils. «eS‏ تبقى تام - NP‏ . وعلى الرَغم 

ihn‏ ال ال LP‏ إلا tel gel dal gaa‏ إلى المسألة التي نحاول ! إثبات igi‏ تام 

NP —‏ ؛ فعلى سبيل SUM‏ ت تى NP- “peaa‏ عندما تة Sas‏ بالشّرط الذي يشير إلى Si‏ كل عبارة 
تملك ثلاثة أحرف. . وتدعى المسألة المقيّدة تحقّقيّة- 3 أو 3-SAT‏ ويبرهن هذا Lel‏ تام NP-‏ آخذين بذ 
الحسبان مثالا عشواتيًا ca add‏ كل اة کاک Massa‏ دده أحرف (وهذا 
كلت إضافة بعض المتفيّرات الإضافيّة ). إن 3-547 مقيّدة بصورة كافية؛ SY‏ العديد من ALL onal‏ 
NP-abs‏ تستخدم اختزالامن dll 3 3- SAT‏ من الأسهل اختزال المقيّدة بصورة أكثر من SAT‏ -2: ولكنٌ 
2-SAT‏ تكون قابلة للحل 2 كثيرة حدود زمنيّة. وهي مقيّدة جدًا. 

سوف نبدأ من SY 3-SAT‏ الخاصّيّة تام - daas NP‏ واختزالها إلى 3-SAT‏ لا تتضمّن نظريّة 
البيان. إضافة إلى SI‏ الاختزالات إلى قابليّة التلوين من الدّرجة 3: والمسار الهاملتوني الموجّه يتبع تقديم جيبونز 
(Gibbons)‏ ]1985[. 
.5.B‏ تعريف: تحمَّقيّة - 3 (3-SAT)‏ 


مثال: مجموعة من المتغيّرات المنطقيّة .)1( U=‏ و مجموعة C= {Ci}‏ من العبارات حيث تتكوّن JS‏ عبارة 
من ثلاثة أحرف. ويكون الحرف متغيّرًا :14 أو نفيه Uy‏ 
سؤال: هل يمكن وضع القيمة لكل متغيّر لتكون صائبة أو غير صائبة بحيث تكون كل عبارة ”متحققة“ 
(تحتوي على حرف قيمته صائبة على الأقل)؟ 
.6.B‏ نظرية : (كارب ]1972[ 3-SAT ) Karp‏ هي تام - NP‏ . 
الإثبات: (التمرين 14( . 
.7.B‏ نظرية : (ستوكمير[1973] Š ((Stockmeyer)‏ قابليّة التلوين من الدّرجة 3 هي تام - NP‏ . 
OLAYI‏ أعطينا 2 هذه المسألة Ulis ly‏ عما إذا كان هذا البيان قابلاً للتّلوين من الدّرجة 3. إذا 
كان الجواب نعم» فإنه يوجد تلوين Glad‏ من الدّرجة 3. ونستطيع التّحمّق من أنّ التلوين يكون Zed‏ زمن 
تربيعيٍّ. لذلك» Ge‏ قابلية الثلوين من الدّرجة 3 تكون 2 NP‏ ولإثبات أنه صعب - NP‏ ؛ سوف نختزل -SAT‏ 
3 إلى قابليّة تلوين من الدّرجة 3. 

33 2 الحسبان مثالا على 3-547 مع متغيّرات (17-4. وعبارات C - (C)‏ سوف نحوّل هذا إلى بیان 
G‏ بحيث يكون قابلاً للتلوين من الدّرجة 3 إذا وفقط إذا كان JÈU‏ على 3-SAT‏ قابلاً Gin‏ سوف نستخدم 
البيان 

المساعد H‏ المرسوم على الصفحة اللاحقة ونسميه ]5 ,25,45( بالمدخلات (inputs)‏ و۷ بالمخرجة 
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(output)‏ وعندما نستخدم H‏ 2 التحويل. فسنقرّنه ببيان أكبر عند المدخلات» كما هو مقترح عن اليمين. 


us 
A 3- 
sie 


سنأخذ 2 الحسبان تلوينات من الدّرجة 3 باستخدام مجموعة الألوان }0,1,2{ - وکل تلوين lah‏ من 
الدّرجة 3 ل H‏ تكون فيه المدخلات ر جميعها تملك اللون 0 يعين أيضًا اللون 0 ل ما. ومن ناحية أخرىء إذا 
استقبلت المدخلات ألوانًا ليست 0 كلها ola.‏ هذا التلوين يوسّع إلى تلوين فعليّ من الدّرجة H23‏ والذي لا 
يملك فيه Y‏ اللون 0. 


من Lla‏ على uj u, s 9 U; Longs las G UL i cag «3 -SAT‏ لكل متغير UB,‏ ونسخة Hi‏ من H‏ 
لكل صازة Magi Cr‏ راسيق خان ab‏ لاحظ Si‏ الرّؤوس © tj‏ 4 تشکل مثلثًا لكل des j‏ عبارة (Cy‏ 
Ska‏ البيان Hi gija‏ يقترن بالبيان JEL‏ حتى الآن عند الرّؤوس للحروف Cie‏ إضافة إلى أنّ الرّأس 
للحرف الذي دليله ز2 Ci‏ يقوم بدور 21 Hi‏ وما عدا هذه الرّؤوس المقرونة؛ OL‏ البيانات الجزئيّة H,‏ 
تكون منفصلة زوجًا زوجًا. 

أخيرًا. لاحظ Gi‏ الرّأس D‏ يكون مجاورًا ل 4 وإلى رأس المخرجة Vi‏ لكل Hi‏ وقد رسمنا أدناه البيان G‏ 
الناتج عن مثال على 3-SAT‏ الذي يملك أربعة متغيّرات وثلاث عبارات. 





إِنْ تعيين قيم صواب aain‏ ل (ci)‏ يعطي تلوينًا ضعليًا “رمن الدّرجة 3 د 6. وعندما يكون Ui‏ صائيًا 2 
cra‏ ضع 1 if fn.) =0 af)‏ وبخلاف sais‏ ضع 0 >( 1= ) ,0( dy f‏ عبارة: Sb‏ حرفا 
ما يكون صائيًا. ite «3d‏ لكل z Hi‏ 3 يتحقق أن واحدًا على الأقل من (u^ , u^, W^)‏ يملك اللون 1. .ومن 
خلال ملاحظتنا حول H‏ نستطيع توسيع/ربحيث يملك Vi‏ كله Ligh‏ غير اللون 0 . ونكمل التلوين الفعليٌ من 
الدّرجة 3 بوضع J (5)-0 gf (a)-2‏ 
وبالعكس؛ افترض G B‏ يملك تلوينا فليا /رمن الدّرجة 3. ومن خلال إعادة تسمية الألوان إذا كان ذلك 
ضروريًا ٠‏ يمكن افتراض (a)-2 à‏ “رو 0-)5( f‏ وبما Sle of (a) -2 Si‏ لكل متغير حرفين؛ الأول ملوّن 
باللون 0 والآخر cats‏ باللوق SD‏ 2 العسيان LEAN guan‏ الذي يكون فيه المتغير Uj‏ صائبًا أو غير 
صائب عندما (U)‏ رهي 1 أو 0 على الترتيب. سوف ندّعي Si‏ هذا Cruel‏ يحمّق الصّواب. وبما أن (b)-0‏ ي 
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dS ol‏ رأس مخرج :ا يملك Ugh‏ غير صفريٌ. ومن خلال ملاحظتنا حول obs H‏ الرؤوس التي تقابل 

المدخلات 1:2 لا يمكن أن تملك جميمها اللون 0. وبناءً على ذلك Ofa‏ كل عبارة ستحتوي على حرف واحد 

" icai ص‎ atlas 
تكون حالة خاصة من‎ k ولكل‎ -k > مثبتة و3‎ k لكل‎ k يوسّع تمرين 2 هذا إلى قابلية التّلوين من الدّرجة‎ 

العدد اللوني. والتي تكون كذلك تام - NP‏ . 

8.. نظرية : (كارب ]1972[ S| (Karp‏ المجموعة المستقلة. والعصبة, والغطاء الرَأسيّ جميعها تام - N۴‏ . 


الإثبات: يمكن Sial‏ من الجواب نعم للسؤال فيما إذا كان بيان مُدخل G‏ يملك مجموعة مستقلة كبيرة؛ 
مثل كبر العدد الصحيح مدخلا ۸ بإظهار المجموعة واختبار )2 زمن تربيعيّ) أنْ رؤوسها مستقلة. لذلك. 
ac meant. | ob‏ 

ينص التمرين 1.5 . على G Gi‏ يكون Sula‏ للتلوين من الدّرجة 77 إذا وفقط إذا كان m‏ © يملك 
مجموعة مستقلة حجمها (7)6. وهذا ,التحويل يختزل العدد ENT‏ إلى مجموعة مستقلة. يكون البناء 
GOK, 1‏ تربيعيًا ± n(G)‏ ؛ لأنّ العدد اللوني يكون واضحًا إذا کان ۸ < m‏ لذاء نستنتج أن مجموعة مستقلة 
تكون صعب - NP‏ . 














يها نالصي 6 453( کا 6 عاق وة tala ale Ae games‏ على Aa‏ عا 3 .13945 
a(G) + A(G) = n(G) Si Lus‏ (التمهيديّة 21.1.3( فإنّ مجموعة مستقلّة وغطاءٌ رأسيًًا متكافئتان على 
هيئة كثيرة حدود. " 
سوف نركز لاحقا على مسائل بيانات مستعرضة من خلال مسارات مولدة وحلقات. تكون مسائل 
الائات الموجهنة أكخر من.مساكل LEY sae Glatt‏ نستطيع نمذجة البيانات باستخدام بيانات موجّهة 
متمائلة. لذلك» قد يكون من الأسهل إثبات نسخة من بيان موجّه لمسألة صعب - NP‏ ثم الحصول على 
النسخة الخاصّة للبيان من خلال قيد بسيط. 
.9.B‏ تعريف: إذا أعطينا الرأسين 2X: Y‏ بیان موجه ola D‏ مسألة المسار الهاملتوني اموجه هي ما إذا 
کان 2 يملك مسارًا Maga‏ من × إلى Y‏ 
8. نظرية : (كارب ]1972[ Gl Ò (Karp‏ مسار هاملتوني موجّه هو تام - NP‏ 
الاكبات: يمكن GERI!‏ من Gl‏ مسار alga‏ من X‏ إلى 2Y‏ بيان موجّه D‏ 2 زمن خطي. Ola «aad‏ مسارًا 
هاملتونيًا موجّهًا يكون  NP‏ ولإثبات أنه صعب- 7/7 agus Lila,‏ نختزل غطاءً Gash‏ مسار هاملتوني موجّه. 
Gl Hed ya‏ يتكون من ان sey G‏ يع F‏ نريد معرفة ما 131 adio G ols‏ غظام Gal,‏ 
حجمه k‏ على الأكثر سوف GAN‏ ننشئ بيانا D Wedge‏ يملك مسارًا هاملتونيًا !13 وفقط إذا كان G‏ يملك غطاءً 
El‏ حجمه ۸ على الأكثر. نضع دليلاً للأضلاع الواقعة على كل رأس بصورة عشوائيّة. وعندما يكون الضلع 
V = 6‏ هو الضلع الذي دليله 7 الواقع على U‏ والضلع الذي دليله el gll f‏ على ۷ Lits.‏ نكتب eu) =e= e(v)‏ 
Visi aa Da Ut‏ ب 1 Zoysia SE as Cy Ke P‏ لکل VE V(G)‏ ونضيف مسار OS Viis ws Var‏ 
د D‏ حيث T= do(v)‏ ونضيف أضلاعًا من US‏ من Zhe‏ سم Zo‏ إلى البدأية لكل Po)‏ ومن التهانة 
لکل PCV)‏ إلى کل من zi ,..., Ze‏ أيضًاء ولكل ضلع L(G)  )(©- e(u) = = e‏ سوف oss‏ الأضلاع 
oj‏ 2-1 درول درو ربولا و «Mj Vaj‏ 
افترض أن G‏ يملك غطاءً Leal‏ حجمه k‏ ويتكون من الرّؤوس VE‏ ,...,!. سوف نشكل مسارًا من Zo‏ 
إلى +22 D‏ من خلال su Pr uz,‏ و 2,( z, Pr‏ إِنْ هذا الاھ مل de Pioa‏ ران غير 
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مغطى U‏ وسوف نمتص هذه الرؤوس lob‏ وبامتصاص کل زوج :12 من خلال عمل تحويلة من المسار 
PO)‏ إلى الرس الذي يغطي الضلع uv =e; (u) = ev)‏ والتحويلة هي ۷-2-12۷2 كما هو مبين أدناه. 

os‏ الرأسين Vj‏ و V2j-1‏ مرافقان لضلع واحد ol «daas‏ كل Abg‏ مماثلة تكون مطلوبة مرّة واحدة على 
الأكثر. وبعد تضمين التحويلات جميعهاء سوف يكون لدينا مسار هاملتوني من Zo‏ إلى +2 2 . 


U2j-2 4022-1 uj 12j+1 12j-2 12j-1 uj 12j+1 
e * or ههه‎ 





V2j-2  V3j-1 ۷2j V2j+1 V2j-2 V2j-1 V2j V2j+1 

وبالعكس» افترض وجود مسار مثل Q‏ لاحظٍ Bl‏ كل رأس د (/)2 ما عدا MI‏ والأخير يملك درجتي 
دخول وخروج 2 نكل( -u eV )G‏ . سوف U2i+1 U2 e E(Q) ol u eV (G)siz 21 de 33 OM)‏ إذا 
وفقط إذا كان e E(Q)‏ 121-2» حيث ل 1 کاک Uo‏ لتعني عنصرًا مامن {z,}‏ . وبالمثل» غندما 
sab Lbs 4 =d(u)‏ 21 لتعني عنصرًا ما من [,2). وبما أنّ الضلع الذي دليله i‏ الواقع على Clad U‏ 
soy pall‏ فإننا نستطيع وضع الرَأس Jas v‏ ربحيث .e(v) = e(u)‏ 

إذا obs : 2:2 u: € E (0) ols‏ 0 يجب أن يدخل nia‏ من Vaya‏ وهذا يؤدّي إلى Qo‏ يمكن أنْ يتركف 
فقط Uni‏ على :1112-:112» ويستطيع دخول Vaj‏ فقط على ;112:۷2. وهذا 25923 Abit € E (Q) ol glan‏ 

Ul‏ إذا كان Y P Obs UMa .eE(P)‏ يستطيع ترك Vy‏ على Vjal‏ ويجب Ob‏ يترك 
درولا على رد_ردوهذا dà.‏ إلى أن © يدخل Vy‏ على Vay jV;‏ ولیس على رر رو . لذلك» Obs‏ 
YO‏ يترك ,12 على رد UaV‏ ويجب أنْ يترك © على toii‏ )2 هذه MLA‏ يمكن ل © أنْ يتضمّن 
(usi May > Vasa» a‏ أو Cus Vain > vus)‏ 
i‏ ضع 60 ,2,۷ ={vev (G):‏ = 5؛ هذه هي ال ۸ رأسًا -2 6 التي أدخلت نسخها الأوليّة من 
Fer aa‏ من خلال 0 . وتبيّن مناقشتنا أنه لكل ضلع UV‏ حيث u eS‏ تعطي SS a.v eS bi‏ 
غطاء رأسيٍّ ويكون لدينا الاختزال المطلوب لغطاء رأ Ga‏ إلى مسار هاملتوني موجه. = 
1.8 . نتيجة : (كارب ]1972[ (Krap‏ تكون (d‏ حلقة هاملتونيّة Gly gta‏ مسار هاملتوني Gly‏ حلقة 

هاملتونيّة جميعها تام - we 1 i INP‏ 
الإثبات: تكون هذه المسائل جميعها ج NP‏ ولاختزال مسار هاملتوني موجه إلى حلقة هاملتونية موجهة. 
Lo ) cecal‏ واحد| #وضلفين #نوو JL ZU‏ طا مانا مولدًا من DEV MU‏ 

إن اختزال مسار هاملتوني (مع نقاط طرفيّة محدّدة) إلى حلقة هاملتونيّة يكون الشيء نفسه. 

ولاختزال مسار هاملتوني موجّه إلى مسار هاملتوني؛ 2.3 الحسبان مثالاً يتطلب مسارًا من V SU‏ 
D2‏ ولتشكيل مثال G‏ على مسار هاملتوني؛ قم YA‏ كل رأس × إلى x9, X Qaa‏ , *.وليكن cal jl sa X‏ 
الذي يرث الأضلاع كلها التي مقدماتها على X‏ وليكن X*‏ هو الرّأس الذي يرث الأضلاع جميعها التي ذيولها 
عند . او DB V oe diga jan‏ يسيع سار Qa Va‏ عة إلى G 2. v*‏ وذلك باستبدال كل رأس 
x agbubx‏ د xt‏ 
«Salley‏ بما aa Ke‏ المسارات جميعها التي على 
ary ×, xe‏ إلى الأمام أو إلى الخلف ؛ وبسبب عدم وجود رؤوس متجاورة لها e guna 2.) Lat‏ شحب أن 
تكون الاجتيازات جميعها 2 الاتجاه dead‏ وتبقى ثم Lillo i‏ تنكمش إلى المسار من U‏ إلى V‏ المطلوب -2 D‏ 
لذاء G Gn‏ يملك مسارًا مولّدًا من U‏ إلى V*‏ إذا وفقط إذا كان D‏ يملك مسارًا مولدًا من إلى V‏ ل 
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يبحث استكشاف للحدٌ بين P‏ وتام NP-‏ عن مسائل أكثر تقييدٌ تقييدًا والتي ما تزال تام NP-‏ وعن صفوف أكبر من 
المدخلات التي يوجد لها خوار زميات حلول على هيئة كثيرات حدود زمنيّة . تزودنا المناقشة AOL‏ ببراهين أسهل لخاصية 
تام NP-‏ وتضع حدودًا على Lasag NU price lc‏ اللاحق هوتوسعة قابليّة التطبيق لخوارزميّات جيّدة. 

سوف نوصح هذه العمليّة بإثبات Gi‏ قابلية التلوين من الدّرجة 3 تبقى تام NP-‏ لبيانات Agli‏ 
12.B‏ نظرية : (ستوكمير ]1973[ Stockmeyer‏ انظر أيضًا جيرى وجونسون وستوكمير [1976]) 

التلوين 23901 السّويٌ عبارة عن تام n NP-‏ 
الإثبات: كالعادة. يمكن sci‏ بسيولة من أن فوا من BA gal‏ کون bs sg‏ وف دزن اة 
التلوين من الدّرجة 3 إلى قابليّة تلوين Gha G‏ افترض G Sh‏ بيان معطى. سوف ننشئ lay‏ سويًا G'‏ 
قابلا للتلوين من الدّرجة 3 إذا وفقط 131 كان © قابلا للتلوين من الدّرجة 3. 

خذ ‏ الحسبان رسمًا د G‏ 2 المستوى. سوف نضع بدل JS‏ تقاطع «أداة» سويّة لها تأثير نشر اللون 
عبر التقاطع -2 تلوين من aa al‏ 3 . .2 كل تلوين Glad‏ من الدّرجة 3 للبيان Ja An 2 H‏ لاحظ أنَّ 1 و ۷ 
يملكان اللّون كما يفعل JS‏ من 6و Y‏ ( التمرين17). وتشير الأضلاع الجزئيّة إلى مكان ربط نسخ من H‏ مع 
بقيّة البيان. 





-2 الرسم د US i’ G‏ ضلع متضمّن 2 k‏ من التقاطمات إلى 1 + k‏ قطعة من خلال التقاطعات. 
وعلى كل قطعة؛ أضف LL;‏ جديدًا . واستبدل كل تقاطع بنسخة من H‏ موصولة من خلال نهاياتها بالرؤوس 
الجديدة على القطع الأربع التي تقع على التقاطع أخيرًا. » لكل ضلع WZ Chal‏ اتر نقاطة:طرفيّة::وقلصض 
الضلع الذي بينها وبين الرّأس الذي على القطعة WZ‏ والواقع عليها لاحظ Gi‏ الضلع غير المتضمّن g‏ تقاطعات 
يعود إلى حالته الأصليّة. 


2 تلوين Glad‏ من الدرجة 3 للبيان الجديد “6ء pts aY‏ اللون عن at gs‏ يتطلب أن تملك 
النقاط الطرفيّة لكل ضلع abies UL gll Gael‏ لذت Glo‏ د .هذا التلويخ Qa‏ الأصليّة يعطي Lg‏ 
من às jl‏ 3 للبيان -G‏ 
Salley‏ )13 أعظينا Led Ling‏ من الذرجهة Like G‏ نستطيع Gi‏ نبدأ عبر كل ضلع من التقطة الطرفيّة 
المستخدمة 2 نسخة من H‏ ونشر الألوان إلى 3 ألوان فعليّة -2 G'‏ . ونستطيع القيام بذلك HEY‏ يملك تلويتا 
ضعليًا منٍ الدّرجة 3 يكون فيه ل نزو ×و U 9 V‏ اللون نفسه. ويملك تلوينًا فعليًا من às UI‏ 3 يملك فيه كل من 
وروا n OT gana) vat id esa and‏ 
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لبيانات سويّة منتظمة من الدّرجة 3 ومترابطة من الدّرجة 3« ولا تملك Lgs‏ طوله أقل من 5 (انظر جيري 
وجونسون وتارجان [1976]) . وتكون Last‏ تام NP-‏ لبيانات- ثائية a‏ الفرع (انظر كريشنامورثي [1975]). 
ولبيانات خطيّة (انظر بيرتوسي Bertossi‏ ]1981[ ؛ وكذلك التمرين 14). لاحظ GT‏ التقييد لقابلية التلوين 
من الذرجة 3 على Aas Lily‏ هو ALLS‏ التلوين Galil‏ من الدّرجة 3 للبيانات؛ وهذا يكون تام NP-‏ حتى 
لبيانات منتظمة من الدّرجة 3: بواسطة الاختزال من 3-SAT‏ (هولير ]1981[ .(Holyer‏ 
تمارين (Exercises)‏ 
.1.B‏ ) -) باستخدام الخوارزميّات التي طوّرت 2 هذا الكتاب. صفٌ خوارزميّة جيّدة لحساب (©)0 عندما 
يكون G‏ بيانا GL‏ الفرع. 
)١( .2.B‏ است< م المبرهنة 8.7 لتبرهن أن قابليّة التلوين ب ۸ من الألوان هي تام JSI NP-‏ قيمة مثبتة ل k‏ 
بحيث تساوي هذه القيمة 3 على الأقل. 

DEM 3.B‏ كثيرة حدود بالتسبة للزّمن إلى التلوين الثنائي. 
4B‏ برهن أنّ الحلقة الهاملتونيّة والمسار الهاملتوني متكافئان بالنسبة إلى كثيرة حدود. Gi‏ برهن Bi‏ 
خوارزميّة كثيرة حدود زمنيّة GY‏ منهما يمكن استخدامها للحصول على كثيرة حدود زمنيّة حتى النهاية. 
8 إنّ Lis!‏ وجود حلقة ذات طول مثبت k‏ 2 بيان معطى على 7 من الرّؤوس ن أن يتم بزمن محدود 
بأحد مضاعفات Kin‏ انظر إلى كل مجموعة جزئيّة من on‏ من المجموعات ( ) التي حجم كل نها 
يساوي ۸ باتباع دور معيّن « واختبر الترتيبات الممكنة جميعها. La‏ كا بت كان ee‏ مهدو د Mia‏ 
ولحلقة رباعيّة. نجد أنّ زمن تشغيل هذه الخوارزميّة هو O(N?)‏ جد خوارزميّة تختبر وجود aala‏ رباعيّة 
بزمن مقداره -(Richard-Liestman [1985]) O(N?)‏ 
.6.B‏ افترض أنْ G‏ بیان معطی» k diy‏ عدد صحيح. Òl‏ مسألة الشجرة المولدة ذات الدّرجة الصغرى تسأل 
عما إذا كان يوجد د G‏ شجرة مولدة 1 بحيث ۸ > A(T)‏ فضلا عن أن مسألة أطول مسار تسأل عما إذا كان 
يوجد د 6 مسار طوله يساوي ۸ على الأقل. ‏ مسألة المسار che‏ لاحظ AG)‏ ليس جزءًا من المدخلات: إضافة 
إلى أنّ السؤال هو: هل يوجد د G‏ مسار طوله k‏ على الأقل؟ 

NP- برهن أنّ الشجرة المولّدة ذات الدرجة الصغرى وأطول مسار يكونان تامّين‎ (a 

(b‏ برهن أنّ المسار -/ يكون موجودًا ب ۲ لكل k‏ حيث ۸ مُثبت. 
oil J.B‏ عائلة ارد تعد وي إدخال لمساعد كشف لل TSP‏ غير محدودة Gly‏ ثابت. 
.8.B‏ )1( افترض شاهدًا لد TSP‏ حيث تحقق التكاليف المتباينة Xl ١‏ ة. برهن Ol‏ مواءمة للرّؤوس ذات 
ارجات apa‏ شجرة موئدة صفرى تستخدم أضلامً لا تكفة gs‏ نصف اتفه لحلقة موده 
على الأكثر. استنتج Gl‏ نسبة أداء خوارزميّة كرستوفايدز تساوي 2/3 على الأكثر. 
9.B‏ برهن ail‏ ثم لفسال ة]3 TSP‏ باتصيط: يكفي SI‏ يكون لدينا خوارزميّة تحل ال TSP‏ عندما تحقق أوزان 
الأضلاع المتباينة المثلثيّة. (مساعدة: إذا أعطينا مثالا Las‏ لا TSP‏ فجد مثالا على TSP‏ بزمن بحسب 
كثيرة حدود وحيث Sl‏ أوزان الأضلاع تحقق قق المتباينة المثلثيّة (ww < My)‏ وأنّ مجموعة الجولات المثلى 
هي نفسها كما 2 المثال الأصليّ ). 
8. برهن 2-SAT Ë‏ ينتمي إلى P‏ 
8 . يوجد 2 مدينة ما نظام طرق معيّن. ولكن هذه المدينة تمتلك آلة واحدة فقط لإزالة الثلوج التي يجب 
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إزالتها من شوارعها ARLEN‏ افترض Si‏ الثلج LS JE‏ من خلال مرور الآلة بالشارع مرّة واحدة فقط. 
وتوجد طرق زراعيّة يمكن استخدامها لتغيير الموقع بشرط عدم إزالة الثلج من هذه الطرق. لذاء يوجد لدينا 
بیان موزون فيه نوعان من الأضلاع؛ النوع الأول من الأضلاع هو التي يجب تتبعها وإزالة الثلج عنها Ui.‏ النوع 
الثاني فهو الأضلاع التي ليست بحاجة إلى تتبّع. ترغب المدينة بالحصول على خوارزميّة تستطيع من خلالها 
إيجاد حلقة ذات طول أصغر Ja‏ على الأضلاع جميعها من النوع الأول -2 مثل هذا البيان. برهن أن هذه 
المسألة من نوع صعب NP-‏ وذلك من خلال الاختزال من مسألة حلقة هاملتونيّة. 

12.B‏ خوارزميّات مساعدة للكشف عن أغطية الرّؤوس. خوارزميّة 1 ضفن رامنا ذا درجة كبرى, احذف» 
وكرّر العمليّة حتى يصبح البيان المتبقي مجموعة مستقرة . خوارزميّة 2: اخترضلمًا اختياريًا ضمن طرخ هذا 
qtil‏ احذفهما (d.‏ كرّر هذه العمليّة حتى يصبح البيان المتبقي مجموعة مستقلة. Lex‏ يظهر أنّ مساعد 
الكشف بك خوارزمية 1 أكثر قوة, إلا أن للخوارزميّة 2 ضمان أدا ء أفضل: 

(a‏ برهن SI‏ خوارزميّة 32 تنتج دائمًا غطاء رؤوس حجمه ضعف الحجم الأصغر A(G)‏ على الأكثر. 

(b‏ برهن Si‏ خوارزميّة 1 Ley‏ تنتج غطاء رؤوس حجمه قرابة Log A(G)‏ مضروبًا 2 الأصغر. 
CALS Gly col EEN‏ ي الفرع G‏ بحيث تختار خوارزميّة 1 قرابة B(G)/i‏ رأسًا درجة JS‏ منها تساوي 

لكل <p(G)‏ 151 , 
٠ n‏ يكون ن البيان G‏ حرجًا بالنسبة إلي» إذا تحقق a (G-e)>a (G) Si‏ لكل ec E(G)‏ . برهن أنه لا 
يوجد رأس- قطع لبيان مترابط حرج بالنسبة إلى به . (مساعدة: إذا کان 2ع .© ضلعين يقعان على رأس قطع X‏ 
فاستخدم المجموعات المستقلة الكبرى ب 0-0 G-e2‏ لبناء مجموعة مستقلة G2‏ تحوي أكثر من (0)0 رأسًا). 
14.B‏ . لاحظ D]‏ التحققيّة تختلف عن التحقَقيّة الثلائيّة ail 2 )3- SAT)‏ يمكن أن يكون للعبارات حجوم 
اختياريّة. برهن أن GI‏ عبارة تحوي أكثر من ثلاثة أحرف يمكن تحل محلها عبارة ذات ثلاثة أحرف 
(نسمح بإضافة بعض المتغيّرات الجديدة) ب بحيث تتحقق العبارة الأصليّة إذا وفقط إذا كانت الشواهد 
الجديدة لا 3-SAT‏ متحققة. استنتج agaia B‏ تختزل إلى (Karp [1972]) 3-SAT‏ . 
)١( .8‏ إذا علمت ČÍ‏ الحلقة الهاملتونيّة تكون تام - NP‏ للبيانات المنتظمة من الدّرجة 3 برهن أن حلقة 
التغطية هي تام NP-‏ هذا هو السؤال فيما إذا كان البيان المعطى G‏ يحوي مسربًا lis‏ يشتمل على نقطة 
طرفيّة لكل ضلع على الأقل. برهن ŠI‏ البيان الخطاني د G‏ يكون هاملتونيًا إذا وفقط إذا وجد ل 6 حلقة 
تغطية. . استنتج أ ol‏ الحلقة الهاملتونيّة تكون تام NP-‏ للبيانات الخطانيّة. 
8.. تعد مسألة المجموعة المسيطرة Lily‏ معطى H‏ وعددًا صحيحًا k‏ وتسأل عما إذا كان يوجد ل H‏ 
مجموعة مسيطرة حجمها يساوي / على الأكثر (تعريف 26.1.3): 

(a‏ إذا ulnas Glo Gols‏ فاجعل G*‏ هو البيان الذي نحصل عليه بإضافة نسخة إضافيّة من كل ضلع 
من أضلاع © ؛ وتقسيم نسخة واحدة من كل ضلع (لذاء يستبدل JS‏ ضلع مثلثا يشتمل على رأس جديد). 
برهن أنه يوجد G‏ غطاء رؤوس حجمه يساوي ۸ على الأكثر إذا وفقط إذا جد ل G'‏ مجموعة مسيطرة 
k [gee‏ غلى الأكثر. 

Kup ce E cp o e لغطاء‎ NP- استخدم تمام‎ (b 
H برهن الادعاء الموجود -2 المبرهنة 12.8 المتعلق بالتلوين الثلاثيّ للجزء‎ . 17.B 

NP- يكون تام‎ gol تقاطع الماترويد‎ GI استخدم مسارا هاملتونيًا -2 بيان موجّه لتبرهن‎ )*( .18.B 

.19.B‏ (*) استخدم مواءمة 3-D‏ لتبرهن Si‏ تقاطع الماترويدات الثلاثي هو تام .NP-‏ 31( أعطينا حشدًا من 
sts ssl‏ على الشكل (x1,%2,%3)‏ حيث V‏ € ,× وكانت المجموعات :72,7 4 غير متقاطعة (منفصلة) ots.‏ 
المواءمة 3 -10هي مسألة | إيجاد MITTERET RR"‏ 
التيتم اختيارها . (بالمقارنة. نعلم أنْمواءمة ثنائيٌ الفرع هي مسألة مواءمة 2 -(1حيث تكون المجموعات أزواجًا). 
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(Appendix C) ملحق‎ 
مساعدات لحل بعض التمارين المختارة‎ 
(Hints for Selected Exercises) 


نورد 4 هذا yan galli‏ خطوط الإرشاد العامةء وبعض الاقتراحات المحددة المتعلقة بحلول بعض 
التمارين المختارة. ونتوقع من خلال هذه الاقتراحات أن نساعد الطلبة الذين يعانون بعض المشاكل على البدء 
بإيجاد البراهين وكتابتها. 
مناقشة (General Discussion) dole‏ 

الخطوة الأولى ب4 حل Gi‏ مسألة هي التأكد من فهم المطلوب فيهاء بُرهنت وتتطلب بعض المسائل التحقق 
من بعض العبارات الرياضية: وربما تمثل التعريفات خارطة طريق للأشياء التي يلزم التحقق من صحتها؛ 
ففي بعض الأحيانء نجد أن العبارة المنشودة تنبع من نظرية بُرهنت سابقًا . lasie‏ يجب التحقق من أن 
فرضيات المبرهنة متحققة لكي نستطيع تطبيقها. 

وربما تشتمل بعض المسائل GSM‏ على إجراء بعض الأشياء التجريبية اللازمة لاكتشاف العبارة التي 
يلزم إثباتها. و بعض الأحيان. نختبر الحالات الصغيرة لاكتشاف النمط العام وإثباته بالاستقراء وبك بعض 
المسائل اللأخرىء يكون من المفيد اختبار تحقق المسألة على بعض الأمثلة؛ OY‏ ذلك ربما يوحي أحيانا عن كيفية 
التحقق من صحة العبارة. 

افهم التعريفات, واستخدمها بحرص وحذر. ولا يلزم وجود رأس معزول للبيان غير المترابط. إن 
العرى والحلقات مفاهيم مختلفة وعليك التفريق بين كلمتي أعظم وأعظمي. غطاء الرؤوس هي مجموعة من 
الرؤوس» أما غطاء الأضلاع فهو مجموعة من الأضلاع. البيان الذي درجة ترابطه Gola‏ 3 يكون مترابطًا 
من الدرجة 2 (مترابط ثنائي): Lal‏ البيان الذي عدده اللوني يساوي 3 ذيكون قابلاً للتلوين ب 17 لوتا. 

عندما نبحث عن إثبات مباشر لعبارة شرطية: فبإمكاننا العمل من طرك المسألة. اعمل قائمة بالعبارات 
التي تتبع من الفرضيات. وقائمة do»‏ بالعبارات الكافية لإعطاء الاستنتاج. وعندما تظهر عبارة 2 كلتا 
ا ٠‏ فإننا نكون قد Ulis.‏ المسألة. 

عندما تفشل الطريق المباشر للإثبات» اعمل قائمة بالأشياء التي تتبع 4 حال فرض أن النتيجة غير صحيحة 
إذاوجد شيء هذه القائمة يتناقض مع شي 2 النتائج التي تتبع من الفرضيات (أويتناقض مع أي من العبارات 
الصحيحة lag. (Aa pall‏ يشير إلى أن المسألة قد حلت باستخدام طريقة الإثبات بالتناقض مرة أخرى. 

الإثبات بالتناقض يناسب العبارات المتعلقة بالاستحالة (أي استحالة حدوث خاصية معينة) لإثبات شيء موجود. 
فغالبًا ما يكون بإمكاننا بناء «fle‏ وإثبات أن لهذا JUI‏ الخواص المنشودة: وهذه هى الطريقة المباشرة هذه الحالة. 

يمكن تفسير معظم العبارات الشرطية بوصفها عبارات محددة قياسيًا بصورة كلية أو عامّة؛ فإثبات 
العبارة المحددة قياسيا بصورة AUS‏ يجب أن يتحقق لكل قيمة من قيم المتغير المعطى 2 المجموعة الكلية. وربما 
تساعد الأمثلة على فهم المسألة أو توضيح LEY‏ إلا أن الأمثلة 2 نفسها لا تشكل إثباتا للمسألة. إن توضيح أن 
jü‏ الخواص المنشودة بلغة تنطبق على الأمثلة المكنة جميمها ٠‏ يمكن أن يؤدي إلى إثبات العبارة المنشودة. 

4 أغلب الأحيان: نجد أن الاستقراء يقع 4 إثبات العبارات التي تحوي عددًا nb‏ كوسيط jade gl‏ 
كن حذرًا من مصيدة الاستقراء! (لقد تم مناقشتها بے المثال 26.3.1 وبك A JEN‏ . 28) تذكر النموذج المعد 
سلقا لإثبات العبارات الشرطية بوساطة الاستقراء (الملاحظة 25.3.1). وأن اكتشاف الحالات الصغيرة (القيم 
الصغيرة) يمكن أن يساعد على فهم المسألة المراد إثباتهاء أو فهم الطريقة التي يمكن أن تنتقل بها من قيمة 
للوسيط إلى القيمة التي تليهاء إلا أن مثل هذا النقاش لا يشكل جزءًا من الإثبات النهائي فيما عدا ما نحتاج إليه 
NONIS‏ 
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تستخدم بعض التقنيات الأخرى sis‏ من مبداً القيم القصوى وصناديق الحمام. أعيانا: نتعامل مع 
أصغر مثال ناقض لعبارة Bagia‏ ومن ثم نستخدم وجوده للحصول على مثال ناقض أصغرء ويمكن رؤية 
ذلك بوصفه استقراءً أو تناقضًا أو تطرفية (قيم قصوی). 
ريما لايكون الأسلوب ( أو التقنية) التي تعطي حلا لمسألة معينة واضحًا gis‏ بعض الأحيان. نجد أن هناك 
أكثر من طريق يصلح LSU‏ وبذلك نحصل على براهين مختلفة للمسألة نفسها. يقوم الرياضيون بإيجاد 
البراهين من خلال العمل بجد واجتهاد. إن الصلابة والمرونة ميزتان؛ فعلينا تجريب التقنيات التي يمكن تخيلها 
d gees‏ مسال من شه عن أن ممارسة حل المسائل تزيد الفهم: E‏ عملية إيجاد البراهين. 
الخطوة الأخيرة هي إعطاء تفسير وشرح تام بحذر للحل؛ ؛ وكتابة الإثبات يمكن أن تُظهر الدقة المختفية 
أو الحالات التي تم تمحيصها. كما أنها يمكن أن تشرح وتوضح أفكارًا يمكن أن تكون غير ذات صلة. إضافة 
إلى أن إنتاج حل مكتوب كتابة جيدة يجب أن يشتمل على مراجعات مكررة. ومن المفيد كتابة Jal‏ مسيقاء 
ووضعه جانبًاء وقراءته ثانية قبل تسليمه؛ وذلك لرؤية ما إذا كان هذا الحل ما زال LEG‏ ومقنعًا وشاملاً ؛ لأن 
عملية كتابة الحل تساعد على تطوير مهارات مفيدة كالقدرة على التعبير عما 2 النفس بصورة مختصرة 
وواضحة ودقيقة. 
مساعدات محددة إضافية (Supplemental Specific Hints)‏ 
1 . يساعد التناقض MULE‏ على الاستنتاجات غير الموجودة. افترض أن fhe‏ هذا التفكيك agaga‏ فما 
الاستنتاجات التي تستنتجها حول اللوح؟ 
1_. استنتاج آخر غير موجود. افترض وجود حلقة سباعية؛ واستخدم خواص بيان بيترسون لتحصل على تناقض. 
1 . .34 2 الحسبان ضلعًا G2‏ (يمكن أن تبدأ برأس). 
1 ابدأ برأس GZ‏ 
35.29.11 2 الحسبان مجموعة المعارف الشخصية أو اللامعارف (أيهما أكبر) لشخص معين. 
ial 32.1.1‏ بنوعية حجم كل مجموعة من مجموعتي التجزئة. 
Ley .1‏ أنه يجب أن تكون البيانات الجزئية الثلاث متشاكلة زوجًا ola Log)‏ هذا يساعد على اختيار 
رسم للبيان يكون له BLS‏ ثلاثي الطية. 
37.3.1 قارن المساهمات من أطراف المسارات بالمساهمات من الرؤوس الداخلية. 
1 . احصل على تفكيك من تجزئة ثنائية. واحصل بالمقابل على تجزئة ثنائية من تفكيك. 
15.2.1 ماذا يحدث عندما يتكرر رأس؟ 
1ه استخدم خاصية التعدي لعلاقة الربط. 
1 . ارسم G‏ لبعض قيم 7 الصغيرة من أجل معرفة ماذا سيكون الجواب» ثم برهن ذلك. 
9.1. للحد الأعلى؛ استخدم الحقيقة ASY‏ عندما يكون القاسم المشترك الأعظم بين العددين bs a‏ 
يساوي 1. فإن هذا يوجد أعدادًا صحيحة Qs‏ بحيث إن 1 = pa + qb‏ 
1 التوصيف المميز للبيانات الثنائية الفرع يجعل هذا سهلا. 
1 المسألة Y‏ تحصر الانتباه إلى البيانات الجزئية المستحدثة. 
38.2.1 استخدم الاستقراء والتمهيدية 25.2.1. 
40.2.1 !13 كان كل من O aP‏ منفصلين. فخن 2 الحسبان مسارًا أقصر من VQ) SVP)‏ واحصل على تناقض. 
Le 12.3.1‏ يساعد على ذلك بناء مثال 4 الحالة A=]‏ ثم exe‏ ذلك. 
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15.3.1 للفرع (D)‏ افتراض المتممات. 

18.3.1 على فرض أن © ضلع - قطع: و H‏ مركبة من مركبات © - G‏ احسب عدد أضلاع H‏ من خلال وجهة 
نظر كل مجموعة من مجموعتي التجزئة. وستحصل على تناقض بوضع مساواة بين هذه الصيغ. 

1 للفرع الثاني؛ اجعل البيانات المنشودة ترتبط ببيانات منتظمة من الدرجة 3. 

22.3.1 فرع (a)‏ ماذا يحدث إذا وجد لرأس خارجي ثلات ثة جيران  SV (C)‏ للفرع (b)‏ ؛ إن الفرع (a)‏ 
يعطينا حدًا Vols‏ على 242 الأضلاع بين Sha V (G) — V (C) s. V (C)‏ عن أن الفرض على الدرجة 
الصغرى يعطينا حدًا آخر. 

1 . عندما يكون in) K‏ جد تشاكلاً. ولكن عندما يكون ۸ فرديًاء فجد حلقة فردية ,2 04. 

31.3.1 للفرع (a)‏ افترض مثال 18.3.1. 

33.3.1 للفرع (8)؛ :جد ارتباطا واحدًا لوأحد بين العناصر غير المجاورة د × وأزواج جيران *: 

34.3.1 خذ 2 الحسبان رأسين متجاورين X, Y‏ وجد ارتباط واحد لواحد بين V(X)‏ و V (y)‏ 

1 للبناء؛ das‏ أن البيانات المنتظمة غير صالحة؛ لأننا نحتاج إلى رؤوس درجاتها Ale‏ وكذلك إلى 
رؤوس أخرى درجاتها متدنية. إلا أن الرؤوس جميعها يجب أن تكون مجاورة لرؤوس درجاتها عالية. 
50.3.1 لكل A‏ ابن مثالا بأضلاع قليلة. واستخدم الاستقراء على 7 لتبرهن أن هذا أفضل ما يمكن. إن 
صيغة جمع الدرجاتٌ تعطي أنه يوجد للبيان البسيط الذي له 7 من الرؤوس وعدد أضلاعه أقل من 773/2 
رأس درجته تساوي 2 على الأكثر. 

1 خرف gd (haat Gly‏ ج لأزواج الأشخاص الذين ما زال بإمكانهم اللعب معًا. ما الشرط الذي يسمح 
بلعب شوط )052( SZL‏ , 

55.3.1 للفرع (a)‏ برهن أولا أن 02 < A(G)‏ . وللفرع (b)‏ برهن أن G‏ يجب أن يكون غير مترابط. 
57.3.1 اخ بالتمودج المعد سلفا ai‏ اا لملاحظة [ .25.3 عاك aed‏ 

iun .63.3.1‏ استقرائي للكفاية يجب أن يتحقق من أن «الشيء الأصغر“ يحقق الشرط قبل تطبيق 
فرضيات الاستقر 

1. للفرع t‏ اجعل تعريف / حاضرًا 2 ذهنك. 

23.4.1 بين أنه يمكن à‏ تغيير التوجيه غير المتوازن لتقليل (تصغير) عدم التوازن. 

25.4.1 أعط توجيها يحوي أكثر من رأسين. بحيث تكون درجة خروج كل منهما as 5 äga ya‏ اعمل تبديلا 
)15433( مناسبًا. 

29.4.1 استخدم الترابط بقوة د D‏ والحلقة الفردية المرجعية 2 6 2 بناء حلقة فردية 2 D‏ 

1 . برهن أن درجة الدخول تساوي درجة الخروج لكل رأس -2 البيان الجزئي F‏ من G‏ الذي يتكون من 
أضلاع موجهة عكسيًا 2 H‏ قرب G‏ من H‏ عن طريق إيجاد حلقة ثلاثية عكسية تشتمل على رأس له درجة 
خروج عظمى بذ '[. 

1 م استخدم الاستقراء القوي على رتبة الدوري. 

38.4.1 2 أحد الاتجاهين» برهن وجود مثل هذا الدوري على 7 من الرؤوسء وذلك إذا وجد دوري على 
yall pane?‏ كن حدر j 1 3-6 teste‏ 
32 2 الفرع aas (b)‏ العينارة على إمكانية إضافة نسخ مضاعفة من الأشلاع الموجودة أصلاً (سابقًا). 
2 قارن بإثبات A — B, C‏ 2 المبرهنة 4.1.2. 

2. استخدم الاستقراء على M‏ ولخطوة الاستقراء؛ احذف ورقة. 

2. احتفظ بالمحدد القياسي 2 ذهنك. برهن أن الشرط على قائمة الأعداد كاف وضروري لوجود 
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شجرة درجات رؤوسها A, ..., An‏ ويجب إثبات تضمينين. 

2 . احسب الأضلاع بطريقتين. 

2 . خذ 2 السحبان EAS‏ العكسي. 

33.1.2 يجب إثبات تضمينين: كل منهما يتعامل مع بيان مترابط على 77 من الرؤوس. 

2 . استخدم الاستقراء على N‏ 

40.1.2 عبر عن © كاتحاد لعدد مناسب من المسارات. ماذا يمكن أن نعمل إذا لم تكن هذه المسارات 
متقاطعة زوجًا 81-55 

41.1.2 استخدم شجرة مولدة لأحد المركبات. 

2.47.12 الفرع (a)‏ تذكر أن اتحاد المسارين من إلى V‏ ومن ۷ إلى ۷ ليس بالضرورة مسارًا من W MU‏ 
59.1.2 ف Lut!‏ كل من 7و مثبت. ويجب إعطاء الجواب بدلالة هذين الوسيطين. 

61.1.2 کون G'‏ من نز - x‏ - © بإضافة ۸ ضلمًا منفصلاً تربط (X)‏ 37 إلى No O)‏ 

5.2.2 لكل حلقة خماسية؛ خذ 2 الحسبان عدد الأضلاع التي ستستخدم. 

2 من التماثل؛ نعلم أن كل ضلع 2 Kn‏ يقع 2 العدد نفسه من الأشجار المولدةد Ky‏ 

9.2.2 استخدم شيفرة برفر. 

2. 2 الشجرة التي مجموعة رؤوسها [77]. اقطع الضلع عند الرأس 7 على المسار من 7 إلى 1. 
24.2.2 ابن الأضلاع بترتيب متناقض بحسب الفرق بين طر4 كل ضلع. 

2., إذاً لم تكن الشجرة جرارة؛ فإنها تحوي الشجرة Y‏ الموجودة 2 JUI‏ 18.2.2. 

2م افترض الرؤوس التي يمكن الوصول إليها بمسار من الجذر. 

2 مماذا يحدث إذا كانت الشجرة المولدة ذات الوزن الأصغر تحوي ضلعًا وزنه أكبر من الوزن الأكبر ب2 
الشجرة المولدة التي تمثل عذق الزجاجة؟ 

13.3.2 افترض Jail‏ ضلع 2 T‏ وذلك من بين الأضلاع غير الموجودة T2.‏ 

2. 2 خطوة الاستقراء. قم جزئ مجموعة الكلمات 2 شفرة أمثل إلى مجموعتين بحسب الجزء 
(القطعة) الأول (الأولى). 

8.1.3 افترض الفرق التماثلي لمواءمتين كاملتين. 

9.1.3 استخدم غطاء رؤوس. أو قارن مواءمة عظمى بمواءمة أعظمية مستخدمًا الفرق التماثلي. 

53._. استخدم الاستقراء على /. 

24.1.3 حول هذا إلى مسألة بيانات. 

3 . جد مصفوفة تباديل مناسبةء وعدّل ما تبقى بمعامل cold‏ لتطبيق فرضيات الاستقراء. 

53. استخدم النتيجة 13.1.3 للفرع 3i. (à)‏ ستقراء على n‏ للفرع (b)‏ 

3. ماذا تقول نظرية كونج وإيجرفاري عن مسألة غطاء الرؤوس عندما لا توجدل (G)‏ مواءمة 
من الحجم k‏ 3 

3 , يتطلب هذا إيجاد حد ومثال يحقق هذا الحد. 

3 إعتبر الأضلاع التي تربط مجموعة مستقلة عظمى بمتممتها. 

3م افترض أن أول حدوث JU‏ هذا الرفض 2 خوارزمية مشاريع الزواج هي أن © )922 × ختى 2 
الحالة التي تمثل فيها Mis gadget‏ إذا رفضت © × من أجل iy‏ فلاحظ أن ل[ يزاوج مع 
IU MD al al‏ مقن أن نستنتج حول ما يفضله هؤلاء الأشخاص؟ 
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Anla بضورة كاف نات أمكلية‎ 53 ugh pl! ella Ley ل‎ 2.3.3 

3م هذا سهل عندما يكون ۸ Éa)‏ أما إذا كان فرديًاء فقم ببناء مثال للحالة 3 = / وعمم ذلك. 
11.3.3 استخدم نظرية توت. 

LSY 12.3.3‏ وجود مواءمة حجمها يساوي الوزن لغطاء معمم؛ اجعل T‏ تساوي مجموعة عظمى من الرؤوس 
تكبر كمية o(G - T) - |T]‏ (النقص). 

14.3.3 أثبت أن | 5|-(5.- 0(G‏ تكون صغيرة كفاية وذلك لكل V (G)‏ ح S‏ . وهناك طريق آخر لحل 
المسألة. وهو أن X Jam‏ مجموعة بها ۸ من الرؤوس تولد أصغر عدد من الأضلاع؛ وبعد ذلك تبرهن وجود مواءمة 
من إلى كل . 

ee .16.3.3‏ التعليل الموجود 2 النتيجة 8.3.3 . 

53 اذا أعطيت رأسين متجاورين  gixa: Y.‏ شرط توت ل ب[ - × - © . 

Sa 18.3.3‏ 2 حجم مناسب لمجموعة توتية (Tutte set) S‏ وعدد مناسب من المركبات الفردية  S‏ - © 
19.3.3 استخدم النتيجة 8.3.3 للحصول على عامل أحادي. جمّع نسحًا من Pa‏ عن طريق الأخذ .2 الحسبان 
تدويرًا منسجمًا للحلقات 2 العامل الثنائي المتبقي . 

5.1.4 برهن أن مترابط, ولا يوجد له رأس قطع. يوجد كذلك إثبات قصير باستخدام المسارات المنفصلة داخليًا 
4ه االمبرهنة 11.1.4 والنتيجة 5.3.1. تعطي إثباتا قصيرًا. 

4. برهن EAS‏ العكسي . 

4. برهن أولاً أنه إذا كان 3-]]5,$[[ ob.‏ حجم كل من S‏ و 5 يكون فرديًا . 

4ه للفرع الأول؛ برهن أنه يوجد للبيان الجزئي المستحدث من الجانب الأصغر لضلع قطع والذي له 
ضلعان على SSW‏ العديد من الاضلاع لتفادي وجود مثلث . 

23.1.4 حقق شرط توت. تذكر أن الشرط الممنوع هو عدم وجود النجوم الكبيرة بوصفها بيانات مستحدثة: 
وليس النجوم الكبيرة فقط. : 

4 . يمكن إثبات الضرورة من خلال تتبع الحلقات حلقة حلقة. وللكفاية» عرف بيانا مساعدًا رؤوسه هي 
مركبات”7 G-‏ برهن أن هذا البيان GALS‏ الفرع من أجل الحصول على التجزئة المنشودة Fees A‏ - 6 . 
27.14 تذكر أن ضلع القطع يكون رابطة إذا وفقط إذا كانت رؤوس كل جانب من جانبي القطع تحدث بيانا 
جزئیا مترابطا. 

4.. استخدم التفكيك للمقابض . 

Mises .4‏ يشكل هذا النسخة الضلعية للمبرهنة 2.2.4 بالإضافة إلى الاستنتاج. والنقاط المشتركة 
تحدث بالترتيب نفسه على المسارين . 

4م ماذا نعرف عن البيانات المترابطة التي لها رأسان على الأكثر. درجة كل منهما فردية؟ 

4 من بيان ALS‏ الفرع o G‏ بيان H‏ بحيث يوصل تطبيق نظرية منجر ule‏ إلى النتيجة التي 
نحتاج إليها على 6 . 

4. استخدم تمهيدية التوسع التمديد ومبرهنة منجر. 

13.3.4 صمّم شبكة بحيث يوجد تحديد (تعيين) للمشاركين 2 مجموعات (زمر) إذا وفقط إذا كانت قيمة 
تدفق الشبكة تساوي ,77ر2 . استخدم نظرية فورد وفولكرسون للتعبير عن مثل هذا التدفق بدلالة القطوع 
(جمع قطع). برهن أن الشرط المعطى على المعطيات Eal‏ الشرط الموجود على القطوع من المنبع (المصدر) 
إلى المصب (البالوعة). 
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5 . إحدى الطرق هي أن تبرهن EA‏ العكسي» إضافة إلى طريقة أخرى هي من خلال حذف حلقة فردية. 
5 نحتاج إلى ترتيب بحيث dil‏ عندما تتم مقابلة (مواجهة أووصول) أي رأس» فإنه يوجد لذلك الرأس 
جاران على الأكثر من بين الرؤوس التي تسبقه ‏ الترتيب . 
5.. تشتمل الحدود الدنيا على الحساب و (أو) مبدأ طواقي الحمام. إن الجزء المثير (الممتع) هو أن 
نعطي بناءً لإثبات أن البيان قابل للتلوين ب 2 + k‏ لوناء بحيث إن 1 + / لا تقسم 7 . 
5 (كذلك المسألة التالية) احصل على عصية وتلوين فعلي من الحجم نفسه . 
5 إذا أعطيت تلوينًا a‏ ب r‏ من الألوان للبيان ,6 tie ipiis‏ من المجموعات الجزئية المختلفة من 
الألوان. ترتبط كل مجموعة بعنصر من 7 وبالعكس. وصح كيف تستخدم مثل هذا الحشد لإنتاج تلوين فعلي. 
e 31.1.5‏ من تلوين فعلي ب m‏ من الألوان؛ ابن مجموعة من الحجم نفسه من مجموعة مستقلة كبيرة بما فيه 
الكفاية. وابن تلوينا فعليًا ب m‏ من الألوان . 
rūsa Ls 32.1.5‏ .23.2 يمكنك أن تستخد تستخدم الاستقراء ء لتشفير الألوان كثنائيات من عديد K-‏ وطبق 
مبدأ طواقي الحمام . 
haal . 5‏ على متباينة تربيعية ل / بدلالة M‏ من خلال استخدام حدود le‏ ودنيا على (©)© . 
5 باستخدام فرضيات الاستقراءء لا ينتهك بيان جديد الحد إلا إذا حذفنا Lal,‏ ووجدنا تناقضا بين 
العدد اللوني لكل من البيان ومتممته. هل يمكن حدوث ذلك 2 الحالة التي يكون فيها مجموع الأعداد اللونية 
يساوي القيمة العظمى Sliku‏ 
5. احصل على الحد الأعلى من الفرع (3). وللحد الأدنى؛ استخدم التوجيه الموجود .2 المبرهنة 
5 نفسه. 
5ه عدّل تلوينًا ae‏ ب# من الألوان. بحيث يصبح تلوينًا Éha‏ ب 1 + ۸ من الألوان له قيم محددة Óku‏ 
على رؤوس P‏ 
5م افترض المتممة.. 
5 بما أن G'‏ مترابط» إذن يكفي أن نفترض حذف الأضلاع من '6. انظر ملاحظة 12.2.5 . 
15.2.5 استخدم الجوارات الكبيرة بوصفها صفوفا لونية 2 حين يبقى هناك رؤوس ذات درجات gle‏ 
ثم طبق نظرية بروك . 
17.2.5 . للفرع Aaa sal a (b)‏ 
Kna + K a Jac . 5‏ لتحصل على shes. var‏ (احسب) التغييرات .2 عدد الأضلاع . 
5 نن إثبات المبرهنة 9.2.5 يحول البيان الذي ليس له عصبة من الدرجة 1 + 7إلى بيان متعدد الفروع 
من الدرجة ”له عدد الأضلاع نفسه على الأقل. يزداد عدد الأضلاع بإحكام. إلا إذا تحققت المساواة -2 كل 
خطوة من خطوات الحساب. ماذا نحتاج لتحقيق المساواة؟ 
27.2.5 للحد bed!‏ إن حذف أضلاع حلقة من مثال ناقض يترك غابة: وهذا ي يحصر الخصر ويحدده. إن 
الاختزال للحالة 3 < ( 6(G‏ يتطلب أن يكون 8 > ۸. وهذا يتناقض مع تمرين 26.2.5 . 
5 مم للحد الأعلى. اختزل للحالة 3< 6(G)‏ وافترض حلقة أقصر C‏ 

إن حذف V (C)‏ يترك LE‏ وأوراقها تمتلك ثلاثة جيران على الأقل على C‏ 
29.2.5. للفرع (b)‏ إذا كان الفرق ب2 الحجم بين أكبر وأصغر صف لوني أكثر من 1 فاستخدم الفرع (a)‏ 
لتغيير التلوين بالطريقة المناسبة. 
5 . يستخدم الفرع (A)‏ خواص البيانات الحرجة من الدرجة ۸ د 6 H5‏ وي الفرع (C)‏ يمكن إعطاء 
أمثلة صريحة من الرتبة 4.6. و8: ثم تطبيق فرع (8). 
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5.. لحساب العدد اللوني؛ افترض مجموعات مستقلة ails.‏ تقسيمات البيانات التامة افترض قطوع رؤوس. إن أي 
تقسيم Kid‏ يجب أن يحوي 1 lasle Sailak‏ ورسطريين رار من روه تيدتها 1 .k-‏ 
5ه استخدم الاستقرا تقراء على ۸ 2 خطوة الاستقراء. أهمل مجموعة جزئية مناسبة من V(G)‏ . 

5.ه. اختزل للحالة 1 (G) < k-‏ 0 ثم استخدم الاستقراء على /. 

3.3.5 131 كانت 312 (G; K) = 6 — AP‏ فكم رأسًا وضلمًا يوجد للبيان 8G‏ 

5. للفرع (a)‏ ؛ استخدم التكرار اللوني أو نظرية 10.3.5. 

6.3.5 فسر (fle)‏ كيف تظهر المساهمات 2 معاملات KO‏ عند حساب aen PG ko‏ 

5_ه. استخدم التكرار اللوني للفرع (3). وللفرع (b)‏ ارجع إلى التمرين 1 المتعلق بأكبر عدد من 
الاضلاع بے Oly‏ على 77 من الرؤوس وعدد مركباته 7. 

18.3.5 يضمن الفرع (a)‏ أن الفرع (b)‏ يحتاج إلى إجراء عملية حسابية واحدة. إن التعبير عن كثيرة 
الحدود اللونية بوصفها حاصل جمع كثيرتي حدود لونيتين يشتمل على إضافة ضلع كما 2 JEM‏ 9.3.5 . 
5_ه. استخدم ترتيب حذف مبسطي . 

5. للفرع )3( استخدم ترتيب حذف مبسطي» يمكن أن يكون الرأس المبسطي موجودًا بذ VIG H‏ 
يكون. وللفرع (b)‏ لاحظ أن N(x)‏ ربما يساوي × V(G)‏ أو لا يساويه. 

5. ابن ترتيب حذف مبسطي Gur gy G J‏ متعديًا د ©. 

6. ما بيانات المستوى التي تحوي وجهًا Waly‏ وعندما يحوي بيان المستوى أكثر من dng‏ فما نوع 
الأضلاع التي يمكن أن Le‏ لتقليل عدد الأوجه؟ 

56. 2 خطوة الاستقراءء احذف ضلعًا لحلقة. 

25.1.6 استخدم صيغة أويلر.. 

6.. يمكن إثباتهذا بتطبيق صيغة أويلر لبيان سوي مناسب. إضافةإلى أنه يمكن استخدام el BT‏ إثبات 
المطلوب. 

6. قلَّد إثبات المبرهنة 23.1.6. 

6. من أجل تطبيق الادعاء وفرضيات الاستقراء؛ جد رأسًا مناسبًا لحذفه من بيان أكبر. 

6 إذا أعطيت البيان G‏ من أجل اختباره» فابن البيان H‏ بحيث يكون igen G‏ خارجيًا إذا وفقط إذا كان 
«Egan H‏ ومن ثم يمكن تطبيق نظرية كوراتوسكي Fhe‏ 

8.2.6 نحتاج إلى الأخذ 2 الحسبان عدة حالات تتعلق بكيفية ترتيب أي تقسيم ل Ks‏ البيان . 

6م البناء. ابدأ ب 5 = 7#. صغر الحد الأعلى لافتراض البيانات السوية التي لها 27 ضلعًاء والتي درجتها 
الصغرى تساوي 3 على الأقل وتحوي Lilie‏ 2.5 كل حالة. احصل على حلقات منفصلة: أوتقسيم ل ۸+3 . 
11.2.6 . افترض أن HI‏ بيان جزئي قابل للانقباض إلى H‏ خذ 2 الحسبان البيانات الجزئية من ٨‏ التي 
تتقلص (تنقبض) لرؤوس H‏ 

5.3.6 استخدم نظرية الألوان الأريمة. 

9.3.6 عندما يكون طول of: C-4‏ استبد ال الداخل (أو الخارج) بضلع واحد بين رؤوس متضادة ب € يسمح 
للفرد بالحصول على تلوين بأربعة ألوان لفلقة0)- التي تستخد م ألوانًا مختلفة على رأسين متضادين من رؤوس C‏ 
‘sli 12.3.6‏ استخدم مجموعات من ثلاثة رؤوس لبناء ”خلوات“ بحيث لا يوجد أي حارس يرى أكثر من خلوة واحدة. 
19.2.6 أثبت أ اتحاد هذين البيانين هو Cs V Ks‏ 
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3.6 .20 :رهن أن الخد الأدنى الناتج عن قضية 6 يساوي 2 على الأقل عندما 5<)7-2(2/2 ويعطينا 
liga Loja A /2 a s eas‏ 

6 . 45 2 الحسبان الضرب الكارتيزي للحلقات. 

27.3.6 افترض النسخ من ہے أي رسم ل Koen‏ 

6 (كذلك المسألة التالية). خذ 2 الحسبان ما يحدث عندما يتحرك رأس عبر ضلع وللفرع الثاني؛ 
افترض رسمًا يسهل فيه Le‏ التقاطعات . 

7. للضرورة ب فرع (D)‏ برهن أن معدل درجة الرؤوس يجب أن يكون 2 

IS |+1 يساوي‎ © - re ae ve VG) لتبرهن أن‎ H استخدم‎ »6 = L(A) اجعل‎ .7 
على الأقل.‎ 

L(G) 5 yalo (ya G 30 alo dial 17.1.7 

20.1.7 افترض تعريف 20.4.1 . 

7. ريما تكون معالجة الحالة H = Ko‏ أولاً مفيدة على الرغم من عدم حاجتنا إلى إثيات هذه الحالة 
منفصلة عن الحالة العامة. 

JS 26.1.7‏ ضلع يقع على رأس قطع يجب أن يظهر .2 أحد الألوان. 

33.1.7 برهن أننا نستطيع عمل تحسين عندما يظهر لون BAS‏ وعندما يكون اللون الثاني غير كاف . 
5551.17.27 المسألة للحالة التي يكون فيها البيانان الهاملتونيان حلقتين. 

7. لکل ۸ء حدد أكبر حجم SS‏ بحيث يوجد ل ۸ G - S.‏ من المركبات . 

7. اكتب الشرط المشتمل على درجات G 5G‏ بدلالة درجة daaa G‏ ثم بين أن G‏ تحقق شرط كفتال 
للمسارات المولدة. 

7 _. استخدم نظرية كفتال وإيردوز. 

32.2.7 كن حذرًا حول كيفية تعديل التحويل للدرجات. صياغة الشرط صحيحة. (نظرية 19.2.7( . 
3.3.7 البيان الثنوي منتظم من الدرجة 3 . 

7.. افترض الأوجه الداخلية والخارجية لحلقة مولدة كل على حدة . 

(Jail 57‏ هلة ATL‏ إل هيارة 93 cula‏ سايقا . 

17.3.7 اختزل هذا لدراسة البيان الذي SE‏ .2 المثال 6.3.7 

7ه عدّل البيان للحصول على الحالة التي تنطبق فيها نظرية جرينبرج . 

7 إذا أعطيت ثلاثة ألوان على ) y, V, ZZ,‏ مار (X,‏ فخذ 2 الحسبان إمكانية الألوان BUY‏ على 
AX Xap Warr Zr}‏ 
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(Appendix D) ملحق‎ 
(Glossary of Terms) مسرد المصطلحات‎ 


بالإضافة إلى المصطلحات المختلفة 2 هذا الكتاب» فإن قائمة المصطلحات هذه تحتوي على بعض 
المصطلحات المتعلقة بالمواضيع المطروحةء Gilly‏ يمكن ol te lau‏ يواجهها 2 دراساته الإضافية لهذه 
المواضيع. ويشمل هذا بعض aided,‏ البديلة التي يستخدمها مؤلفون آخرون. 
تمثل المفردات شرحًا غير رسمي للتعريف. وتشير الأرقام المستخدمة داخل الأقواس إلى رقم الصفحة 
التي ورد بها التعريف الكامل» أو الصفحة التي استخدم فيها المصطلح للمرة الأولى. عندما تستخدم ”6“ 
دون تحدید» فإنها تث تشير إلى olas‏ أو ريّما بیان موجّه» siia «p» fi‏ الى سان موجه 2 Voie‏ أو © 
إلى رأس أو ضلع» ؛ إضافة إلى 7 التي تشير إلى عدد الرؤوس. 
خاصية الامتصاص (الماترويدات) [351]: 7 = Ue) = (CU f) (X)‏ ) تتضمن أن: T(X)-RX USU e)‏ 
لا حلقي ]67[ : خال من الحلقات. 
توجيه لا حلقي [203.208] : توجيه دون حلقات. 
مصفوفة التجاور 4 ]6[ : المدخلة aij‏ تساوي عدد الأضلاع من الرأس أ إلى FAS‏ 
علاقة التجاور: مجموعة من الأزواج المرتبة أو غير المرتبة التي تشكل أضلاعًا ‏ بيان أو 2 بيان موجه. 
مجموعة تجاور :N(V)‏ مجموعة الرؤوس المجاورة ل ۷. 3 
متجاورة ]2[ : الرؤوس التي هي نقاط طرفية لضلع. وتستخدم أحيانا لوصف أضلاع لها نقاط طرفية مشتركة. 
يقترن: يكون مجاورًا ل 
قرين: مصفوفة مرافقات المعاملات. 
2 أغلب الأحيان ]430[ : لها احتمالية مقاربة 1. 
مسار متناوب M-‏ مسار يتناوب بين أضلاع 2 M‏ وأضلاع ليست M‏ أيضًا. 
السلف ]100[: 2 شجرة مجذرة, رأس على المسار إلى الجذر. 
مضاد سلسلة: عائلة من المفردات غير القابلة للمقارنة زوجًا زوجًا (تحت علاقة ترتيب). 
مضاد عصبة: مجموعة مستقرة. 
مضاد فجوة: بيان جزئي مستحدث يشكل متممة حلقة. 
خوارزمية التقريب [496]: خوارزمية كثيرة الحدود بالنسبة إلى الزمن؛ ونسبة أدائها محدودة. 
مخطط تقريب [496]: عائلة من خوارزميات التقريب لها نسبة أداء جيدة بصور اختيارية. 
الشجراني: غابة موجهة فيها الدرجة الخارجة لكل رأس تساوي 1 على الأكثر. 
التشجير Jal :]372[ y (G)‏ عدد من الغابات يغطي الأضلاع. 
قوس: ضلع موجه (زوج مرتب من الرؤوس). 
مترابط قوسي من Kaaya‏ مكل Ca dal aa‏ من Kaan yall‏ يانات للوجهة 
نقطة مفصلة: رأس؛ حذفه يزيد عدد المركبات. 
مسألة الواجب (الفرض المنزلي) [126]: صغر (أو (HS‏ مجموع أوزان الأضلاع -2 مواءمة كاملة لبيان cag all SLB‏ متساوي حجم الفرعين. 
النجم الثلاثي [346]: ثلاثة رؤوس مختلفة بحيث إن كل زوج منها مربوط بمسار يتفادى جوار الثالث. 
لا متماثل: لا يوجد له أي تشاكل ذاتي مختلف عن التشاكل المحايد. 
مقارب [431]: له نسبة تقترب من 1 . 
خاصية التوسيع (الماترويدات) [352]: 1 € 2[ ah,‏ || <|2[| تتضمن وجود 11 b-‏ © © بحيث إن[ © e‏ لا 11 . 
المسار الموسع [109]: للمواءمة هو مسار متذبذب يمكن استخدامه لزيادة حجمها؛ وللتدفق؛ يزيد من قيمة التدفق. 
التشاكل الذاتي [14]: تبديلة للرؤوس تحافظ على علاقة التجاور. 
زمرة التشاكل الذاتي 6: زمرة التشاكلات الذاتية تحت عملية تركيب التشاكلات. 
معدل الدرجة: -Xd(vy n(G) = 2e(Gyn(G)‏ 
متباينة أزوما as (Azuma)‏ على الاحتمالية ‏ نهاية التوزيع. 
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الرجوع بالأثر (استرجاع الأثر) [156]: البحث بعمق Y‏ [البحث العمودي Új‏ 

البيان المتوازن [434]: هو البيان «ale‏ وهو البيان الجزئي الذي له أكبر معدل درجة رؤوس. 

متعدد الفرع من الدرجة k‏ المتوازن: تختلف مجموعات التجزئة لرؤوسه بعضها عن بعض من حيث الحجم بمقدار 1 على الأكثر (انظر متساوي التجزئة). 
عرض النطاق: الأصغرء على ترقيم الرؤوس بأعداد صحيحة مختلفة؛ لأكبر فرق بين العلامات الدالة على الرؤوس المتجاورة. 

مركز الكتلة [78]: رأس يصغر مجموع المسافات للرؤوس الأخرى. 

أساس (ماترويدات) [349]: مجموعة مستقلة كبرى. 

خاصية تبادل الأساس (ماترويدات) [351]: لكل 82€8 ,8 و 82 - CEB)‏ يوجد عنصر Bi - etf o eum fEB2-B)‏ هي أساس. 
بيان بيرج ]340[ (Berge)‏ بيان ليس له فجوة فردية أو مضاد فجوة فردية. 

أفضل ما يمكن: تصبح غير صحيحة عند إهمال بعض الشروط. 

الشجرة الثنائية المركز: الشجرة التي مركزها ضلع. 

عصبة ثنائية [9]: بيان ثنائي الفرع تام. 

ثنائي الترابط: مترابط من الدرجة 2. 

قابل للتمثيل كبيان ثنائي ]65.185[: زوج من المتتاليات التي يمكن تحقيقها كدرجات رؤوس لمجموعتي التجزئة 2 بيان ثنائي الفرع بسيط. 
البيان الثنائي X, F-‏ [24]: بيان ثنائي p all‏ مجموعتا تجزئته هما: F, X‏ 

مصفوفة ثنائية gl)‏ متجه): المدخلات 2 }0,1{ جميعها. 

ماترويد ثنائي [357]: يمكن تمثيله على الحقل الذي يحوي عنصرين. 

شجرة ثنائية [101]: شجرة مجذرة (لها جذر) يوجد فيها طفلان على الأكثر لكل رأس غير ورقة. 

معاملات old‏ الحدين ]487[ (p)‏ : عدد طرق اختيار k‏ لعنصر من مجموعة بها N‏ من العناصر ويساوي [n(n - K)! n!‏ . 

ثنائي الفرع [422]: عدد البيانات الجزئية الثنائية الفرع اللازمة لتجزئة الأضلاع. 

بيان ثنائي الفرع [4]: البيان الذي يمكن تغطية رؤوسه بمجموعتين مستقلتين. 

عدد رامزي لثنائي الفرع: للبيان لثنائي الفرع G‏ هو أصغر عدد A‏ بحيث إن أي تلوين ثنائي Kang de’‏ يجبر G‏ أن يكون أحادي اللون. 
التجزئة الثنائية [24]: تجزئة لمجموعة الرؤوس إلى مجموعتين مستقلتين. 

ماسة بيركوف (Birkoff)‏ [259]: هيئة مختصرة خاصة لمسألة الألوان الأربعة. 

cats‏ ]155[ (1) بيان جزئي أكبر ليس له رأس قطع )2( بيان ليس له رأس قطع )3( صف 2 تجزئة مجموعة. 

بيان قالب النقطة الفاصلة [156]: بيان ثنائي الفرع بسيط؛ تكون قوالبه مجموعات التجزئة ورؤوس الفصلء وعلاقة التجاور هي الاحتواء. 
oly‏ القالب: بيان تقاطع Gl ga‏ 

البرعم ]142[: حلقة فردية تظهر -2 خوارزمية إدموندز eel gh‏ عامة. 

رابطة [154]: قاطعة أضلاع أصغريه. 

ماترويد الروابط [362]: ثنائي لماترويد حلقة لبيان. 

فضاء الروابط [452]: المتمم العمودي لفضاء الحلقات. التركيبات الخطية للروابط (على حقل يحوي عنصرين). 

طمر الكتاب: تفكيك ل G‏ إلى بيانات سوية خارجية بترتيب متناغم للرؤوس LaS)‏ على العمود الفقري لكتاب). 

باقة: بيان يتألف من رأس واحد ومجموعة من العرى. 

رأس تفريع (تفصين) [249]: ol‏ درجته تساوي 3 على الأقل. 

التغصين (التفريع): بيان موجه تساوي درجة الدخول لكل رأس فيه 1 ما عدا Maly Lil‏ درجة دخوله تساوي 0. 

تفريع - [404]: تفريع جذره ۲. 

البحث الأفقي أولا [99]: بحث عن الرؤوس بترتيب بحسب بعدها عن الجذر. 

الشجرة الأفقية الأولى: الشجرة التي يولدها البحث الأفقي أو بدءًا من الجذر. 

الجسر [304]: ضلع - قطع. 

جسر - AH‏ 6: الشظية - H‏ (يستخدم من قبل مؤلفين آخرين). 

بيان خال من الجسور [304]: بيان ليس له أضلاع - قطع. 

نظرية بروكس: aG) € A(G)‏ للبيانات المترابطةء ما عدا العصب والحلقات الفردية. 

الصبار [160]: بيان مترابط» بحيث يظهر كل ضلع من أضلاعه 2 حلقة واحدة على الأكثر. 

قفص من نوع ]49[ (k,g)‏ -: بيان منتظم من eae il‏ رتبته أصغر ما يمكن وذلك من بين البيانات التي يساوي خصرها E‏ 

السعة ]176.178[: حد على التدفق )1( من خلال ضلع 3 شبكه؛ )2( عبر قطع. 

ضرب كارتيزي 01002: البيان الذي مجموعة رؤوسه T(G1)XT(G2)‏ وأضلاعه معطاة على الشكل (Upu) + (vv)‏ إذا تحقق أن 
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G1 & wv) 4u27v3 (2) أو‎ G2 2:292 و‎ m1 = vi (1) 

الجرارة [88]: شجرة فيها ممر واحد يحوي احدى النقاط الطرفية لكل ضلع على الأقل. 

صيفة كيلي [81]: عبارة تنص على وجود N"?‏ شجرة مجموعة رؤوسها [n]‏ 

خلية ثنائية [268]: على السطح هي منطقة متماثلة بصورة استمرارية مع قرصء بمعنى أن كل منحنى مغلق قابل للتقليص إلى نقطة. 

طمر خلية ثنائية [72]: طمر تكون فيه كل منطقة عبارة عن خلية ثنائية. 

المركز [72]: البيان الجزئي الذي تحدثه الرؤوس التي اختلافها المركزي أقل ما يمكن. 

الشجرة المركزية [78]: شجرة مركزها رأس واحد. 

السلسلة f‏ 06 = مسار تتذبذب ألوانه بين اللونين »0 و . 

كثيرة الحدود المميزة (:0)0 [453]: كثيرة الحدود المميزة لمصفوفة التجاور lll‏ وجذورها هي القيم الذاتية (eigen values)‏ 

الأطفال  :]100[‏ شجرة مجذرة. هي جيران الرأس الحالي البعيدة عن الجذر. 

مسألة ساعي البريد الصيني [408]: مسألة slas!‏ أرخص ممر مغلق glais‏ الأضلاع جميعها -2 بيان موزون ضلعيًا. 

عدد الاختيار ]408[ قابلية الاختيار. ; 

قابل للاختيار z-‏ ]408[ للقوائم التي من الحجم X‏ جميعها Lal‏ لرؤوس C‏ يوجد تلوين فعلي يختار Ligh‏ لكل رأس من قائمته. 

وتر [225]: ضلع das pa‏ بين رأسين غير متتابعين 2 مسار أو .2 حلقة. 

بيان وتري [225]: لا توجد فيه حلقات غير وترية. 

حلقة لاوترية [225]: حلقة مستحدثة طولها 4 على الأقل. 

مسار لا حلقي: سان يتل Maza jx Uo‏ 

الدليل اللوني Gy!‏ [275]: العدد اللوني للأضلاع. 

العدد اللوني (G)‏ /[5.191]: أقل عدد من الألوان 2 تلوين فعلي. 

كثيرة الحدود اللونية (/:©) y‏ ]220[ كثيرة iso‏ قيمتها عند k‏ تساوي عدد التلوينات الفعلية ل G‏ باستخدام الألوان [ ,... AL‏ 

المعاودة ( التكرار) اللونية: علاقة معاودة (تكرار) لكثيرة الحدود اللونية. 

لوني من الدرجة ۸ ]192[ عدده اللوني يساوي X‏ 

بيان الدائرة [341]: بيان التقاطع لأوتار دائرة. 

الدارة ]27.60[ صف تكافوًا مسرب مغلقة دون تحديد رأس بداية (بيان زوجي)؛ (تنويه- يستخدمها بعض المؤلفين لتعني حلقة). 

البيان المستدير: بيان يُبنى على دائرة بمسافات متساوية بين رؤوسه حيث يعتمد التجاور فيه على المسافة فقط. 

بيان أقواس الدائرة [341]: بيان التقاطع لأقواس دائرة. 

دوران (جريان) [187]: تدفق ‏ شبكة؛ بحيث إن محصلة التدفق تساوي 0 عند كل رأس. 

المحيط [293]: طول أطول حلقة. 

الفقرة (العبارة) [499]: جمع من الأحرف 2 صيغة منطقية (بولينية) (Boolean)‏ 

المخلب [12]: البيان 11,3 

خال من المخالب: ليس له 1,3 كبيان جزئي مستحدث. 

العصبة [4]: مجموعة من الرؤوس المتجاورة زوجًا Ur)‏ (يستخدم من قبل العديد من المؤلفين ليعني (Un le‏ 

غطاء العصب [226]: مجموعة من العصب تغطي الرؤوس Jal)‏ حجم >(0)©6) . 

التفكيك لعصب: تجزئة مجموعة الأضلاع إلى بيانات جزئية تامة. 

غطاء الأضلاع بعصب: مجموعة من البيانات الجزئية التامة التي تغطي الأضلاع. 

تحديد العصب: عملية تحافظ على JUSI‏ وتدمج العصب 2 بيانين. 

عدد العصب :0(G)‏ أكبر رتبة لعصبة G2‏ 

عدد تجزئة العصب: أقل حجم تفكيك لعصب. 

شجرة العصب [327]: تمثيل تقاطع لبيانات وترية. يتألف من شجرة dinars‏ بالإضافة إلى دالة تناظر بين رؤوس هذه الشجرة والعصب الأعظمية ل © 
بحيث تحتوي هذه العصب على رأس تشكل شجرة جزئية من الشجرة المضيفة. 

,مصفوفة وقوع رأس - عصبة [328]: مصفوفة -1 ,0 فيها المدخلة (i,j)‏ تساوي 1 إذا كان رأس ترينتمي إلى عصبة أعظمية i‏ 

gal‏ مغلقة ]164[: مسار بين رأسين قديمين (ربما متساويين) عبر رؤوس جديدة. 

التفكيك لآذان مغلقة [116]: بناء بيان من حلقة من خلال إضافة آذان فعلية. 

مجموعة مغلقة (ماترويدات) [360]: مجموعة تساوي ما تولده. 
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ممر مغلق [20]: ممر يبدأ بالرأس نفسه وينتهي به. 

إغلاق ]289.360[: )1( البيان C(G)‏ الذي يحصل عليه من G‏ بإضافة أضلاع (ضلعًا ضلعًا) تربط بين الرؤوس غير المتجاورة بحيث يساوي مجموع 
الدرجات (G)‏ )2( الصورة تحت مؤثر إغلاق. 

مؤثر إغلاق [360]: مؤثر قابل للتمدد. يحافظ على الرتبة؛ وجامد. 

مرافق أساس [360]: أساس للماترويد الثنوي. 

مرافق حلقة [360]: حلقة 2 الماترويد الثنوي. 

زوج مرافق حرج: رأسان غير متجاورين بحيث إن إضافتهما بوصفها ضلعًا تزيد عدد العصب. 

ماترويد مرافق الحلقات ]362[: الماترويد الثنوي لماترويد الحلقات. 

فضاء مرافق الحلقات: فضاء الروابط. 

مرافق بیان [202]: بیان خال من ,7 (يكافئ متممة بیان مصغر) . 

صف لوني [191]: مجموعة الأشياء التي لها اللون نفسه ‏ تلوين معين. 

حرج اللون (حرج لوني) ]192[ بيان يتحقق فيه أن لكل بيان جزئي منه عددًا Ug)‏ أصغر. 

لوني من الدرجة Ke‏ [191]: له تلوين فعلي ب K‏ من الألوان على الأكثر. 

تلوين من الدرجة k-‏ [191.380]: تجزئة ) من المجموعات. 

تلوين P‏ تجزئة للرؤوس إلى مجموعات جزئية تولد بيانات لها الخاصية P‏ 

ماترويد أعمدة M (A)‏ ]351[ هي ماترويد. بحيث إن مجموعاته المستقلة هي المجموعات الجزئية المستقلة خطيًا من أعمدة المصفوفة A‏ 

شفرة خالية من فاصلة: لا توجد كلمة شفرة بوصفها مقدمة (بداية) لشفرة أخرى. 

نظام مشترك للتمثيلات المختلفة (CSDR)‏ [171]: إذا أعطينا عائلتين A‏ و B‏ من المجموعات فإن ال CSDR‏ هي مجموعة من العناصر التي تشكل 
.ByA SDR‏ 

بیان مقارنة ]228[ بیان له توجيه متعدٌ. 

المتممة © [3]: cole‏ أو بیان موجه بسيط له مجموعة رؤوس G‏ نفسها. معرف من خلال ( uv € E(G‏ إذا وفقط إذا كان LUVEE(G)‏ 

تصغير متممة ]344[ : قابل للاختزال لبيان تافه من خلال تكرار أخذ متممة المركبات. 

البيان التام Kin‏ [9]: بیان بسيط. كل رأسين فيه يكونان متجاورين. 

البيان المتعدد الفرع k-‏ التام Kn, ... sk‏ [207]: بيان متعدد og pall‏ عدد مجموعات رؤوسه الجزئية يساوي k‏ يتجاور فيه أي رأسين لا ينتميان إلى 
المجموعة الجزئية نفسها (أحجام مجموعاته الجزئية هي (My ... Mh‏ 

خلية تامة الوسم [388]: منطقة مبسطية بعلامات دالة مختلفة على الزوايا. 

درجة التعقيد [404]: أسوأ حالة لعدد العمليات اللازمة. بوصفها دالة لحجم المدخلات. 

المركبة [22]: أكبر بيان جزئي مترابط. 

المركبة -5 ل 6: انظر الفلقة S-‏ 

تركيب [01]02 [332]: البيان الذي مجموعة رؤوسه (02) XT‏ آ(61). والمعرف على الشكل (vi,v2)‏ ج )111,02( إذا وفقط إذا كان Gigue vi‏ أو 

G2 212 جه‎ v2 911۷1و‎ 

بيان تعارض [252]: ol‏ رؤوسه هي الجسور لحلقة. حيث تكون الجسور متجاورة (متعارضة) عندما يكون لها ثلاث نقاط طرفية مشتركة؛ أو أن يكون لها أربع 
نقاط طرفية متناوبة على الحلقة. 

أوتار متعارضة: وتران: تتناوب نقاطهما الطرفية على حلقة معينة. 

التجزئات المترافقة: تحزئتان ل I‏ تعطي إحداهما حجم الصفوف, أما الأخرى فتعطي حجم الأعمدة لشكل فيريرز (Ferrers diagram)‏ 

مترابط [6]: يحوي مسارًا من U‏ إلى ۷ لكل زوج من الرأسين V gU‏ 

مترابط من الدرجة ]149.164[ -: درجة ترابطه تساوي k‏ على الأقل. 

علاقة الربط (الوصل) [21]: علاقة يحققها الرأسان 9X‏ /[إذا aes‏ مسار من × إلى Y‏ 

الترابطية (درجة الترابط) ]149.164[ :K(G)‏ أصغر عدد من الرؤوس: بحيث إذا C35‏ هذه يصبح البيان غير مترابط؛ أو يصبح عبارة عن رأس واحد 
(أحيانا تسمى درجة ”الترابط للرؤوس“ وكذلك من أجل الوضوح) . : 

خاصية الواحدات المتتابعة (للصفوف) [176]: توجد تبديلة للأعمدة بحيث تظهر الواحدات متتابعة 2 كل صف. 

قيود المحافظة [186]: للتدفق؛ تعني أن محصلة التدفق تساوي 0 عند كل رأس. 

التقريب (التدوير) المنسجم أو الملائم ]84[: تحويل المعطيات ومجاميع الصفوف (الأعمدة) Z‏ مصفوفة إلى أقرب الأعداد الصحيحة أعلى أو أسفل. 
بحيث تبقى مجاميع الصفوف (الأعمدة) صحيحة. 

خطوات البناء: خطوات التكرار (المعاودة) لبناء أعضاء صف من البيانات من بيان (بيانات) أساسية أصغر. 
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الانقباض (التقليص) ]84[: أن يحل محل الضلع 1/7 رأس W‏ يقع على الأضلاع جميعها التي كانت واقعة أصلاً على U‏ أو V‏ 

العكس DD"‏ تحصل عليه من بيان موجه D‏ من خلال تبديل الرأس مع ذيل ضلع. 

الطمر المحدب [248]: بيان مستوى؛ فيه كل وجه محدود مجموعة محدبة؛ Lal‏ الحدود الخارجية فهي مضلع محدب. 

دالة محدبة [443]: تحقق المتباينة (1-4)b) > Afta) + )1 - AYA)‏ + ۸4 )ل نكل OSASI Jetsa,b‏ 

شكل رباعي محدب: لا يقع أي رأس من رؤوسه داخل المثلث الذي تشكله الرؤوس الثلاثة الأخرى. 

التكلفة [125]: اسم الدالة الموضوعية للعديد من مسائل إيجاد القيم الصغرى الموزونة. 

مرافق شجرة: بالنسبة إلى البيان. تعني الأضلاع التي لا تنتمي إلى شجرة مولدة معطاة. 

غطاء (تغطية) -۴: تغطية لمجموعة أضلاع ببيانات جزئية بغ العائلة ۴. 

ضلع مربع [122.339]: ضلع؛ يزيد عدد الاستقلال إذا 932« 

بيان حرج [192]: مصطلح يستخدم للعديد من خواص البيانات, حيث يشير إلى أن حذف رأس gl)‏ ضلع بحسب السياق) يلغي الخاصية المعطاة. 

بيان حرج من الدرجة k-‏ ]192[ عادة تعني حرجًا ag‏ عدده اللوني Ke‏ 

حرج الترابط الثنائي: إن حذف ضلع يلغي خاصية الترابط الثنائي. 

التقاطع [234] :ل الرسم Obed‏ فإن هذا يعني تقاطمًا داخليًا لضلعين. 

عدد التقاطع (0)6 [262]: أصغر عدد للتقاطعات عند رسم 2G‏ المستوى. 

المكعب casti :]36[ Of‏ ذو البعد ۸. 

بيان تكعيبي [304]: بيان منتظم من الدرجة 3. 

قطع [5,5] [166]: الأضلاع من مجموعة جزئية من الرؤوس إلى متممتها (وخصوصًا بط الشبكات). 

ضلع - قطع [23]: gis‏ يزيد عدد المركبات إذا خذف. 

مجموعة قطع (فصل) :مجموعة فاضلة من AN‏ 

رأس قطع [23]: wooly‏ يزيد عدد المركبات إذا حُدْفَ. 

حلقة ]5,55[: بیان بسيط. يمكن وضع رؤوسه على دائرة؛ وتكون هذه الرؤوس متجاورة إذا وفقط إذا ظهرت بالتتابع على الدائرة. 

(تنويه- تستخدم من قبل بعض المؤلفين الآخرين لتعني بيانًا زوجيًا). 

غطاء حلقات مزدوج [312]: قائمة من الحلقات؛ بحيث يظهر كل ضلع 2 مفردتين من مفردات القائمة. 

حلقة ]9[ :K-‏ حلقة طولها ۸ تتألف من ۸ رأسًا k g‏ ضلعًا. 

ماترويد الحلقات ]350[ M (G)‏ ماترويد. داراته هي حلقات G‏ 

الرتبة الحلقية: aas‏ فضاء الحلقات. ويساوي عدد الأضلاع - عدد الرؤوس + عدد المركبات. 

فضاء الحلقات [452]: الفضاء الصفري لمصفوفة الوقوع: ترتبط العناصر بالبيانات الجزئية الزوجية. 

مقدار الترابط - الضلعي الحلقي: عدد الأضلاع التي يجب أن تحذف من أجل فصل مركبة بحيث تحوي كل مركبة من المركبات المتبقية حلقة. 

مترابط ضلعي حلقي من الدرجة Jada iK‏ ترابطه الضلعي الحلقي يساوي k‏ على الأقل. 

بیان دوبروجن [61]: بيان موجه يُشفر الانتقال الممكن بين عديد e‏ وترتيبه N-‏ عند استلام الأحرف الإضافية. 

مسألة قرار (تقرير) [494]: مسألة حسابية جوابها نعم أولا. 

التفكيك ( التحليل) [11]: HLS‏ بيان G‏ على هيثة اتحاد لبيانات جزئية منفصلة als‏ 

تفكيك ]397[ - F‏ تفكيك باستخدام بيانات 2 العائلة ۴. 

عدد تفكيك G JF-‏ أصغر عدد من البيانات A852‏ -۴ د 6. 

الدرجة ]6,34[ (4)۷: )1( لرأس؛ هي عدد مرات ظهور هذا الرأس 2 الأضلاع (ربما تعد من رؤوس هذا البيان). 

متتالية الدرجات [44] dy‏ < ... < 41: قائمة بدرجات الرؤوس» تفهرس عادة بدليل غير متناقص بغض النظر عن ترتيب الرؤوس. 

مجموعة الدرجات: مجموعة درجات الرؤوس (تظهر كل درجة مرة واحدة فقط) + 

صيغة مجموع الدرجات: Ld(v) = 2e(G)‏ 

طريقة الحذف [428]: تقوية لتعليل وجود شيء بطريقة الاحتمالات. 

الطلب [184]: قيود على المصابٌّ ‏ شبكات النقل. 

الكثافة [435]: نسبة عدد الأضلاع إلى عدد الرؤوس. 

الضلع التابع [231]: ضلع 2 توجيه لا حلقي» بحيث ينتج عكسه حلقة. 

المجموعة التابعة (غير المستقلة) Le)‏ ترويدات) [349]: مجموعة تحوي حلقة (دارة). 

البحث بعمق ( العمودي) sj‏ [156]: البحث باسترجاع (الرجوع) الأثر من رأس» وذلك بدءًا من عند أحدث رأس تام الوصول إليه» ودعمه 2 
الحالة التي لا يوجد فيها جيران جدد. 
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خلف (سلالة) ]100[ x‏ 2 الشجرة ذات الجذر؛ هي عناصر الشجرة الجزئية التي جذرها AX‏ 

عدد رامزي القطري [385]: عدد رامزي لمثال (شاهد) عندما تكون العتبات ( البدايات أو ما يستهل به) (أعداد أو بيانات) متساوية. 

القطر [70]: القيمة العظمى للمسافات du, v)‏ بين الرؤوس. 

بيان موجه [53]: بيان له توجيه. 

خوارزمية ديجكسترا [97]: خوارزمية لحساب أقصر المسارات من رأس واحد. 

نظرية دل ورث ]413[ AULAN pais pi (Dilworth)‏ زوج يساوي أصغرعدد من الجموعات pia ABRASAR Ael‏ جميعها. 

:K [36] as 93 Oksa‏ نيان بسيظ متجموفة رؤوسة 1Y‏ ,0{ » حيث تتجاور الرؤوس إذا وفقط إذا اختلفت أسماؤها 2 إحداثي واحد بالضبط. 

مخمنة دينتز ]410[ (Dinitz)‏ كل بيان ALS‏ الفرع يكون قابلا للتلوين Gab‏ بقائمة تحوي Éy A(G)‏ 

البيان الموجه [53]: مجموعة أضلاع؛ ومجموعة رؤوس؛ وتحديد رأس كل ضلع حلقة وذيله.مسارء مسرب» ممر - موجه ... الخ [57]: المعنى نفسه دون 
إضافة الصفة (موجه). ورأس كل ضلع هو ذيل الضلع الذي يليه. 

قرص: منطقة مستوية محاطة بمنحنى مغلق. 

غير مترابط (منفصل) [6]: بیان له أكثر من مركبة. 

مجموعة فاصلة [152]: مجموعة أضلاع, إذا حذفت, فإنك ستحصل على رأس لا تستطيع الوصول إليه من رأس آخر. 

الاتحاد النفصل ]39[ G1 + G‏ اتحاد لبيانين منفصلي مجموعتي الرؤوس. 

بيان فصل: متممة بيان تقاطع. 

المسافة ]70[ (u,v)‏ أصغر طول لمسار من U‏ إلى ۷. 

طمر حافظ للمسافات [400]: دالة (1) آج f T(G)‏ بحيث di(flu),flv)= do(u,v)‏ الاثنا عشري ]243[: بیان سوي له 20 Lil,‏ و 30 ضلعاء 
و 12 وجا طول كل منها يساوي 5. 

مجموعة مسيطرة [116]: مجموعة 1 S C‏ بحيث إن لكل رأس خارج جارًا ‏ 5. 

عدد السيطرة [116]: أصغر حجم مجموعة رؤوس مسيطرة. 

قفزة مزدوجة (ثنائية) [437]: البناء المختلف الموسوم لبيان عشوائي 2 النموذج A‏ لدوال الاحتمالية التي لها الشكل C/N‏ حيث 

g> lalem 

النجم المزدوج [77]: شجرة لها رأسان على الأكثر. درجة كل منهما أكبر من 1. 

الطارة المزدوجة (الثنائية) [266]: السطح (الموجه) بمقبضين. 

: [280]: K4 - e مثلث مزدوج‎ 

المصفوفة التصادفية المزدوجة [120]: مصفوفة مربعة. مجموع مدخلاتها يساوي 1 كل صف 2-5 كل عمود أيضا. 

خاصية التوسيع الثنوية (ماترويدات) [362]: مجموعات منفصلة مستقلة 2 الماترويد والثنوي له ويمكن توسيعها لأساس ومرافق أساس متمم. 

الضلع الثنوي ]236[ 6: هو ضلع البيان الثنوي G*‏ المرتبط بالضلع © لبيان المستوى G‏ 

البيان الثنوي ]236[ G*‏ لبيان المستوى G‏ هو البيان الذي فيه رأس لكل منطقة  G‏ حيث تكون فيه الرؤوس متجاورة إذا اشتركت حدود مناطقها 2 
G‏ بضلع (يمتد لطمور الخلايا الثنائية على أي سطح). 

نظام وراثي ثنوي ( أو ماترويد) ]360[ M‏ نظام وراثي؛ أساساته متممات أساسات M‏ 

المسألة الثنوية [113]: للمسألة max cIx‏ بحيث oc < 0 gAx > b‏ إن المسألة الثنوية لهذا هي min y/b‏ حيث 6< 4رو 20 y‏ 

فجوة الثنوية: متباينة صارمة بين قيم مثلى لزوج من البرامج الصحيحة الثنوية. 

N(x’) = N(x) حيث‎ x! إضافة‎ x [321] مضاعفة الرأس‎ 

مقبض (أذن) [163]: مسار درجة رؤوسه الداخلية 2 J)‏ «جديدة). 

تفكيك مقبضي [163]: بناء G‏ من حلقة بإضافة مقابض ر 

الاختلاف المركزي[70] Gv)‏ © : أكبر مسافة للرؤوس الأخرى. 

ضلع [2]: )1( 2 ota‏ زوج من الرؤوس E(G))‏ ترمز إلى مجموعة الأضلاع). 

)2( 2 بيان زائدي. مجموعة جزئية من مجموعة الرؤوس. 

قابلية اختيار الأضلاع [409] ji (G)‏ أصغر k‏ بحيث تكون قابلية اختيار أضلاع «k ggas G‏ 

قابلية اختيار الأضلاع ]409[ sk-‏ : للقوائم من en‏ المحددة Geo‏ جميعها ؛ يوجد تلوين فعلي لأضلاع 7) بحيث يختار هذا التلون igh‏ لكل ضلع من قائمته. 

العدد اللوني للأضلاع ]275[ (6)': أصغر عدد من الألوان L‏ تلوين فعلي للأضلاع. 

قابل للتلوين الضلعي ب ۸ من الألوان ]275[ : يوجد تلوين فعلي للأضلاع يستخدم على الأكثر ۸ لوتا. 

تلوين الأضلاع [274]: تحديد علامات دالة للأضلاع. 

مترابط ضلعيًا من الدرجة ]164 KK[152.‏ مقدار ترابطه الضلعي يساوي K‏ على الأقل. 
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مقدار (درجة) الترابط الضلعي ]152[ k (G)‏ أصغر عدد من ELM‏ بحيث يؤدي حذف هذه الأضلاع إلى فصل G‏ (يجعل G‏ غير مترابط). 

غطاء الأضلاع [114]: مجموعة أضلاع تقع عليها الرؤوس جميعها. 

قطع ضلع ]152.164[ S]‏ ,5]: مجموعة الأضلاع التي تربط رأسًا SB‏ مع رأس غير موجود فيه. 

قابل لإعادة Lidl‏ - ضلعيًا: البيان الذي يمكن تحديده (بإهمال التشاكل) من خلال معرفة مجموعة 
البيانات الجزئية التي تحصل عليها بحذف أضلاع منفردة. 

مخمنة إعادة بناء الأضلاع: المخمنة التي تنص على أن كل بيان له أربعة أضلاع على الأقل يكون قابلاً لإعادة البناء - aaa‏ 

متعدٌ ضلعيًا ]18[ : توجد لكل زوج من الأضلاع ef © EG)‏ تبديلة تنقل © إلى 

القيمة الذاتية [453]: لبيانء هي القيمة الذاتية لمصفوفة نجاور هذا البيان. 

المتجه الذاتي ل [453] A‏ المتجه X"‏ بحيث A, = AX‏ لثابت ۸. 

انقباض بسيط ( أولي) [84]: انقباض 

حلقة بسيطة (أولية): حدود منطقة 2 بيان مستوى (تنويه: بعض المؤلفين الذي يستخدمون ”حلقة“ لتعني دارة ؛ يستخدمون حلقة بسيطة (أولية) لتعني حلقة) 

تقسم أولي ]162[: استبدال ضلع بمسار من ضلعين يربط بين النقاط الطرفية للضلع الأصلي. ( انظر تة Lane‏ 

الطمر [234]: دالة (تطبيق أوتحويل) من بيان لسطح» بحيث لا تتقاطع (صور) أضلاعه إلا عند نقاط طرفية مشتر 

بيان خال [22]: البيان الذي لا يحوي أضلاعا. 

نقطة طرفية [2]: (1) كل عنصر من عناصر ضلع؛ (2) أول أو آخر رأس لسار أو مسرب أو ممر. 

رأس طرخ (نهاية): رأس؛ درجته تساوي 1. 

متساوي التجزئة (e pill)‏ [207]: له مجموعات تجزئة تختلف ‏ أحجامها بمقدار 1 على الأكثر. 

تلوين Jole‏ (منصف): له صفوف لونية تختلف أحجامها بمقدار 1 على الأكثر. 

تكافؤ ]399[: كبيان. اتحاد لبيانات تامة منفصلة زوجًا زوجًا. 

علاقة تكافؤ [490]: علاقة منعكسة, متماثلة ومتعدية. 

عدد إيردوز: المسافة عن إيردوز -2 بيان التعاون للرياضيين. 

مميز أويلر: للسطح» من جننس Y‏ هو 2-2Y‏ 

جولة أويلر: دارة (حلقة) أويلرية. 

دارة (حلقة) أويلرية [26.60]: مسرب مغلق يحوي كل ضلع. 

بیان (بيان موجه) أويلري [26.60]: بيان. أو بيان موجه يحوي دارة (حلقة) أويلرية. 

مسرب أويلري [26.60]: مسرب يحوي كل ضلع. 

صيفة أويلر ]1241 e+ f= 2 - papa‏ - #وذلك لطمر ثنائي الخلية لبيان مترابط له N‏ من الرؤوس:و © من الأضلاع. و naf‏ على سطح جنسه يساوي [. 

حلقة زوجية [24]: dite‏ عدد أضلاعها (رؤوسها) زوجي. 

زوج زوجي [348]: زوج من الرؤوس Y X‏ بحیث يكون كل مسار لا وتري من × إلى V‏ زوجي الطول. 

مثلث زوجي [280] : مثلث T‏ بحيث إن لكل رأس عددًا n)‏ من الجيران 2 T‏ 

رأس زوجي [26]: رأس درجته زوجية. 

التطور (النشوء): النموذج الذي يولد بيانات عشوائية من خلال إضافة أضلاع عشوائية بالتتابع. 

sat‏ (المكبر)- ]463[ (nk)‏ ثنائي «pal‏ حجم كل من مجموعتي تجزئته يساوي M‏ ودرجات رؤوسه تساوي k‏ على الأكثر, بحيث يوجد جارٌ على الأقل 
لكل مجموعة 5 بها على الأكثر نصف رؤوس المجموعة الجزئية الأولى |s\/n)|S|‏ - 1)+1. 

التمدد (التوسع) :2 بیان منتظم ثلاثي؛ Ls‏ ضلعان. ٠‏ ويُضاف ضلع جديد يربط بين رؤوس جديدة. 

تمهيدية التمدد [162]: إضافة رأس درجته ‏ إلى بيان مترابط من الدرجة. يحافظ ۸ على Kal das js‏ 

خاصية التمدد (التوسع) [358]: للدالة 6 المعرفة على المجموعات الجزئية لمجموعة, تعني أن تكون a (X)‏ اك لكل ال 

التوقع [427]: لمتغير عشوائي متقطع هي È k prob(X = K)‏ 

المنقطة الخارجية: المنقطة غير المحدودة 2 بيان مستوى. 

رأس خارجي: رأس 2 المنطقة غير المحدودة. 

وجه [235]: منقطة 2 طمر. 

عامل [136]: بيان جزئي مولد. 

UV) = flv) فيه‎ sa بیان جزئي‎ if- [140] عامل‎ 

عامل ]140[ th‏ بيان جزئي مولد منتظم من الدرجة ). 

قابل للتحليل ل:/ من العوامل [276]: له تفكيك (تحليل) إلى / من العوامل. 
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(e yall sal gall Jules‏ 6 بوصقها اتحادًا لبيانات ade je‏ متفصلة ليان 

تحليل إلى / من العوامل [276]: تحليل البيان إلى ) من العوامل. 

المروحة ]170[ x, U‏ مسارات منفصلة lel‏ زوجًا Uc)‏ من :إلى الرؤوس ال مختلفة بذ []. 

نظرية فاري ]246[ (Fa'ty)‏ يوجد للبيان السوي Salo‏ .2 المستوى ‏ صورة خطوط مستقيمة. 

مثلث سمين [275]: بيان ثلاثي الرؤوس» لكل زوج من رؤوسه عدد مرات التكرار الضلعي نفسها. 

التدفق الملائم [176]: يحقق تدفق 2 شبكة قيود الأضلاع؛ وتساوي محصلة التدفق عند كل رأس داخلي 0. 

الحل الملائم [322]: LS‏ لقيم المتغيرات يحقق القيود جميعها 2 مسألة أمثلية. 

بیان فيريرز (Ferrers)‏ الموجه: بیان موجه (يسمح بالعرى) بحيث لا يوجد X LZ, W‏ (ليست مختلفة بالضرورة) بحيث AYOZ + ۷ gx y‏ 2 و AW‏ 
يكافئ ذلك؛ إن مجموعات كل من الخلف أو السلف ترتب بالاحتواء يكافئ ذلك. لا يوجد لمصفوفة التجاور أي مصفوفة تباديل جزئية من الرتبة 2 × 2. 

نظرية الألوان الخمسة [257]: المبرهنة التي تقول: إن البيانات السوية قابلة للتلوين بخمسة ألوان. 

مُسطع (مُبسط) [266]: مجموعة مغلقة 2 ماترويد. 

التدفق [176]: تحديد أوزان لأضلاع 2 شبكة. 

تدفق ]307[ e-‏ تحديد أوزان من (kl, ..., k-1}‏ لأضلاع موجهة بحيث إن محصلة التدفق الخارج تساوي 0 عند كل رأس. 

الزهرة )-2 خوارزمية إدموندز للبراعم) ]142[ تتألف من ساق (مسار متذبذب (متناوب) من رأس غير مشيع) وبرعم (حلقة فردية بمواءمة كاملة تقريبًا). 

هاملتوني بالضرورة: متتالية درجات» بحيث يكون كل بيان بسيط درجات رؤوسه هي هذه المتتالية هاملتونيا. 

غابة [67]: اتحاد منفصل لأشجار, أو بيان لا حلقي. 

نظرية oj pf‏ الأربعة [260]: المبرهنة التي تنص على أن كل بيان سوي يكون قابا للتلوين بأربعة ألوان. 

التوجيه الأخوي [345]: توجيه يتجاور فيه رأسان إذا ans‏ لهما تابع مشترك. 

الشظية :G [252] 3H-‏ مركبة د G - H‏ بالإضافة إلى الأضلاع التي تصلها مع رؤوس ربطها. 

JU‏ من [41] oH‏ توجد فيه نسخة من H‏ بوصفها بيانا جزئيًا مستحدثا. 

ماترويد حر [357]: ماترويد يتحقق فيه استقلال كل مجموعة من عناصره. 

نظرية الصداقة [467]: إذا وجد لكل شخصين ‏ مجموع معين صديق مشترك ب المجموعة, فإنه يوجد شخص يكون صديقًا لكل شخص 2 المجموعة. 

الحلقة الأساسية [374]: لشجرة مولدة؛ هي الحلقة المشكلة بإضافة ضلع إليها. 

قامويد [377]: ماترويد علی polis E‏ من مجموعات الرؤوس FE‏ -2 بيان موجه من خلال جعل المجموعات المستقلة هي المجموعات المشبعة من قبل 
مجموعة من المسارات المنفصلة التي تبد أب ۴. 

العدد اللوني المعمم (العام): أصغر عدد من الصفوف يلزم لتجزئة الرؤوس؛ بحيث يمتلك كل بيان جزئي مستحدث من قبل كل صف لون الخاصية P‏ 

بيان بيترسون العام ( المعمم) [316]: البيان الذي رؤوسه Un}‏ , ... 1 و fvi, ..., Vn}‏ وأضلاعه (uivi)‏ ,[1+/1/:1] و (ViVisk)‏ حيث يتم الجمع بمقياس 11. 

عدد رامزي المعمم ]386[ (Gi, ... Gx)‏ أصغر n‏ بحيث إن أي تلوين لأضلاع Kin‏ ب / من الألوان يجبر وجود نسخة من Gi‏ ملونة باللون أ لبعض si‏ 

جنس ]266[ :y‏ (1) للسطح» عدد المقابض بالوصف التوبولوجي لهذا السطح» )2( (ola‏ أصغر جنس لسطح palas‏ فيه هذا البيان. 

الخط الجيوديسي: أقصر مسار بين نقطتيه الطرفيتين. 

الجيوديسي: له خاصية أن كل زوج من الرأسين / و V‏ يكون نقاطا طرفية لسار وحيد طوله (UV)‏ 

خصر ]13[ 6: طول أقصر حلقة ‏ 6. 

مضلع pab 2 the‏ هو حلقة -/ تحد منطقة. 

خوارزمية جيدة [124]: خوارزمية؛ زمن تشغيلها يتبع كثيرة حدود (معطى بحسب كثيرة حدود) . 

توصيف جيد [495]: توصيف يمكن اختباره ب زمن يتبع كثيرة حدود (زمن معطى بحسب كثيرة حدود) . 

تلوين جيد: LIL‏ نعني بذلك تلوينا فعليا. 

مسألة القيل والقال [406]: تقليل عدد المكالمات؛ بحيث ينقل كل رأس إلى كل رأس من الرؤوس المتبقية بمسار متزايد. 

العلامات الدالة الجميلة [87]: تحديد (تعيين) أعداد صحيحة للرؤوس بحيث إن 1) هذه الأعداد بين 0و (6))3 .و )2 يعطي الفرق بين العلامات الدالة 
على النقاط الطرفية للأضلاع الأعداد الصحيحة (0)6,... ,1 . 

بيان جميل [87]: بيان له علاقات دالة جميلة. 

شجرة جميلة [87]: شجرة لها علامات دالة جميلة. 

مخمنة الشجرة الجميلة [87]: توجد علامات دالة جميلة لكل شجرة. 1 

بيان [2]: مجموعتا رؤوس وأضلاع. وتعيين مجموعة تحوي عنصرين على الأكثر بوصفها نقاطا طرفية للأضلاع. 

ماترويد بياني ]350[ MCG)‏ ماترويد. مجموعاته المستقلة هي المجموعات الجزئية اللاحلقية من EG)‏ 

متتالية بيانية [44]: قائمة بأعداد صحيحة يمكن تحقيقها بوصفها متتالية درجات لبيان بسيط. 
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الخوارزمية الجشعة [95.354]: خوارزمية سريعة لإيجاد حل مناسب جيد من خلال تكرار عمل خيار جيد لمساعد daga d‏ يساعد الطالبعلى الكشف بنفسه. 

التلوين الجشع [194]: بالنسبة إلى ترتيب معين للرؤوس. لون كل رأس باللون الذي دليله أقل ما Ses‏ والذي لم يظهر سابقا بين جيران الرأس المراد تلوينه. 

شرط جرنبرج ]303[ (Grinberg)‏ ضروري للحلقات الهاملتونية ‏ البيانات السوية التي حاصل جمعها (طول -2) على كل من الأوجه الداخلية أو 
الخارجية يعطي المجموع الكلي نفسه. 

بيان جروتزك [205]: أصغر بيان خال من المثلثات. رباعي اللون. 

عدد جرندي :(Grundy)‏ أكبر عدد من الألوان .2 تطبيق لخوارزمية التلوين الجشع. 

مخمنة هادوايجر [213]: يوجد لكل بيان لوني من الدرجة ۸ بيان جزئي يمكن تقليصه ل + (صحيحة على الأغلب للبيانات جميعها) . 

مخمنة هاجوز [213]: كل بيان لوني من الدرجة ) يحوي تقسيمًا د ٠‏ (غير صحيحة ل 5 (k>‏ 

شرط هال [110]: يوجد رأس لكل مجموعة جزئية 5 لمجموعة تجزئة 2X‏ بيان ثنائي الفرع؛ على الأقل |5| له جيران SZ‏ 

نظرية هال [110]: شرط هال ضروري وكاف لوجود مواءمة تشبع ‏ 

جولة (رحلة) هاملتون: حلقة هاملتونية. ‏ ˆ 

هاملتوني [286]: كل بيان يحوي حلقة هاملتونية. 

الإغلاق الهاملتوني [289]: بيان نحصل عليه عن طريق إضافة أضلاع بالتتابع بحيث تربط هذه الأضلاع بين رؤوس مجموع درجاتها كبيربمقدارعدد هذه الرؤوس. 

مترابط هاملتوني [297]: يوجد فيه مسار هاملتوني من أي رأس إلى أي رأس آخر. 

حلقة هاملتونية [286]: حلقة تحوي كل رأس. 

مسار هاملتوني [291]: مسار يحوي كل رأس. 

بيان هراري [150]: عائلة من البيانات المترابطة من الدرجة ۸ على 7 من الرؤوس لها Jal‏ عدد من الأضلاع. 

الرأس [53]: الرأس الثاني ضلع 2 بيان موجه. 

صيفة هيود [268]: المد اللوني لبيان مطمور على السطح الموجه الذي له Y‏ مقبضًا يساوي )487+ 1 + WAY‏ على الأكثر. 

خاصية هيلي [80]: خاصية خط الأعداد J)‏ الأشجار) التي تنص على وجود نقطة تقاطع مشتركة للمجموعة المتقاطعة زوجًا زوجًا. 

صف وراثي [226]: P cua‏ بحيث توجد البيانات الجزئية المستحدثة من بيانات F‏ جميعها 2 Lai F‏ 

عائلة وراثية [349]: عائلة cya F‏ المجموعات بحيث توجد كل مجموعة جزئية من عنصر من عناص ر PAF‏ 

نظام وراثي ]349[ نظام يتألف من عائلة وراثية والطرق البديلة التي تحددها. 

الحفرة [340]: حلقة لا وترية ‏ بيان. 

متماثلة استمراريًا: iUa‏ يُحصّل Legale‏ من البيان نفسه من خلال تقسيم الأضلاع. 

متجانسة ]380[: 2 نظرية ug jal‏ تعني مجموعة أن لقطعها الملونة اللون نفسه. 

التشاكل: دالة T (G) > TH)‏ :/رتحافظ على التجاور. 

شفرة هفمان [103]: تشفير خال من المقدمات من أجل تقليل زمن البحث المتوقع. 

الخوارزمية الهنجارية [126]: خُوارزمية لحل القروض المنزلية. 

المكمب الزائدي [36] 0: cast‏ ذو البعد sk‏ 

بيان زائدي [449]: تعميم للبيان Le‏ تكون فيه الأضلاع أي مجموعة جزئية من الرؤوس. 

مستوى زائدي (ماترويدات) [360]: مجموعة جزئية فعلا مغلقة أعظمية من مجموعة الأساس. 

تحت هاملتوني: بيان غير هاملتوني» بحيث تكون بياناته الجزئية الناتجة عن حذف الرؤوس هاملتونية جميعها. 

تحت قابل لتتبع الأثر: بيان غير قابل لتتبع الأثر. بحيث تكون بياناته الجزئية الناتجة عن حذف الرؤوس جميعها قابلة لتتبع الأثر. 

العشريني [243]: تثليث سوي له 12 وجهّاء و 30 ضلمًاء و 20 LEH,‏ 

خاصية الجمود (ماترويدات) PR) = © X)‏ :[359] لکل X‏ 

المطابقة: عملية يحل فيها رأس واحد محل رأسين مع الحفاظ على الوقوعات الموجودة جميعها على هذين الرأسين (هي الانقباض نفسه -2 حال تجاور الرأسين). 

بیان غير كامل [232]: يحقق فيه أن XA) < OH)‏ لبيان جزئي مستحدث H‏ 

مصفوفة الوقوع [6]: (1) slut‏ هي المصفوفة التي مدخلاتها 0و1 حيث تساوي المدخلة 1 (ff)‏ إذا وفقط إذاوقع الرأس ei‏ الضلع(2) m papal:‏ تساوي 
المدخلة 1 (iy)‏ إذا كان الرأس فر LAL‏ للضلع j‏ 2 حين تساوي 1- إذا كان ذيلاء وتساوي 0 بخلاف ذلك 7 )3( بشكل عام هي مصفوفة لعلاقة عضوية. 

الوقوع (يقع على) [6]: (1) الرأس V‏ يقع على الضلع © إذا تحقق أن © € v‏ )2( لضلعين إذا كانت لهما نقطة طرفية مشتركة. 

مبدأ التضمين والاستبعاد [223]: عدد الأشياء خارج «ك ,... ,41 يساوي | NAi‏ | "(1-) ,< . 

Beat r المتمعة ليان مقارتة:‎ 3 ja Y بيان‎ 

[359]: r (c QD) = r AX) خاصية الاندماج (ماترويدات)‎ 

درجة الدخول ]58[ للرأس -2 بيان daga‏ عدد الأضلاع التي يكون هذا الرأس C,‏ لها. 
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عدد الاستقلال ]113[ (0)0: أكبر حجم لمجموعة مستقلة من الرؤوس. 

عدد السيطرة المستقلة [117]: أصغر حجم لمجموعة مسيطرة مستقلة. 

مجموعة مستقلة [3]: مجموعة مؤلفة من رؤوس غير متجاورة زوجًا زوجًا. 

المتغير المؤشر [427]: متغير عشوائي يأخذ القيم 2 (0,1). 

خاصية أحداث حلقة (ماترويدات) [355]: إضافة عنصر إلى مجموعة مستقلة تنتج حلقة واحدة على الأكثر. 

بيان (موجه) جزئي مستحدث ]23[ GLA]‏ البيان (الموجه) الجزئي على مجموعة رؤوس C T(G)‏ 4 نحصل عليه بأخذ 4 وأضلاع 0 جميعها التي طرفاها A2‏ 
برنامج أعداد صحيحة [323]: برنامج خطي» تكون المتغيرات فيه ذات قيم من مجموعة الأعداد الصحيحة. 

نظرية التتام [181]: 2 الشبكة التي سعات أضلاعها أعداد صحيحةء يوجد تدفق أمثل معبر عنه كوحدات تدفق عبر مسارات من المنبع إلى المصب. 
نظرية التحابك ( التشابك) [458]: لكل رأس x‏ تحقق القيم الذاتية {Ai}‏ و X 3i)‏ - 6 أن Ån‏ مم < ... < ۸2 < 1< إ4 

الرؤوس الداخلية 1( :[20]) للمسارء النقاط غير الطرفية )2( لبيان مستوى. الرؤوس غير الموجودة على حدود الوجه الخارجي. 

المسارات المنفصلة داخليا [161]: المسارات التي تتقاطع عند النقاط الطرفية فقط. 

بيان التقاطع [324]: لعائلة من المجموعات» هو البيان الذي بحوي LOL‏ من كل مجموعة. وتتجاور فيه الرؤوس إذا جاءت من مجموعات متقاطعة. 
عدد التقاطع [397]: أصغر حجملمجموعة/] بحيث يكون 6 بيان تقاطع للجموعات جزئية من ( يساوي أصغر عدد من البيانات الجزئية التامة التي تغطي (EG)‏ 
تقاطع الماترويدات [366]: النظام الوراثي الذي تكون مجموعاته المستقلة هي المجموعات المستقلة المشتركة بين هذه الماترويدات. 

تمثيل تقاطع [324]: تعيين مجموعة Sy‏ لكل رأس V‏ بحيث إن ۷ e‏ إذا وفقط إذا کان () Su O Sy F‏ 

بيان فترات [195]: بيان له تمثيل بفترات. 

عدد فترات ( الفترة) [451]: أصغر عدد / بحيث يكون ل G‏ تمثيل ٤2‏ من الفترات. 

تمثيل فترات ل ]195[ :G‏ مجموعة فترات؛ بحيث إن بيان تقاطعها هو -G‏ 

فترات f-‏ [451]: اتحاد د٤‏ من الفترات على الأكثر ج . 

تمثيل بفترات ]451[ it-‏ تمثيل تقاطع حيث إن كل مجموعة معينة تكون فترات ab-‏ 

شجرة - داخلة [89]: شجرة موجهة بحيث إن كل ضلع فيها موجه نحو الجذر. 

تبديلة العودة إلى الأصل ]470[ :(Involution)‏ تبديلة. مربعها التبديل المحايد. 

رأس أو ضلع معزول [22]: لا يقع على أي ضلع آخر. 

الطمر المتقايس [400]: تحويل من T(G)‏ إلى FIT)‏ يحافظ على المسافات. 

تفكيك متشاكل: تفكيك لبيانات جزئية متشاكلة. 

التشاكل [7]: تناظر بين الرؤوس يحافظ على علاقة التجاور. 

البرزخ: ضلع - قطع. 

-{uv:uel (G),vel (H)) بالإضافة إلى الأضلاع‎ G +H الاتحاد المنفصل‎ :GUH [138] الربط‎ 

موصول (مربوط) ب: يجاور. 

ملتقى (نقطة) اتصال: رأس درجته تساوي 3 على الأقل. 

سلسلة كمب [258]: مسار بين رأسين يتذبذب بين لونين (على وجه الخصوص كما تم استخدم ‏ منع بيانات سوية صغرى خماسية اللون) 

النواة [57,410]: 2 البيان الموجه. مجموعة مستقلة 2 المجموعة المسيطرة. 

كامل النواة [410]: له نواة ‏ كل بيان جزئي مستحدث. 

قانون كيركوف للتدفق: محصلة التدفق حول ممر مغلق تساوي صفرًا . 

الطائرة الورقية [12]: بيان بسيط على أربعة رؤوس تحصل عليه بحذف ضلع من Ka‏ 

نظرية كونج وإيجرفاري [112]: يكون للمواءمة العظمى والرأس الأصفر 2 بيان ثنائي الفرع الحجم نفسه. 

نظرية كونج الأخرى [115]: حجم أكبر مجموعة مستقلة وأصغر غطاء أضلاع لبيان ثنائي الفرع دون رؤوس معزولة هو نفسه. 

تفكيك كروسز ]285[ (Krausz)‏ تفطية الأضلاع بواسطة بيانات جزئية تامة باستخدام كل رأس مرتين على الأكثر (هذا يقود إلى البيان الذي يكون لههذا هو البيان الخطاني) 
ضرب كرونكر: ضرب المؤثرات؛ أو الضرب التنسوري. T‏ 

خوارزمية كروسكال [95]: إنبات شجرة مولدة موزونة صغرى عن طريق تكرار أو معاودة إضافة الضلع الأرخص الأقل وزنا 2 البيان الذي لا يتم حلقة. 
البيان الجزئي الكوارتوسكي [247]: تقسيم ل دك أو دو . 

نظرية كوارتوسكي ]246[ يكون البيان Gyas‏ إذا وفقط إذا خلا من تقسیم د Ks‏ أو Ks3‏ 

الوسم (التعليم الدال أو وضع العلامات الدالة): تعيين أعداد صحيحة للرؤوس. 

الورقة [67]: رأس درجته تساوي 1. 
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قالب الورقة [156]: قالب يحوي رأس - قطع واحدًا فقط. 

الطول [20]: عدد الخطوات ( أو مجموع الأوزان) من البداية إلى النهاية. 

الضرب (الجداء) المعجمي [393] :G[H]‏ تركيب. 

Ma‏ اسم آخر للضلع. 

البيان الخطاني ]168,273[ L(G)‏ بيان التقاطع لأضلاع G‏ حيث ترتبط الرؤوس بأضلاع G‏ وتتجاور إذا اشتركت الأضلاع المتناظرة برأس. 

الماترويد الخطي [351]: ماترويد مجموعاته المستقلة هي مجموعات الأعمدة المستقلة لمصفوفة معرفة على حقل معين. 

برنامج (برمجة) خطي (خطية) [179]: مسألة إيجاد أفضل دالة خطية قيود خطية. 

أداة الربط (الروابط): ضلع. 

موصول (مربوط) من الدرجة he‏ شرط أقوى من مترابط من الدرجة ck‏ بحيث يتحقق أنه لكل عديدي K‏ من الرؤوس Ut)‏ , ... ,4/1) و (ri, Vi)‏ توجد 
مجموعة مؤلفة من K‏ من المسارات المنفصلة داخليا تربط بين الرؤوس المتناظرة Uli‏ و Vi‏ 

قائمة الدليل اللوني ]409[ اختيارية الأضلاع. 

قائمة العدد اللوني [408]: الاختيارية. 

مخمنة قائمة التلوين [409]: تكون اختيارية الأضلاع مساوية للعدد اللوني للأضلاع Ala‏ 

حرخ [500]: متغير منطقي (صحيح أو خطأ) هو أو نفيه. 

الفلقة S-‏ [211]: بيان جزئي من G‏ مستحدث من SUT i‏ حيث إن آ هي مجموعة رؤوس أحد مركبات S‏ - © 

البحث الموضعي: تقنية لحل مسائل الأمثلية بإجراء تغييرات صغيرة متتابعة ‏ حل ملائم. 

العروة [2]: ضلع يبدأ بالنقطة نفسها وينتهي بها (الرأس). 

العروة [6]: لا يحوي أي عروة. 

المكبر (c)‏ [463]: بيان على 7 من الرؤوس: درجته الكبرى تساوي k‏ يتحقق فيه أن كل مجموعة 2S‏ هذا البيان تحوي على الأكثر نصف رؤوس هذا 
taal‏ وتمتلك على الأقل cS]‏ جارًا خارج S‏ 

سلسلة ماركوف [54]: نظام متقطع له احتمالات انتقالية. 

متباينة ماركوف ]432[ لمتغير عشوائي غير سالب هي: Prob (X27) > E(Xy/t‏ 

توقع مشروط: متتالية من المتغيرات العشوائية بحيث إن E(X Xo ... ,1,1(- Xia‏ 

المواءمة[443]: مجموعة من الأضلاع لا تشترك بأي نقاط طرفية. 

مواءمة -0: ليكن D‏ متجه قيود معطى؛ فإن المواءمة b-‏ هي بيان جزئي H‏ بحيث إن (0)۷ S‏ (/0701 لكل ۷. 

تدوير المصفوفات [186]: مسألة تحويل المعطيات ومجموع صفوف أو أعمدة مصفوفة إلى أقرب عدد صحيح من الأعلى أو من al‏ بحيث يبقى حاصل 
جمع الصفوف والأعمدة صحيحًا. 

نظرية مصفوفة الشجرة ]86[ إن طرح مصفوفة التجاور من مصفوفة الدرجات القطرية, وحذف صف وعمود, وأخذ Basal‏ يعطينا عدد الأشجار المولدة. 

الماترويد [354]: نظام وراثي يحقق أي شرط من قائمة العديد من الخواص المتكافئة. 

بيان أساسات الماترويد [376]: ola‏ رؤوسه حشد من الأساسات لاترويد. تكون رؤوسه متجاورة 2 الحالة التي يحوي الفرق التماثي بينها عنصرين. 

نظرية غطاء (تفطية) الماترويد ]372[: عدد المجموعات المستقلة اللازمة لتغطية العناصر لماترويد هو | ( max |X ٠١١‏ 

نظرية تقاطع الماترويدات [367]: إن أكبر حجم لمجموعة مستقلة مشتركة 2 ماترويدين على E‏ يساوي الأصغر على X C E‏ من الرتبة ل EX‏ الماترويد 
الأول زائدًا الرتبة ل LX‏ الماترويد الثاني. 

نظرية تحزيم الماترويدات [372]: إن أكبر عدد من الأساسات المنفصلة زوجًا زوجًا ب ماترويد هو: |( emingx) > KE) |( |E |-C4 (X ))/ r(E)-r(X‏ 

نظرية اتحاد الماترويدات ]370[ إن اتحاد الماترويدات +11 , ... Mi,‏ عبارة عن ماترويد دالة رتبته هي .r(X)7 min, x (X — Y |+ 3 5 (Y)‏ 

نظرية أكبر تدفق وأصفر قطع ]180[ : قيمة أكبر تدفق تساوي قيمة أصفر قطع. 

عصبة أعظمية [31]: مجموعة أعظمية من الرؤوس المتجاورة زوجًا زوجًا. 

مسار أو مسرب أعظمي [27]: مسار أو مسرب Y‏ يمكن تمديده أو تكبيره. 

بیان سوي أعظمي [242]: يكافئ Es‏ سويًا. 

البحث عن أكبر عدد أصلي (كاردينالي) [325]: خوارزمية لمعرفة البيانات الوترية. 

أكبر درجة ]34[ A‏ الدرجة الكبرى من بين درجات الرؤوس. 

أكبر (أعظم) تدفق [176]: شبكة تدفق ملائمة ذات قيمة عظمى, أو القيمة نفسها. 

أكبر جنس ym (G)‏ : أكبر جنس لسطح بحيث يكون ل G‏ طمر ثنائي الخلية على هذا السطح. 

أعظم (أكبر) )443 - ]31[ ;P)‏ للخاصية VP‏ يوجد شيء أكبر من النوع نفسه له أيضًا الخاصية 2. 

نظرية منجر ]167-169[ Ling ass‏ أصغر - أكبر Jaat‏ (درجة) الترابط (الترابطية) بحسب عدد للسارات النفصلة داخليًا. أو النفصلة ضلعيً بين أزواج الرؤوس. 
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بيان مينيل ]330[ هو أي le‏ بحيث إن أي حلقة فردية طولها 5 على الأقل تمتلك وترين على الأقل. 

بیان غير كامل أصغري [320]: بیان غير كامل يكون فيه كل بيان جزئي مستحدثا DUIS‏ 

مترابط من الدرجة 2 صغير [175]: حذف أي ضلع يدمر الترابط الثنائي. 

قطع أصغر [178]: قطع من المنبع إلى المصب, له قيمة صغرى أو قيمة هذا القطع. 

أصغر درجة ]34[ (C)‏ أصغر درجة لرأس من رؤوس البيان. 

أصغر (شيء - ]31[ P(‏ للخاصية P‏ لا بوجد شيء أصغر من النوع نفسه يحقق الخاصية P‏ 

شجرة مولدة صغرى ]95[ (MST)‏ شجرة alga‏ بحيث إن مجموع أوزان أضلاعها هو قيمة صغرى. 

الفرع ( الجزء) [251.362]: بيان (ماترويد) نحصل عليه من خلال الحذف والتقليص (الانقباض). 

بيان مخلوط: نموذج لبيان نسمح فيه بوجود أضلاع موجهة وأخرى غير موجهة. 

سلم موبيص (Mobius)‏ البيان الذي نحصل عليه بإضافة أوتار إلى حلقة زوجية بين أزواج الرؤوس التي تقع على الحلقة وتكون المسافة بينها أكبر ما 
يمكن (يمكن رسم ذلك كسلم مفتول أو مجدول). 

شربط موبيص: السطح غير القابل للتوجيه الذي نحصل عليه من خلال مطابقة جانبين متضادين لمستطيل باستخدام توجيه متضاد. 

نموذج ]430[ A‏ توزيع احتمالي يولد بيانا بسيطا مجموعة رؤوسه ]7[ وذلك بجعل كل زوج يمثل ضلعًا احتماله P(n)‏ باستقلالية. 

نموذج ]430[ 8: توزيع احتمالي يجعل البيانات البسيطة التي رؤوسها المجموعة [N]‏ وعدد أضلاعها M‏ متساوية الاحتمالية: أو متشابهة الحدوث. 

X" apr- [433] العزم‎ 

أحادي اللون [386]: 2 التلوينء مجموعة يكون لعناصرها اللون نفسه. 

خاصية البيانات الرتيبة [432]: مُحافظ عليها تحت حذف الأضلاع والرؤوس. 

البيان المتكرر: تستخدم من قبل العديد من المؤلفين لتعني البيانات التي تسمح (دون اشتراط) بوجود الأضلاع المكررة والعرى (بعض المؤلفين 
يمنع وجود pall‏ -2 البيانات المتكررة) . 

معامل متعدد الحدود [489] ؛ تمد الترتيبات التي AC} gla pal‏ وبوجود ki‏ مقردة من النوع : فإنه يوجد Ai)! / TT Gi!)‏ © 

الأضلاع المكررة [2]: أضلاع لها النقاط الطرفية نفسها. 

التدخيل الأقرب [497]: موجه مساعد TSP‏ لبناء حلقة. 

الجار الأقرب [496]: موجه مساعد TSP‏ لبناء مسار. 

جوار ]34[ :N (V)‏ مجموعة جيران 0 (الجوار N (v) all‏ يشتمل كذلك على «(V‏ 

جيران [2]: (كاسم) هي الرؤوس الموجودة 2 الجوار, و (كفعل) تعني مجاور ل. 

محصلة التدفق الخارجي [178]: عند الرأس؛ هي مقدار ناتج طرح مقدار التدفق الداخل من مقدار التدفق الخارج. 

الشبكة ]176 بيان موجه له رأس بداية مُميز (المصدر أو (Quill‏ وله رأس نهاية مُميز (المصب) حيث يتم تعيين سعة تدفق لكل ضلع فيه وربما Ua‏ 
تعيين (حد أدنى) للتدفق المطلوب. 

عقدة uel:‏ وخصوصًا د مسائل تدفق الشبكات. 

خوارزمية غير محددة )1244( ]494[: ت تسمح «بالتكهن» وذلك من خلال امتلاكها cl Lad‏ حسابية متوازية. 

خوارزمية كثير حدود غيرمُحدّدة ]494[ : تمتلك laa‏ حسابيًا على شكل كثيرة حدود زمنية لكل تخمين لعدد القطع الصغيرة (bits)‏ المعطاة على هيئة كثيرة حدود. 

سطح غير قابل للتوجيه: سطح له جانب واحد فقط. 

بيان غير تافه [22]: له ضلع واحد على الأقل. 

غير سوي [243]: لا يوجد له طمر .2 المستوى. 

تدفق من الدرجة ۸ لا يساوي صفرًا ‏ أي مكان: تدفق k‏ بحيث إن الأوزان المعينة جميعها له تكون مختلفة عن الصغر. 

:NP [495]‏ صف المسائل القابلة للحل من خلال خوارزميات كثيرات gat aea‏ اة 

تام - ]495[ :NP‏ صارم (محكم من نوع) NP-‏ و NP‏ الوقت نفسه. 

صارم ]495[ NP‏ -: يعطي خوارزمية كثيرة حدود لكل مسألة 2 NP‏ 

بيان خال [3]: بيان ليس له رؤوس. 

الترقيم: دالة تناظر من V(G)‏ إلى [ (©) n‏ 

إعاقة (انسداد): تراكيب جزئية ممنوعة. 

مضاد فجوة فردي [340]: متممة فجوة فردية. 

مركبة فردية [136]: مركبة لها عدد فردي من الرؤوس. 

حلقة فردية [24]: حلقة عدد أضلاعها (رؤوسها) فردي. 

البيان الفردي: بيان الفصل للمجموعات الجزئية التي عدد عناصرها ۸ للمجموعة [ 1 + / 2 ]. 
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فجوة فردية: حلقة فردية لا وترية. 

رأس فردي [27]: رأس درجته فردية. 

ممرفردي [24]: ممر طوله فردي. 

ممر مفتوح [20]: ممر فيه أول وآخر رأس مختلفين. 

جولة مثلى: حل لمسألة البائع المتجول؛ أو لمسألة ساعي البريد الصيني. 

رتبة البيان [34]: عدد رؤوسه. 

بيان مرتب [406]: بيان ذو علاقة ترتيب (عادة خطية) على أضلاعه. 

خاصية المحافظة على الرتبة (الترتيب) [358]: لدالة 6 معرفة على المجموعات الجزئية لمجموعة معينة. هي أن Cy‏ تعطي (x) CO) yo‏ 6 ). 

سطح قابل للتوجيه: سطح له جانبان مختلفان. 

توجيه لبيان [62]: بيان موجه نحصل عليه بتحديد رأس كل ضلع وذيله. 0 

درجة الخروج (الخارجة) [58]: لرأس» هي عدد الأضلاع التي يكون هذا الرأس ذيلا لها. 

بيان سوي خارجي [239]: بيان سوي قابل للطمر 2 المستوى بحيث تكون رؤوسه جميعها واقعة على حدود المنطقة الخارجية. 

بيان مستوى خارجي [239]: طمر معين لبيان سوي خارجي. 

العناصر المتوازية [351]: ليست عرى 2 ماترويد بحيث تشكل مجموعة رتبتها 1. 

والد [100]: جار لرأس على مسار إلى الجذر 2 شجرة مجذرة. 

النوعية [473]: فردي أو زوجي. 

بيان جزئي نوعي من ]312[ :G‏ بيان جزئي H‏ بحيث إن: 2 (v) > de (v) mod‏ برك لكل ET (G)‏ ۷ . 

متعدد الفرع من الدرجة [5] oh‏ مثل قابل للتلوين ب k‏ من الألوان. 

مجموعة جزئية من الرؤوس [4]: مجموعة ضمن تجزئة للرؤوس إلى مجموعات مستقلة (صف لوني). 

ماترويد تجزئة [357]: الماترويد المستحدث من قبل تجزئة للمجموعة الأصلية (الأرضية) بحيث تكون مجموعة فيه مستقلة إذا وفقط إذا حوت عنصرًا 
واحدًا من كل قالب 2 التجزئة. 

بیان قابل للتجزئة [335]: بیان له 1 + ۷ Lila‏ حيث يكون كل بيان جزئي نانجا عن حذف رأس قابل للتلوين ب W‏ من المجموعات المستقرة من الحجم 
© وقابلة للتغطية ب A‏ عصبة من الحجم W‏ 

مسار [5]: بیان بسيط بحيث يمكن وضع رؤوسه ‏ قائمة. وبحيث يتجاور فيه أي رأسين إذا وفقط إذا UIS‏ متتابعين 2 هذه القائمة. 

مسار من إلى ]20[ ۷: مسار طرفاه gU‏ ۷. 

جمع المسارات ]163[ خطوة .2 تفكيك المقابض. 

el Lat Sal‏ [414]: تمبير عن البيان col Jal abl‏ متقصلة شلا hg)‏ زوجًا: 

الكف [12]: بيان بسيط له أربعة رؤوس. نحصل عليه بإضافة ضلع واحد إلى المخلب. 1 

بیان حرج P-‏ (من النوع - ]334[ p)‏ بيان غير al‏ بحيث إن أي بيان جزئي فعلي مستحدث منه يكون كاملا . 

ضلع Jas‏ [67]: ضلع بقع على رأس درجته 1. 

رأس متدل [67]: رأس درجته تساوي 1. 

كامل من نوع - » [319]: (H) = q (G)‏ © لكل بيان جزئي مستحدث H‏ 

كامل من نوع - 335[/8]: (H) e (H) < n (H)‏ © لكل بیان جزئي مستحدث H‏ 

كامل من نوع IXH) = o (H) [319] y-‏ بیان جزئي مستحدث H‏ 

ترتيب حذف كامل [229]: ترتيب الحذف, بحيث إنه عندما بحذف رأس؛ فإن جواره فيما تبقى يكون عصبة LLG)‏ مثل ترتيب الحذف المبسطي). 

بیان كامل [226]: why‏ بحيث إن JT) = © (H)‏ بیان جزئي مستحدث H‏ 

نظرية البيان الكامل ]226.320[ (PGT)‏ يكون البيان كاملا إذا وفقط إذا كانت متممة هذا البيان كاملة. 

ترتيب كامل [331]: ترتيب للرؤوس يعطي تلوينًا جشمًا أمثل للبيانات الجزئية جميعها. 

بیان قابل للترتيب الكامل [331]: يوجد له ترتيب كامل. 

مواءمة كاملة [107]: مجموعة أضلاع» بحيث إن كل رأس ينتمي إلى وحدة منها بالضبط. 

الرأس البعيد عن المركز (المحيطي) [70]: رأس له اختلاف مركزي أعظم (أكبر). 

التبديلة [486]: دالة تناظر من مجموعة منتهية لنفسها. 

بيان تبديلة: قابل للتمثيل بتبديلة 6 حيث Vj ££ Vj‏ إذا وفقط إذا كانت 0 تحافظ على الترتيب ل Joi‏ 

مصفوفة التبديلة [120]: مصفوفة مدخلاتها 0و 1 وتحوي واحدًا بالضبط + كل صف و كل عمود. 

بيان بيترسون [12]: بيان الفصل للمجموعات الثنائية 2 مجموعة ذات خمسة عناصر. 
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مبدأ طواقي ( أعشاش) الحمام [491]: كل مجموعة من مجموعات الأعداد تحوي مجموعة واحدة على الأقل تكون كبيرة بقدر المتوسط (المعدل) . 

خاصية طواقي الحمام [427]: فضاء احتمالي منتهء يمتلك عنصرًا حيث تكون قيمة المتغير العشوائي كبيرة كمقدار توقعها على الأقل. 

البيان السوي [5.235]: بيان قابل للطمر ع المستوى. 

بيان المستوى [235]: طمر سوي معين لبيان سوي. 

شجرة مستوى [101]: شجرة بترتيب طمر حلقي لأضلاعها عند كل رأس. 

الشجرة المزروعة [101]: شجرة مستوى مجذرة (لها جذر). 

مجسمات أفلاطونية [242]: متعدد سطوح منتظم محدود. 

نقطة: رأس. 

منحنى مضلع [234]: تسلسل للقطع المستقيمة؛ أو سلسلة القطع المستقيمة. 

متعدد السطوح [242]: تقاطع لأنصاف فضاءات. 

مسطح بأي بُعد: الغطاء (الغلاف أو القشرة) المحدب لمجموعة من الرؤوس. 

لعبة المواقع [120]: لعبة؛ الهدف منها الاستيلاء على مواقع المجموعة الرابحة. 

القوة sk (G^)‏ البيان الذي مجموعة رؤوسه هي T (G)‏ ويكون فيها ue v‏ إذا وفقط إذا تحقق «d, (u, v) > ko‏ 

السابق ( السلف) [54]: ل 2-V‏ بيان daga‏ هو رأس U‏ بحيث إن MV‏ 

مجموعة السلف [58]: ل بيان ido ge‏ هي مجموعة السلف. 

شفرة تخلومن المقدمات [101]: عدم وجود كلمة شفرة بوصفها مقدمة لكلمة أخرى. , 

خوارزمية برم [104]: تنبت شجرة مولدة صغرى عن طريق إضافة ورقة إلى الشجرة الحالية بأرخص (أقل (Lig‏ طريقة. 

مصفوفة جزئية رئيسة: مصفوفة جزئية مربعة تستخدم الصفوف والأعمدة بالدليل نفسه. 

بش حاضل الضبرب [398]: pil‏ عدد من الإحدافيات ف تمثيل Gao us‏ 

تمثيل حاصل الضرب [398]: تشفير البيان. بحيث تكون الرؤوس متجاورة إذا وفقط إذا كانت شفراتها تختلف 2 كل إحداثي. 

تلوين فعلي [192]: للرؤوس» تلوين, كل ضلع فيه ليس أحادي اللون؛ )2( للأضلاع: تلوين؛ فيه كل ضلعين متجاورين مختلفان -2 اللون. 

بيان جزئي فعلي من ]192[ G‏ بيان جزئي لا يساوي G‏ 

مجموعة جزئية فعلية من ]472[ S‏ مجموعة جزئية لا تساوي BS‏ 

خوارزمية مشاريع الزواج [131]: خطوات عمل لإيجاد مواءمة مستقرة. 

شفرة برفر [81]: لشجرة موسومة (عليها علامات دالة)؛ وهي متتالية طولها 2 — 7 يتم الحصول عليها من خلال تتابع حذف الورقة التي علامتها الدالة 
أقل ما (Ss‏ وتسجيل العلامة الدالة لجارها. 

شبه البيان: نموذج لبيان يسمح فيه بوجود العرى والأضلاع المكررة. يُُستخدم من قبل بعض المؤلفين الذين يعرفون البيانات المكررة على أنها لاتحوي عرى. 

نصف القطر [70]: أصغر قيمة اختلاف مركزي للرؤوس. 

عدد رامزي [380]: أقل عدد من الرؤوس بحيث إن تعيين ألوان لأزواج الرؤوس جميعها ينتج عصبة أحادية اللون من حجم محدد (أو بيان محدد) بك أحد اللونين. 

بيان عشوائي [430]: بيان من فضاء احتمالي. 2 أغلب الأحيان هو الفضاء الذي فيه لكل زوج موسوم (عليه وسم) من الروس احتمالية تجاور تساوي P‏ 
دون الاعتماد على أي شيء آخر. نموذجيًا 2⁄ = p‏ أو nadalap‏ 

متغير عشوائي [427]: المتغير الذي يأخذ قيمه عند كل نقطة 2 فضاء احتمالي. 

الرتبة (ماترويدات) [349]: لجموعة من d polial‏ حجم الجموعة مسنتقلة im‏ :1323 المجموعة. 

يمكن إعادة بنائه [38]: بيان محدد (بإهمال التشاكل) بقائمة البيانات الجزئية التي نحصل عليها بحذف رأس منفرد. 

مخمنة إعادة البناء [38]: الادعاء بأن البيانات التي لها ثلاثة رؤوس على الأقل جميعها قابلة لإعادة البناء. 

عدد التقاطع المستقيمي: أصغر عدد للتقاطعات 2 رسم للبيان 2 المستوى حيث تظهر الأضلاع بوصفها قطعًا مستقيمة 2 هذا الرسم. 

التشكل المصغر (المختزل) [258]: ممنوع من وجود بيان سوي خماسي اللون أصغري. 

منعكس (قابل للانعكاس) [490]: )1( بيان موجه له عروة عند كل رأس )2( علاقة ثنائية ۸ تحقق ×۸× لكل X‏ 

منطقة [235]: لطمر بيان على سطح» هي مجموعة جزئية مترابطة أعظمية من السطح بحيث لا تحوي أي جزء من البيان. 

منتظم [34]: درجات رؤوسه جميعها متساوية. 

ماترويد منتظم [351]: قابل للتمثيل على كل حقل. 

منتظم من الدرجة ]34[ sh‏ درجة كل رأس من رؤوسه تساوي Ke‏ 

ماترويد قابل للتمثيل [351]: ماترويد خطي. 

توقع شرطي مُقيّد [445]: توقع culo‏ تكون فيه قيمة المتغيرات المتتابعة توقعًا على مجموعة جزئية منكمشة من الفضاء الاحتمالي. 

بيان حلقي صلب (قاس): بيان وتري. 
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نظرية روبنز [166]: يوجد توجيه قوي لكل بيان مترابط ضلعيًا من الدرجة 2. 

الجذر [100] )1( رأس مميز )2( 2 التفصين (التفريع) » هو الرأس الذي درجة دخوله تساوي 0. 

شجرة مستوى مجذرة [100]: شجرة لها رأس جذر Jana‏ بحيث يوجد لأولاد كل رأس (غيرورقة) ترتيب محدد من اليسار إلى اليمين -2 المستوى. 

دوران (تدوير) مخطط: وصف لطمر خلية ثنائية. تبديل دائري للأضلاع التي تظهر عند كل yal‏ يعطي ترتيب هذه الأضلاع حول كل رأس بانجاه معاكس لاتجاهعقارب الساعة. 

التحققية [499]: مسألة إيجاد قيم الصواب للمتغيرات من أجل Jar‏ صيغة مدخل منطقي صحيحة. 

متحققة [499]: صيغة جوابها «نعم» 2 مسألة التحققية. 

رأس مشبع [107]: لمواءمة رأس تمت مواءمته. 

متتالية العلامات ( الدرجات) [62]: متتاليات درجات الخروج -2 دوري. 

طريقة العزم الثاني [433]: طريقة للحصول على دوال البداية أو الاستهلال (العتبة). 

ذاتي التتام [11]: يشاكل متممته. 

عكس نفسه: يشاكل عكسه. 

ثنوي نفسه: يشاكل ثنويه. ) 

نظرية البيان الكامل شبه القوي [344]: إذا كان T (G) = V (E)‏ وأن مجموعة من الرؤوس تحدث Pa‏ ب2 G‏ إذا وفقط إذا أحدثت 224 H‏ فإن © 
يكون SLals‏ إذا وفقط إذا كان H‏ كاملاً. 

شبه مسار: شبه poe‏ بحيث يظهر كل رأس فيه مرة واحدة على الأكثر. 

شبه ممر: متتالية أضلاع J)‏ رؤوس متجاورة) 2 بيان موجه؛ كل ضلعين متتابعين متجاوران دون الاهتمام بتوجيه الأضلاع. 

قابل للفصل: له رأس قطع. à‏ 

مجموعة فصل ( أو فاصلة): مجموعة رؤوس, إذا EBS‏ يزداد عدد المركبات. 

مجموعة - ]380[ ik‏ مجموعة خجمها). 

لعبة انتقال (تحويل) شانون [365]: لعبة كلمب على ماترويد من قبل المولد والقاطع. حيث يحاول الاستيلاء على مجموعة من العناصر. وتولد عنصرًا 
محددًا 2 حين يحاول الآخر منع ذلك. 

بيان الإزاحة [202]: ola‏ رؤوسه هي المجموعات الجزئية ذات العنصرين من [M]‏ بحيث i‏ { يجاور DS J > klase {j,‏ 

البيان (الموجه) المعين: حالة خاصة من بيان (موجه) موزون؛ يتم تعيين + أو - لكل ضلع من أضلاعه. 

البسيط [2]: (1) البيان الذي يخلو من العرى والأضلاع المكررة )2( بيان موجه يمتلك ضلمًا Moly‏ على الأكثر لكل زوج مرتب من رؤوسه )3( الماترويد 
الذي يخلو من العرى العناصر المتوازية. 

رأس مبسطي [224]: رأس يولد جيرانه عصبة. 

مصب [176]: رأس نهاية مُميز. أو أي رأس درجته الخارجة تساوي صفرًا. 

الحجم [35.473]: (1) عدد الأضلاع (2) عدد العناصر. 5 

تجزئة متخالفة [347]: تجزئة و V (G) IY‏ بحيث تكون [X]‏ © و (7)7)غير مترابطة. 

قابل 50530 2 [148]/: له وزن g eal‏ بحيث إن مجموع أوزان الأضلاع الواقعة على لا يساوي SV)‏ 

المنبع (المصدر) [176]: رأس بداية مُميزء أو أي رأس درجته الداخلة تساوي صفرًا. 

قطع منبع/ مصب [178]: تجزئة لرؤوس شبكة إلى مجموعتين هما: T gS‏ بحيث تحوي 9 quill‏ و 1 تحوي المصب. 

دالة مولدة (دالة التوليد) [358] : مُولد مجموعة X‏ 2 نظام وراثي تتأف من والعناصر غير الموجودة 2 التي تتم حلقات مع المجموعات الجزئية 58 

ole‏ جزئي مُولد : بيان جزئي يحتوي على كل رأس. 

مجموعة مولدة [67]: مجموعة مولدة نظام وراشي EAE‏ 

شجرة 2512 [67]: بيان جزئي لا حلقي alya‏ ومترابط. 

الطيف [453]: قائمة من القيم الذاتية المكررة. 

بيان انشقاق [345]: بيان يمكن تغطية رؤوسه بعصبة ومجموعة مستقلة. 

الانشقاقية: pisal‏ عدد من الأضلاع يضاف أو يحذف للحصول على بيان انشقاق. 

مربع البيان: الأس الثاني. 

بعد المكعب — المسحوق (المهروس) [401]: أصغر طول للمتجهات 2 طمر للمكعب المسحوق (المهروس) . 

طمر المكعب المسحوق [401]: تشفير الرؤوس ,1 متجهات* - بحيث تساوي المسافة بين رأسين Sae‏ الإحداثيات حيث يكون لأحدهما الإحداثي 0 وللآخر الإحداثي 1. 

عدد الاستقرار [319]: عدد الاستقلال. 

مواءمة مستقرة [130]: مواءمة لا يوجد فيها شواهد أو أمثلة من :و Y‏ بحيث يفضل كل منهما شخصًا (أوشيئًا) آخر مختلقا عن شريكه الحالي 2 المواءمة. 

مجموعة مستقرة ]447[ F‏ -: مجموعة مستقرة حجمها يساوي 7. 
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مجموعة مستقرة [3,319]: مجموعة من الرؤوس غير متجاورة زوجًا زوجًا. (مجموعة مستقلة). 

النجم (النجمة) [67]: الشجرة Ki, n1‏ التي لها على الأكثر رأس واحد غير ورقة. 

مجموعة قطع - نجمة [333]: مجموعة فاصلة تستحدث Uy‏ جزئيا له رأس يجاور بقية الرؤوس. 

تمهيدية مجموعة قطع - النجمة [334]: لا يوجد بيان حرج P‏ يحوي مجموعة قطع - نجمة. 

خاصية تبادل ستاينتز [358]: خاصية للدوال المولدة: وهي أنه إذا كان © موجودًا فيما يولده 

XU © وغير موجود فيما تولده × فإ ناز ينتمي إلى ما يولده‎ U f 

نظرية ستاينتز: يوجد طمر واحد فقط 2 المستوى للبيانات السوية المترابطة من الدرجة 3 (أكثر ABs‏ بيان ثنوي واحد فقط). 

القوة [440]: لمبرهنة؛ الجزء من الوقت الذي تتحقق فيه الفرضيات إذا تحقق فيه الاستنتاج. 

بیان موجه صارم [294]: بیان موجه خال من العرى. ويوجد له على الأكثر ضلع واحد مع كل زوج مرتب من نقاطه الطرفية. 

متوازن بصرامة: يتم تعظيم (تكبير) درجة الرؤوس 2 البيانات الجزئية فقط من قبل كل البيان. 

. r (xUy)= r (X) vbe € Y لكل‎ r (XUe)= r (x) خاصية الامتصاص القوية (ماترويدات) [355]: إذا كان‎ 

مركبة قوية [56]: بيان جزئي موجه مترابط بقوة أعظمي. 

توجيه قوي ]165[ توجيه ل G‏ بحيث يمكن الوصول إلى أي رأس من أي رأس آخر. , 

مخمنة البيان الكامل القوي ]320[ (SPGC)‏ المخمنة التي تنص على أن البيان يكون كاملا إذا وفقط إذا كان يمتلك فجوة فردية أو مضاد فجوة فردية. 

الضرب القوي G1 G2‏ ضرب البيانات الذي مجموعة رؤوسه T (G1) X V (G2)‏ ومجموعة أضلاعه (un, vi) © (U2 v2)‏ إذا وفقط إذا كان 
vjev2 su = U2‏ أو U2‏ جه Vi = Y23U]‏ 

بيان موجه مترابط بقوة ( أو قوي) [56]: بيان موجه فيه كل رأس Jald‏ للوصول من الرؤوس الأخرى جميعها. 

كامل بقوة ]330[ بيان؛ تتقاطع فيه مجموعة مستقرة مع كل عصبة أعظمية. 

منتظم بقوة [464]: بيان منتظم من الدرجة k‏ بحيث يوجد جار مشترك لأزواج رؤوسه المتجاورة iÀ‏ وجار مشترك لأزواج رؤوسه غير المتجاورة H‏ 

مكون أساسي جزئي [470]: البيان الجزئي المولد من جوار لرأس أو من اللاجوار لرأس. 

بيان موجه جزئي [56]: بيان جزئي من بيان موجه. 

التقسيم ]212[ )1( عملية يحل فيها مسار مؤلف من ضلعين محل ضلع من خلال رأس جديد. )2( بيان نحصل عليه من خلال متتالية من عمليات التقسيم. 

تقسيم ]212[ H-‏ بيان. نحصل عليه من H‏ بواسطة التقسيم. 

بیان جزئي [5]: he‏ تنتمي رؤوسه وأضلاعه جميعها إلى 6. 

دالة المقياس الجزئي [354]: ala‏ بحيث إن r(XUY) + AXN Y) > r(x) + r(y)‏ للمجموعات جميعها المجموعات X‏ و . 

خاصية المقياسية الجزئية (ماترويدات) [354]: له دالة رتبة مقياسية جزئية. 

مجموعة جزئية ]471[ ik-‏ مجموعة جزئية فيها k‏ من العناصر. 

تمثيل بأشجار جزئية ]324[: تعيين شجرة جزئية من شجرة مضيفة لكل ر أس من رؤوس بيان وتري بحيث تكون الرؤوس متجاورة إذاوفقط إذا كانت الأشجار التي تمثلها متقاطمة. 

تابع J :]54[ (a)‏ 2 بیان موجه رأس V‏ بحيث إن MV‏ 

مجموعة تابعة [58]: ل 1 2 بيان idaga‏ مجموعة توابع U‏ 

حاصل جمع (مجموع) [39]: )1 )للحلقات ولرافقات الحلقات, ALG‏ مثل الفرق التماثلي؛ )2( ood‏ هو اتحاد هذه المجموعات )3( بحيث إن مجموعاته 
المستقلة هي اتحادات المجموعات المستقلة جميعها من كل مجموعة. 

بیان حاو 0: بیان يحوي 0. 

فائق eicit‏ [470]: بيان منتظم لا يحوي أي رؤوس» أو أنه بيان يكوّن كل مكون أساسي جزئي من مكوناته منتظمًا أعظم. 

المرض [184]: قيد على المصدر (المنبع) ب2 شبكة نقل. 

تبديل ثنائي [46]: تبديل يحافظ على الدرجات لضلعين منفصلين بضلعين آخرين غير موجودين. 

متماثل (تماثل) [490]: )1( لبیان. له تشاكل ذاتي غير تافه pad)‏ بدیهي). )2( لبيان موجه بسيط UV €» VOU‏ لعلاقة ثنائية R‏ يعني 
yRx‏ جه xRy‏ 

الفرق A B [109,473] „BLII‏ 4: مجموعة العناصر الموجودة فقط 2 إحدى المجموعتين 4و B‏ 

نظام التمثيل المختلف ]119[ (SDR)‏ لحشد من المجموعات. هو اختيار عنصر واحد من كل مجموعة بحيث يكون الممثلون جميعهم مختلفين. 

نظرية سزكرز وولف [231]: X(G)<l+max, ÔH)‏ 

Jos‏ [53]: الرأس الأول للضلع: أو الضلع الموجه. 

تلوين الذيل [301]: لبيان ثلاڻي سوي. هو تلوين ضلعي ثلاثي فعلي. 

خوارزمية تاري: [95]: طريقة لاستكشاف متاهة (شبكة طرق معقدة). 

مسألة التلغراف [423]: نسخة موجهة من مسألة (مشكلة) نقل الكلام؛ إلا أن النقل يتم 2 اتجاهواحد. 
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مسألة الهاتف [422]: مسألة نقل الكلام ( أو الإشاعة) 

الضرب المؤثر: الضرب الضعيف أو الضرب التنسوري. 

ماترويد ثلاثي [357]: Jala‏ للتمثيل على حقل مؤلف من ثلاثة عناصر. 

السمك [261]: أقل عدد من البيانات السوية التي يساوي اتحادها ©. 

البعد الاستهلالي (بعد البداية أو العتبة): أصغر عدد من البيانات الاستهلالية التي يساوي اتحادها ©. 

دالة بيانية (عتبة أو استهلالية) د [433] 0: دالة 4 بحيث إن © غالبا ما أوغالبًا لا تحدث بالاعتماد على أن الوسيط ينتمي إلى (0)1 أو إلى W(t)‏ 

بيان استهلالي (بداية): له بداية ٤‏ ورأس وزنه W‏ بحيث إن U V‏ إذا وفقط إذا كان W )(+# WISE‏ هناك توصيفات أخرى تشتمل على غياب 
تبديل (استبدال) ثنائي ووجود ترتيب بنائي ناتج عن إضافة رؤوس dida jua‏ أو رؤوس مسيطرة. 

نظرية البيانات التوبولوجية: دراسة رسم البيانات على السطوح. 

طاري [266]: بيان لطمر خلية ثنائية على الطارة. 

الطارة [266]: السطح (قابل للتوجيه) الذي له مقبض واحد. 

التلوين الكلي [411]: وسم للرؤوس والأضلاع بحيث تأخذ العناصر المتجاورة أو الواقعة على بعضها ألوانا مختلفة. 

مخمنة التلوين الكلي [ALL]‏ يوجد لون لكل بيان تلوين كلي باستخدام 2 +( AG‏ على الأكثر. 

عدد السيطرة الكلي [117]: أصغر عدد من الرؤوس 2 مجموعة S‏ بحيث يوجد جار لكل رأس SB‏ 

عدد الفترات الكلي: أصغر عدد كلي من الفترات المستخدمة لتمثيل G‏ كبيان تقاطع لاتحادات الفترات على خط الأعداد. 

أحادي المقياس بشكل كلي [469]: مصفوفة بحيث تساوي كل محددة لكل مصفوفة جزئية مربعة منها 0 أو 1 ±. 

الخشونة ( القساوة 5 الصلابة) [288]: أصغر / بحيث إن (5- 6)6/< |؟| لكل مجموعة فاصلة S‏ حيث تساوي C(G - S)‏ عدد مركبات البيان الجزئي 
الذي نحصل عليه بحذف WS‏ 

الدوري [61]: توجيه لبيان تام. 

أثر المصفوفة [453]: حاصل جمع العناصر الموجودة على القطر. 

قابل لتتبع الأثر: يوجد فيه مسار هاملتوني. 

المسرب [20,59]: ممر لا يظهر فيه أي ضلع أكثر من مرة واحدة. 

بیان موجه Lis‏ [228]: إذا تحقق أن v—>W suv‏ فإن UW‏ 

الإغلاق المتعدي: )1( بيان موجه D‏ هو البيان الموجه الذي فيه UW‏ عندما يوجد مسار من 4 إلى 217 (2) RBAID‏ العلاقة $ التي فيها XSY‏ 
عندما Xo ... .,  ةيلاتتم sag‏ بحيث إن X = Xo Rx1R.... Rye = y‏ 

تعدي الاعتماد (عدم الاستقلال) (ما ترويدات) [359]: إذا كان ٩ (X)‏ 6€ وكانت XC 6 (Y)‏ فإن (9) 0 e€‏ 

قيود النقل (التنقل والانتقال) [184]: العرض والطلب. 

مسألة النقل [185]: تعميم لمسألة التعيين ( التحديد) حيث العرض عند كل مصدر. والطلب عند كل مكان نصل إليه. 

المستعرض [125]: نظام تمثيلات مختلفة (هذه الكلمة المستخدمة عند تعميم المفهوم )؛ وتستخدم كذلك لأنظمة التمثيلات غير المختلفة. 

الماترويد المستعرض [352]: ماترويد. عناصرهعبارة عن مجموعة واحدة من مجموعتي التجزئة لبيان ثنائي الفرع: ومجموعاته المستقلة هي المجموعات الجزئية الشبعة بالواءمات. 

مسألة البائع المتجول (المتنقل) ]493[ (TSP)‏ مسألة إيجاد حلقة مولدة ذات وزن أصفر. 

الشجرة [67]: بيان مترابط لا حلقي Y)‏ يحوي أي حلقة) . 

الشجرة ذات المتعدد [101] A‏ شجرة مجذرة (لها جذر) بحيث يكون لها / s‏ على الأكثر عند كل رأس ليس بورقة. 

الشجرة ]345[ =k‏ بيان وتري نحصل عليه من عصبة =k‏ عن طريق تكرار (معاودة ) إضافة رأس جواره عند إضافته عبارة عن عصبة :/-. 

المثلث [12]: حلقة طولها 3. 

خال من المثلثات [41]: لا يحوي K3‏ كبيان جزئي. 

. 4 (xy) + d (y z) < d(x, z) المثلثية:‎ a Cat 

وتر مثلثي: وتر طوله 2 موجود ب مسار أو حلقة. 

بیان تم تثليثه [225]: بيان لا يحوي حلقات لا وترية. 

التثليث [242]: طمر لبيان على سطح. كل منطقة فيه مضلع ثلاثي. 

ثلاثي الدرجة: درجته تساوي 3. 

بیان تافه [22]: بيان ليس له أضلاع (يحصر بعض المؤلفين ذلك برأس واحد) . 

عديد ۸-[474]: بيان متعدد الفرع تام. مجموعاته (رؤوسه) الجزئية متساوية. 

نظرية توران [208]: توصيف لبيانات تامة متساوبة الفرع من البيانات متعددة الفرع من الدرجة ۲ على أنها أكبر بيان من رتبة معطاة لاتحوي عصبة من الدرجة 1 + 7. 

كثيرة حدود توت: تعميم لكثيرة الحدود اللونية. ولكثيرات حدود أخرى. 
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نظرية توت ]146.174.250[: )1( للمواءمات. هي توصيف لبيانات لها عامل واحد. )2( للترابط؛ توصيف للبيانات المترابطة من الدرجة الثلاثية من 
خلال تقليصها لعجلات. (3) للبيانات السوية. هي أن للبيانات السوية المترابطة من الدرجة 3 طمرًا بحيث تكون الأوجه المحدودة جميعها محدبة. 

التوائم [208]: الرؤوس التي لها الجوار نفسه ( التوائم الكاذبة هي رؤوس متجاورة لهاالجوارات المغلقة نفسها). 

مجموعة لا يمكن تفاديها [348]: جمع من التشاكلات؛ يحوي كل بيان صف محدد (معين) تشكلا هذا الجمع. 

البيان التحتي ( الضمني أو الأساسي) [258]: البيان الذي نحصل عليه من بيان موجه من خلال التعامل مع الأضلاع على أنها أزواج غير مرتبة. 

أحادي الحلقة: له حلقة واحدة فقط. 

بيان زائدي منتظم (متسق) من الدرجة ]449[ sh‏ له أضلاع من الحجم k‏ فقط. 

ماترويد منتظم (متسق أو موحد) ]357[ برج :U‏ ماترويد على [M]‏ بحيث إن مجوعاته المستقلة هي المجموعات التي حجمها يساوي k‏ على الأكثر. 

خاصية BLOW‏ (الانتظام) (ماترويد) [354]: لكل X CE‏ يتحقق أن للمجموعات الجزئية المستقلة الكبرى من الحجم نفسه. 

الاتحاد G2)‏ لا (Gi‏ ومجموعة أضلاعه هي الاتحاد لأضلاع 01و 62 (تكتب 62 + 01 إذا كانت مجموعات الرؤوس منفصلة). 

اتحاد الماترويدات [369]: اتحاد الماترويدات +11 ,... sa Mi,‏ النظام الوراثي الذي مجموعاته المستقلة هي: ADV... Uk LET}‏ 

بيان مسافة الوحدة [201]: البيان الذي رؤوسه R?‏ بحيث تتجاور نقاطه إذا كانت المسافة بينهما تساوي 1. 

بيان غير موسوم (معلم) [9]: مصطلح غير رسمي لصف التشاكل. 

غير مشبع بالنسبة إلى ]107[ M‏ رأس لا ينتمي إلى ضلع M2‏ 

قابل لطمر أعلى [176]: له طمر خلية ثنائية على سطح. جنسه يساوي | (G)+1/2‏ -(6) )| 

التكافؤ (valence)‏ درجة الرأس. 

قيمة التدفق [433]: محصلة التدفق الخارج من المنبع أو الداخل إلى المصب. 

التغير أو الاختلاف [351]: مربع الانحراف المتوقع عن الوسط. 

رأس [2]: عنصر -2 JT (C)‏ مجموعة الرؤوس. 

العدد اللوني للرؤوس [191]: العدد اللوني. 

ترابط الرؤوس [149]: درجة الترابط؛ أو Jada‏ الترابط أو الترابطية. 

غطاء الرؤوس [112]: مجموعة رؤوس تحوي نقطة طرفيه لكل ضلع على الأقل. 

مربع بالنسبة إلى الرؤوس: حذف أي رأس يغير الوسيط أو الصفة. 

glad‏ رؤوس (قاطع رؤوس): مجموعة رؤوس فاصلة. 

بيان جزئي بحذف رأس [149,164]: بيان جزئي نحصل عليه بحذف رأس واحد. 

مضاعفة الرؤوس من [320]: استبدال رؤوس G‏ بمجموعات مستقلة؛ بحيث تكون النسخ من X‏ و /زمتجاورة إذا وفقط إذا تحقق أن XYEE(G)‏ 

تجزئة الرؤوس: تجزئة لمجموعة الرؤوس. 

مجموعة الرؤوس ]2[ T (G)‏ مجموعة العناصر cà all‏ عليها البيان. 

متعدٌ بالنسبة إلى الرؤوس [14]: لكل زوج aee (G) 2-X, Y‏ تشاكل ذاتي ينقل (anys)‏ إلى لر 

نظرية فايزنج ]275[ تعطي حدا أعلى على العدد اللوني للأضلاع ( الضلعي) بدلالة الدرجة الكبرى؛ وأكبر تكرار للأضلاع. 

ممر [20,59]: قائمة متناوبة من الرؤوس والأضلاع 2 بيان بحيث ينتمي كل رأس إلى الضلع الذي يسبقه والضلع الذي يليه 
(يجب أن نتتبع الأسهم 2 البيان الموجه) 

ممر U,V‏ [20]: ممر من 1 إلى ۷. 

خاصية الحذف الضعيف [352]: خاصية المصفوفات. وتعني أن الاتحاد لحلقات متقاطعة يحوي حلقة تتفادى نقطة معينة 2 التقاطع. 

الضرب الضعيف GIG?‏ ضرب البيانات بحيث رؤوسه هي: (G1) × V (G2).‏ آوأضلاعه هي: (U1,V1) >+ (u2,v2)‏ إذا وفقط إذا تحقق أن 
Nie visui e m‏ 

وترى ضعيف ]330[ لا توجد له حلقات لاوترية طولها على الأقل 2-5 2-4 -G‏ 

مترابط بضعف [56]: بیان موجه بحيث يكون بيانه المتضمن (iri)‏ مترابطا. 

الوزن: عددد حقيقي. 

موزون: تم تعيين أوزان له (لأضلاعه و (أو) رؤوسه). 

خاصية الترتيب الحسن [19]: كل مجموعة غير خالية (من الأعداد الطبيعية) تحوي عددًا أصغر. 

العجلة [174]: بيان ناتج عن ربط حلقة مع رأس منفرد. 

نظرية التشاكل الثنائي لويتني [376]: توصيف لأزواج من البيانات التي تتشاكل ماترويدات حلقاتها. 

معامل واينر [72]: مجموع المسافات بين أزواج الرؤوس. 

التدفق الصفري: تدفق ‏ شبكة بحيث يساوي التدفق على كل ضلع صفرًا. 


E ملحق‎ 
( Appendix E Supplemental Reading ) قراءات إضافية‎ 


لقد تشر العديد من الكتب 2 موضوع نظرية البيان. وسنضع هنا قائمة تحتوي على بعض الكتب 
للقارئ المهتم الذي يبحث عن عرض أو تقديم بديل؛ أو يرغب -2 المزيد من التفاصيل حول بعض المواضيع 
الخاصةء إضافة إلى أننا سنضع قائمة لكتب عامة 2 الموضوع نفسه مقسمة إلى ثلاثة مستويات تقريبًا. 
وسنورد بعد ذلك قائمة بالكتب المتخصصة والمقالات بحسب صلتها وارتباطها بوحدات هذا الكتاب. 
وأخيرًا سنضع قائمة من الكتب التي تشتمل على بعض المواضيع الإضافية 2 نظرية البيان. 
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مترابط من الدرجة k-connected 149, 151, 158-62, K‏ 
,298 ,283 ,174-5 ,169-70 ,164 

440, 450-1 


connected to 21-2, 31 مربوط ب‎ 
connection relation 21-2, 29, علاقة الربط‎ 

34, 59,63 

الترابطية (مقدار الترابط( ,152 ,149 CONNECTIVITY‏ 
495 ,439 ,164 


الترابطية (درجة الترابط) 


connectivity 149, 53.158-9, 
163-9, 174, 182, 211, 215, 
248, 274, 292, 301-2, 304, 
313-4, 406, 439-41, 463 
connector 391-2 





consecutive Is property 


328-9, 346-7 

conservation constraints قبود الحافظة‎ 
176-7, 184, 186-8, 307 

consistent rounding 186, اتدوير منسجم‎ 


186, 0 
construction procedure 30, 324 خطوات البناء‎ 


يحوي أو خوي 471 ,21,24 ,6 contains‏ 

contraction (edge) 84-5,  ضابقنا أو‎ (abn) تقليص‎ 
143-5, 213, 218, 221-3,239, 

241, 249-51, 


256, 269, 305, 317, 324, 

contraction (in matroids)  )تاديورتاملا انقباض (في‎ 
363-6, 375-7 

المكافئ العكسي ,110-1 ,77 ,38 contrapositive‏ 
,324 ,290 ,249 ,200 ,159 

478,491 

converse (of conditional) 477 عكس (للشرط)‎ 


convex combination 395 تركيب محدب‎ 
convex embedding 248-50, 255 محدب‎ pola 
convex function 443 دالة محدبة‎ 
convex polygon 247-8, 256 sane مضلع‎ 
copy 0 نسخة‎ 

cost 95-7, 100, 103, 126-30, تكلفه‎ 


185, 494, 496-500, 5 

تعليل حسابي (عددي) ,34-7 conuting arguments‏ 
,111 ,108 ,92 ,79-85 ,68 ,47-50 

138, 219, 223-4, 229, 241, 263, 

272, 279, 322, 335, 385, 420, 

427, 436, 458, 463, 473, 485-9 

Coupon Collector 451 ^ Ug SI جامع‎ 

cover/ covering (see edge غطاء/ تغطية (انظر غطاء‎ 
igi) أضلاع. غطاء‎ 
COVERING CIRCUIT 506 ints حلفة‎ 


cover, vertex cover, etc.) (gut. 





covering set 127-8 مجموعة الفطاء‎ 
critical 94, 122, 147, 192, 
196, 198-9, 201, 203, 


206, 210-3, 215, 217-8, 


حرج 


201, 207, 215-6, 226-7, 245, 255, 
283, 297, 312, 320, 322, 334-S, 340-1, 
344, 360-2, 366, 375, 379, 393, 400, 


422, 456, 461, 465-40 

complement (set) 474 المتممة (المجموعة)‎ 
complement reducible 344  ةممتمرفصم‎ 
complete bipartite graph بيان ثناني الفرع تام‎ 
9-10, 14, 33, 41, 104, 

409, 413, 416, 

complete graph 9-11, 16, بیان تام‎ 


26, 32, 50, 62, 79, 83-4, 87, 104, 

108, 149, 193- 4, 197-204, 207, 214, 

217-8, 221, 224, 230-1, 263, 290, 293, 

298, 329, 336, 344, 381, 386, 398- 

9, 419, 426, 459, 470, 487 

بیان موجه Jue‏ من العرى نام 393 complete loopless digraph‏ 
بيان متعدد الفرع تام complete multipartite graph‏ 
207,215 

comp;ete subgraph 26, 280-1, بيان جزئي تام‎ 
381, 386, 397 (see clique) 


completely labeled cell 388- خلية تام لوسم‎ 
9,391,395 

complexity 125, 269.286, ^ التعقيد‎ 

425, 494, 496, 9 

component 22-32 مركبة‎ 
composition (of functions) 9, تركيب الدوال‎ 

18, 485-7 

composition (of graph) 284, تركيب البيانات‎ 
332-4, 393 

conclusion 477 النتائج‎ 
conditional statement 248, عبارة شرطية‎ 
477-9, 481 

conditional probability 443,  ةيطرشلا الاحتمالية‎ 
448 


تشكل (مصفر أو مختزل) configuration(reduciblde)‏ 
0 ,265 ,258-61 

conflict graph 252, 254, 256  ضراعت بيان‎ 
congruence (modulo n) 52, (n تطابق (مقياس‎ 
64, 88, 94, 194, 204, 217, 269, 
272, 274, 303, 309, 64, 490-1 
conjunction 477 عطف‎ ey وصل.‎ 
connected dominating set  ةطبارتم مجموعة مسيطرة‎ 
117,122-3 

بیان مترابط 5,21 connected graph‏ 
بيان مترابط من الدرجة 2 ,155 ,150 2-connected graph‏ 
,204 ,198 ,173-5 ,161-4 ,158 
,250 ,247-8 ,243-4 ,240 ,213 
,298 ,295-6 ,293 ,287-8 ,252-4 

213-4, 317, 348, 417-9 

بيان مترابط من الدرجة 3 ,158-9 ,150 3-connected graph‏ 
,237 ,218 ,213 ,147-5 ,166 


247-52, 256, 292, 295, 
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clique tree 327-8, 345 


clique-bertex incidence matrix 


328-9, 346 وعصبة‎ 
closed ear 164-5, 172 أن مغلقة‎ 
closed neighborhood 116,  قلقمراوج‎ 
341, 468 


closed set (in the plane) ggal مجموعة مغلقة في‎ 
233-41, 245, 254, 267-8, 
389-90, 397, 452, 468 
closed set (matroids) 360 
362, 376-8, 371-2, 5 


مجموعة مغلقة(ماتروبدات) 


closed trail 20, 26-7, 30-1, مسرب مغلق‎ 
34, 57-60, 172-3, 290-1, 

295, 313, 6 

closed Walk 20, 24, 32,48, مرمغلق‎ 
63.65, 99, 237, 239, 5 

closure (Hamiltonian) 289- (نgalمl)قاlغإ‎ 


90, 298, 429, 449 
closure function (matroids) دالة الإغلاق (ماترويدات)‎ 
360 


closure operator 360 DU! مؤثر‎ 

زوج رؤوس مرافق حرج متحارج 339 co-critical vertex pair‏ 
مرافق بيان 344 ,202 cograph‏ 

مرافق أساس 360-2 cobase‏ 

مرافق حلقة 5 ,362 ,360 cocircuit‏ 

مرافق حلقة (ماترويدات) 362 cocycle (matroids)‏ 
مرافق بیان 202 cograph‏ 


color 4, 191-2, 204, 275, 380 لون‎ 
color class 191-3, 200, 203-4, صف لوني‎ 
207, 217, 275, 339 

color sum 204 
color-critical 192, 199, 206, 
210, 215, 218, 344 
2-COLORABILITY 495, 505 تلوين ثنائي‎ 

3-COLORABILITY S00, تلوين ثلا‎ 
k-COLORABLITY495, Kagyall تلوين من‎ 
501,505 

k- colorable 191-2, 204, 
211,309, 363, 8 
k-coloring 191-4, 198, 200 (ب من الالوان(‎ K- تلوين‎ 
205, 207, 210-1, 216-7, 219-24, 

229, 309, 380-3 , 386, 393-4, 449 

column matroid 351-2, 375 


مجموع ألوان 
حرج لوني 


قابل للتلوين ب K‏ من الألوان 


ماترويد أعمدة 
تصميم توافقي 11,465,470 combinatorial design‏ 


common system ofdistinct  ةفلتختا نظام مشترك للتمثيلات‎ 
representatives (CSDR) 

119, 171-2, 353, 368-9 

comparability graph 228, مقارنة‎ gly 

231, 329-31 

زوج منسجم (متناغم) 232 compatible pair‏ 
المتممة (لبيان( -4.10 complement (graog)‏ 


2, 15, 38, 49, 52, 71, 77, 80, 115, 121, 
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105 

dilation 390 تمديد أو إطالة‎ 
Dklwoths Theorem 413, 424 نظرية دل ورث‎ 
k- dimensional cube Qk 35-6, K ذو لبعد‎ Qk المكعب‎ 
48-9, 71, 76, 105, 105, 108, 119, 

150, 174, 193, 282, 296, 329-30, 


379,390 
k- dimensional simplex 395 K نو بعد‎ 2.3 
Dinitz Conjecture 410 مخمنة دينتز‎ 


Dirac's Theorem 218, 417-8, 441 نظرية ديراك‎ 

direct method (of proof) 178 الطريق المباشر للبرهان‎ 

direct sum (matroids) الجمع المباشر للماترويدات‎ 

369-70, 6 

directed graph 53, 66, 90, 

189, 377, 406, 422, 506 

حلقة هاملتونية موجّهة DIRECTED HAMILTONIAN‏ 

CYCLE 503 

حلفة هاملتونبة موجهة DIRECTED HAMILTONIAN‏ 

PATH S00, 502-3 

Directed Matrix Tree Theorem 89 

نظرية مصفوفة الشجرة اللوجهة 
تفريغ الشحنة 


بان موجه 


discharging 261, 304 
disconnected graph 6, 12, 
15, 21-2, 25, 31, 38-9, 50, 52, 
63,71, 78, 85, 149-50, 156, 173, 
241, 247, 249, 333, 347, 
431-2, 437, 470 


بیان غير مترابط 


disconnection set 152, 155, مجموعة فصل‎ 

159, 168 

تعارض أو تناقض 402-3 discrepancy‏ 

discrete system 54 نظام منقطع‎ 
disjoint (sets) 473 مجموعات منفصلة‎ 
disjoint union (G + H) 39, (G+H) منفصل‎ bI 


48, 104, 137-8, 155, 193, 

199, 271, 306, 313, 359, 

371, 399, 419, 465, 470 

disjointness graph 13-4, 17-8, 276 بان الفصل‎ 


فصل 
مسافة 


disjunction 477 

distance 5, 46, 57-8, 70-3, 
78, 95, 97-9, 105, 130, 137, 190, 

192, 198, 201, 209, 217, 225, 235, 246, 
265, 271, 294, 302, 345, 379, 390-2, 
400-3, 419, 421, 449, 452, 468 
distance- preserving 400-1 
distinct 489 مختلفة‎ 

DNA chains 328 DNA سلاسل‎ 
dodecahedron 243, 345, 386, 295 الاثنا عشري‎ 

domain 437, 483-5 مجال‎ 
domination set 116-8, 122- مجموعة مسيطرة‎ 
3, 428-9, 6 


يحافظ على المسافة 


312-4, 317-8 

cycle matroid 313, 350-5, ماترويد حلقات‎ 
358, 360, 362-5, 373-6, 406 

cycle space 313, 452,467 قضاء الحلقات‎ 
cycle-power 337-43 قوةالحلقة‎ 
deadheading 130 vi 

de Bruijn cycle 60, 94 حلقة دوبروجن‎ 

de Brujn graph 61,63 بیان فوبروجن‎ 
decision problem 494-5 مسألة اتخاذ القرار‎ 
decomposition 11-2, 18, 25, تفكيك‎ 


30-1, 34, 56, 64, 76, 87-8, 94, 

140, 147, 155, 163-5, 172-5, 

248, 252, 261, 271, 276, 280-1, 

284, 286, 302, 314.324, 371, 

397-8, 413-5, 460 

F-decomposition 397, 413-4 F- تفكيك‎ 
decomposition procedure 324 خطوات التفكيك‎ 


deficiency 121, 146 saiid jra 
defined on 483-4 معرّف على‎ 
k-degenerate graph 269 K بيان مضمحل من الدرجة‎ 
degree (of bertex) 6 درجة (الرأس)‎ 


degree sequence 44-6, 59, 62, متتالية الدرجات‎ 
76,94, 141, 195, 290-1, 
297-8, 345, 418, 438 
degree set 

degree-sum formula 35, 40, 


مجموعة الدرجات 
iino‏ مجموع الدرجات 
5 ,365 ,242 ,238 ,214 ,58 ,51 ,-43 

deletion (G-e, G-v) 23 (G-e,G-v) di> 
deletion (matroids) 362-6  )تاديورتام( حذف‎ 
deletion method 428-9, 449-50 طريقة الحذف‎ 


demand 130, 184. 187 طلب‎ 
density bound 390-1, 396  ةفاثكلا‎ a> 
density of graph 435-6 كثافة البيان‎ 


dependence (linear)400, 457 (pias) الاعتماد أو التبعية‎ 
dependence (matroids)352,  )تاديورتام( الاعتماد‎ 
359,373 

ضلع تابع (غير مستقل) 232 dependent edge‏ 
مجموعة تابعة (غير مستقلة) 313,349-50 dependent sets‏ 
البحث العمودي أولاً depth-first search (DFS) (DFS)‏ 
404 ,402 ,156-7 
descendant 100‏ 
determinant 85-7, 92, 452-‏ 
469 ,462 ,4 

diagonal Ramsey number 
385, 394, 450 
DIAMETER 495 قطر‎ 

diameter 71-2, 75-9, 99, 105, قطر‎ 

114, 122, 147, 153, 160, 209, 

216, 244, 379, 396, 424, 432, 458, 464 

difference (ofsets)473 (asgo 3L 4) فرق لمجموعة‎ 
digraph 53. 

Dijkstras Algorithm 97-100, خوارزمية ديجكسترا‎ 


(ats) سلالة‎ 


محددة 


EEU PETEA 


فهرس المواضيع 


334-6, 339-44, 348, 506 
a-critical 122. 506 

k- critical 192, 196, 198-9, 
203,210-3,215,217-8 
critical edge 122, 340, 342-3 ضلع حرج‎ 


حرج بالنسبة إلى 2 
حرج بالنسبة إلى 16 


critically connected حرج الترابط‎ 

cross edges (in Petersen graph)  )نوسرتب (في بيان‎ SLEW عبر‎ 
276-7 crossing 234 

crossing number 262-4, 269  عطاقتلا‎ ıe 
cryptomorphism 360 اقتران تشفير‎ 

CSDR (see Common Syst, of  تاليثمتلل نظام مشترك‎ 
Distinct Representatives) الختلفة‎ 

cube Q3 3, 35-6, 49, 51, 76, مكعب‎ 


105, 119, 150, 236, 243, 255, 271, 
295-6, 379, 390, 397, 401-3, 422, 468 


بيان تكعيبي (ثلاثي الدرجة) 304-11 cubic graph‏ 

curve 1-2, 48, 54, 233-9, منحنی‎ 

241, 245-6, 254, 8 

cut (see edge cut, source als قطع (انظر قطع‎ 

وقطع منبع مصب ورأس قطع /sink cut, vertex cut)‏ 
وقطع منبع / مصب) 

x, y- cut 166-8, 172 Xy قطع‎ 

ضلع قطع ,52 ,43-9 ,23 cut-edge‏ 


68-70, 75, 77, 104, 139, 147, 

155, 158, 165, 173-5, 237-8, 

300-1, 304, 307-8, 313 

cut-vertex 23, 29, 31-2, 77, — glaà- رأس‎ 
146, 155-6, 158, 160, 162, 198, 

212, 240, 243, 247, 284, 420, 6 

cycle 5-6 9-20, 23-37, 43, 
49, 55-60, 63-71, 75-9, 84-7, 96, 

103-5, 108-10, 118-9, 122, 140, 

147, 155, 159-65, 170-5, 192-200 

203-4, 213, 216-7, 224-35, 238-45, 

250-9, 270-7, 284-306, 310-8, 323, 

326-30, 341-4, 349-65, 373-76, 379, 

391, 394-5, 408-24, 429, 436-7, 440- 

1, 452-5, 460, 467-8, 492-4, 497-9, 502, 5 
n-cycle 9, 12, 35, 49, 92, 94, 
306, 417-8, 460, 468 

A-cycle 14, 23, 25, 34, 48- 
9,70, 94, 193, 221, 223, 228, 
270, 305, 329, 345, 394-5, 408, 
460, 467, 505 

حلقة خماسية ,108 ,92 ,50 ,18 ,11-4 S-cycle‏ 
,1994 ,193 ,192 ,142 ,119 ,114 

205-6, 210, 215, 234, 252, 270, 

276-7, 312, 318, 323, 336, 344-5, 

348, 384, 394, 422, 460, 0 


حلقة 


حلقة من الرتبة D‏ 


حلقة رباعية 


6- cycle 10, 37, 49,216,234, حلقة سداسية‎ 
318, 487 
cycle double cover (CDC) ^ jai» غطاء مزدوج‎ 


فهرس المواضيع 


Expansion Lemma 162, 170, 175 تمهيدية التمديد‎ 
expansion operation 43-4, عملية التمديد‎ 
52-3 5 

expansive property 358-60  ديدمتلا خاصية‎ 
expectation (ofrandom variable) التوقع لمتغير عشوائي‎ 
427-34, 440, 443-6, 449, 2 

مسائل التطرفية (القيم القصوى) ,41 ,38-9 extremal problem‏ 
413 ,396 ,209 ,116 

extremality method 28-9 طريقة التطرفية‎ 
32, 34, 40-1, 63, 68, 137, 

249, 289, 294, 299 

face 235-50, 253-6, 267-72, وجه‎ 

295, 300-3, 307-9, 213-5, 

353, 360, 401, 412, 424 


طول الوجه 241 ,238-9 face length‏ 
تلوين الوجه 309 ,307 ,300-1 face-coloring‏ 
عامل 136 factor‏ 


عامل من الدرجة 1 ,159 ,145-8 ,136-41 1-factor‏ 
318 ,310 ,308 ,283-4 ,276 

عامل من الدرجة 2 -147,276 ,140 ,136 2-factor‏ 
5 ,288 ,7,285 

عامل من الدرجة f-factor 140-1, 148 f‏ 
k-factor 140, 164‏ 
قابل للتحليل لعوامل من الدرجة 1 276,284 1-factorable‏ 
خليل لعوامل من الدرجة 1 ,276,279 1-factorization‏ 


عامل من الدرجة K‏ 


310 ,284-5 
مخمنة التحليل لعوامل من الدرجة 1 L factorization Conjecture‏ 
279,284-5 
خلبل لعوامل من الدرجة 1 ,276,279 factorization‏ 1 
310 ,284-5 


حرج بالنسبة إلى العوامل 147 factor-critical‏ 
مضروب ‏ ,386 ,294 ,220 ,107 factorial‏ 
486-9 ,434-5 ,428 


fan 170-1, 213 مروحة‎ 
Farys Theorem 247,251, نظرية فاري‎ 
255 

fat triangle 5 مثلث سمين‎ 


feasible flow 176-80, 184-8  مئالم تدفق‎ 
feasible solution 323, 497 حل ملائم‎ 


حركة ذاتية منتهية $4 finite automaton‏ 
بیان منته 3 finite graph‏ 
محموعة منتهية 473 finite set‏ 


الآلة ذات العدد المنتهي من الحالات 57 ,54 finite state machine‏ 
نظرية الألوان الخمسة ‏ 257-8 Five Color Theorem‏ 
مسطح 360 ,266-8 flat‏ 

floor function 39,483,491  ةيضرألا دالة‎ 

flow (in network) 176-89, تدفق (في شبكة)‎ 


495 

flow (in graph)307-18 (oles تدفق (في‎ 
flow number 309 EN 
k-flwo 307-12, 317-8 K- تدفق‎ 
k-flowable 309 K- قابل للتدفق‎ 


60, 77, 244, 295, 298, 308, 495 


p: 
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domination number مسيطر(انظر‎ sac element (of set) 471 عنصرفي مجموعة‎ 
(see domination set) مجموعة مسيطرة)‎ embedding 234-56, 266-72, طمر‎ 

dot product 86,306,317, اضرب نقطة‎ 283, 302, 313, 376, 400- 1, 453 

338, 400 empty set 472 فده‎ 
double cover 312-4, 317-8 encoding 26, 101, 389, 397- تشفير‎ 

double jump 437 8, 400-3, 494 

double torus 267-8 endpoint 2, 20, 53 نقطة طرفية‎ 
double triangle 281-2, 285-6 مثلث ثنائي‎ entropy 103 إنتروبي‎ 
double-star 78 جم ثنائي‎ equality of sets 472 مساواة مجموعات‎ 
double-torus 266 طارة ثنائية‎ equality relation 490 علاقة مساواة‎ 

doubly stochastic matrix 120 ةجgدjم مصفوفة تصادفية‎ equality subgraph 126-9 بيان جزئي للمساواة‎ 
drawing 2, 9-12, 30, 45, 233-5, رسم‎ equitable edge-coloring 285  عالضألا مساواة تلوين‎ 
242, 262-6, 272, 449, 504 equivalence class 9, 22, 33, صف تكافق‎ 

dual augmentation property 362 ثنوي خاصية التوسيع‎ 63, 173, 313, 490-1 

dual edge 236, 363-4 ضلع ثنوي‎ equivalence relation 8-9, 22, علاقة تكافۋ‎ 

dual graph 236-9, 241-5, بيان ثنوي‎ 63, 173-4, 490, 

300, 309, 314-S, 317, 360, 6 erasure 43, 53 محوأومحاة‎ 

dual matroid 349, 360-5, 375-7  يونث ماترويد‎ Erdos-Faber-Lovasz Conjecture مخمنة إيردوز وقابر ولوقاس‎ 
dual problem (optimization) مسالة ثنوية‎ 202 

شرط إيرودوز وجالاي Erdos-Gallai condition‏ ,135 ,125-6 ,118 ,113-4 
185 ,148 ,141 3 ,188 ,179 ,172 ,166 

Duality Theorem 323 نظرية الثنوبة‎ Erdos-Szekeres Theorem مبرهن إيرودوز وسزكرز‎ 
ear 163-5, 172-3, 175,248 — ji 203, 379, 382 

صيغة أويلر ,241-2 ,233 Euler's Formula‏ الاختلا ف المركزي 105 ,78,99 ,71-2 eccentricity‏ 

edge 2, 53 ضلع‎ 245, 255, 268, 272, 316, 375 

edge cover 114-5, 122 غطاء أضلاع‎ EULERIAN CIRCUIT حلقة أويلرية‎ 

edge cut 152-5, 159-60, قطع أضلاع‎ 495, 499 

164-5, 181, 190, 211, 238, 283, Eulerian circuit 27-34, 42,  ةيرليوأ حلقة‎ 

301, 303-7, 312, 317, 452, 467 60-1, 64, 77, 89-91, 99, 

498 ,298-9 ,285 ,273 ,140 اختيارية الضلع 409 edge-choosability‏ 

بيان موجه أويلري ,64 ,60 Eulerian digraph‏ العدد اللوني للأضلاع edge-chromatic number‏ 
130 ,90-1 275,283 

edge-coloring 274-9,282-5,  عالضألا تلوين‎ Eulerian graph 27-31,34, — بيان أوبلري‎ 


296, 299-306, 310-1, 381, 409 


مسرب أويلري 64 ,60 ,27 Eulerian trail‏ قابل لتلوين الأضلاع ب K‏ من الألون 411 ,296 ,275 k-edge-colorable‏ 
حلقة زوجية ,138,174 ,109-10 even cycle‏ تلوين أضلاع ثلاثي 505 3-EDGE-COLORABILTY‏ 

318 ,276 ,217 ,204 تلوين الأضلاع ب K‏ من الألوان ‏ ,284-5 ,275 K-edge-coloring‏ 

بيان موجي زوجي 318 even digraph‏ 381 ,296 
بيان زوجي ,48 ,33-4 ,27-31 evem graph‏ تلوين الأضلاع ب( 4)6 A(G)-EDGE-COLORING‏ 

414 ,311-3 ,308 ,50 مترابط ضلعيًا من الدرجة 2 ,172-3 ,164-5 2-edge-connected‏ 

أعداد زوجية 472-3 even numbers‏ 424 ,317 ,312-4 ,305 ,300-2 
زوج زوجي 348 even pair‏ مترابط ضلعيًا من الدرجة k-edge-connected 152,158, k‏ 

160, 164-6, 1745, 283, even triangle 281 مثلث زوجي‎ 
edge-connectivity 152-3, درجة ترابط الأضلاع‎ even vertex 26, 36, 100, 140 زوجي‎ wi, 

165-9, 274, 301-2, 406 even Walk 24 eu 
edge-transitive 18 abe متعدٌ‎ event (probability) حدث (احتمالية)‎ 
Edomonds' Blossom خوارزمية البراعم لإدموندز‎ 425-7, 443-50 

Algorithm 144 evolution 193, 436-8 نشو تطور‎ 
Edmonds’ Branching Teorem  عيرفتلل مبرهنة إدموندز‎ excess (matrix) 126-30, 141,  )طارفإلا( مصفوفة الزيادة‎ 
405-6, 422 176-7, 179-80 

محدد قياس وجودي 475-6 existential quantifier‏ قبمة ذاتية 453-70 ,401 eigenvalue‏ 


eigenvector 453, 455-70 gl متجه‎ expander 453, 463, 469 
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146-7, 368, 377, 463 
Hall's Theorem 110-3, 120-1, نظرية هال‎ 
146-7, 171, 175, 219. 376 


Hamiltonian closure 298, إغلاق هاملتوني‎ 
419,449 

HAMILTONIAN CYCLE  ةينوتلماه حلقة‎ 
494-500, 503, 505-6 

حلقة هاملتونية في بيان  Hamiltonian cycle/graph‏ 


286-99, 302-4, 314- 

7,395-6, 416-21,437, 

440-1, 449, 493-4, 497-9, 

502-3, 506 

HAMILTONLAN PATH 495, مسار هاملتوني‎ 
500, 502-3, 505-6 


Hamiltonian path 292, 295-  ينوتلماه مسار‎ 
2,299, 303, 316-7, 428, 

497, 502 

مترابط هاملتوني Hamiltonian-connected‏ 
297-8 

handled 266-8, 313 مضص‎ 

handshake party problem  حفاصتلا مسألة حفلات‎ 
481 

Harary graph 150, 153 بیان هارير‎ 

Harper's bound 390-1 my 
Havel-Hakimi Theorem 45,  يميكحو نظرية هافل‎ 
52,59 

head 53-61, 86, 90, 94, 164- رس‎ 


5, 168, 178, 307-8, 357- 


8, 406, 484, 503 

head partition matroid 357  سوؤرلا خزئة‎ anglo 
Helly property 80, 346 خاصبة هبلي‎ 
hereditary family of graphs عائلة وراثية من الببانات‎ 
226-8, 275, 325, 332, 

334, 341, 

hereditary family ofsets  تاعومجملا عائلة وراثية من‎ 


349, 353, 357, 371 
hereditary system 349-55, 
357-63, 366, 369-71, 
373-4, 7 

الخورازمية المساعدة على الاكتشاف 496 heuristic algorithm‏ 


نظام وراثي 


homogeneous set 380-1 مجموعة منجانسة‎ 
Huffman Algorithm 101-3  نامفه خوارزمية‎ 
Huffman code 103, 106 شفرة هفمان‎ 
Hungarian Algorithm 127-9, الخوارزمية الهنجارية‎ 
132,134-5 

مسألة الصياد/ المزارع 121 hunter/farmer problem‏ 
مكعب زائدي ,108 ,71 ,49 ,35-6 hypercube‏ 

122, 150, 174, 193, 350 

بیان زائدي 449 hypergraph‏ 

hyperplane 360-2, 375,395 gail; مستوى‎ 
hypobase 360-1, 375 قت أساس‎ 

hypothesis 477 فرضیات‎ 


Gewirtz graph 466 بیان جیرتز‎ 
Ghouila-Houri's Theorem  يروهو نظرية جوليا‎ 
420 

girth 13-4, 17, 37, 49, خصر‎ 


79, 105, 119, 147, 206, 
216-7, 219, 232, 245, 

255, 297, 304-6, 312-4, 
365, 396, 421, 429 

good algorithm 124-5, 142, 
196, 219, 274, 276, 279, 
292, 493-4, 405 

good characterization 495 


خوارزمية جيدة 


gossip problem 406-8, 422-3 الكلام الإشاعة‎ Jas مسألة‎ 
graceful labeling 87-8, 92-4 Ja» (eus) تعليم‎ 


Graceful Tree Conjecture 87, مخمنة الشجرة الجميلة‎ 
94 

graph 2 بیان‎ 

graph transformation 64, (نقل) البيان‎ Jagd 
138, 141, 285, 422 

graphic matroid 350, 357, ماترويد بياني‎ 

375-6 

graphic sequence 44-5, 48,  ةينايب متتالية‎ 

148, 185 

greedy algorithm 96, 116, الخوارزمية الجشعة‎ 
195, 349, 354-7, 366, 

373-4, 429, 441-2, 496-7 

greedy coloring 194-202,  عشجلا التلوين‎ 

277, 276, 324, 331-2, 

344, 442, 459 

greedy decomposition 397-8 التفكيك الجشع‎ 
greedy ear decomposition gab! التفكيك المقبضي‎ 
173 

grid (Pm Pn) 193,316,390, شبكة‎ 

396 


grid (positions)73, 251, 265, شبكة مواقع‎ 


370, 410-1, 425, 446, 

460, 490 

Grinberg graph 302,316 بیان جرينبرج‎ 
Grinberg's condition 303, شرط جرينبرج‎ 
315-6 

group 18, 309, 449, 452-3, — aj 

growht rate 265,431,483 gail! معدل‎ 
Grotzsch graph 205-6,215, — بيان جروتزك‎ 
218,294 

نظرية جروتزك 270 Gritzscg’s Theorem‏ 
مخمنة جيرفاس وسومنر Gyarfas-Sumner Conjecture‏ 
206,215 

Hadwigers Conjecture213  رجياوداه مخمنة‎ 
Hajos Conjecture 213,414, مخمنة هاجوز‎ 
442 

Hajos construction 217 بناء هاجوز‎ 
Halls Condition 110-3, 121, شرط هال‎ 


فهرس المواضيع 

flower 142, 306, 317 زهرة‎ 

forbidden substructure 323, بنية منوعة‎ 

365 

Ford-Fulkerson Labeling Al-  نوسركلوفو خوارزمية فورد‎ 


للوسم (وضع العلامات الدالة) ,186-9 ,179-82 gorithm‏ 


438-9 

Ford-Fulkerson Theorem  نوسركلوق‎ 294 نظرية‎ 
180-5 

forest 67, 75-80, 96-7, 104, غابة‎ 

160, 206, 214, 217, 219, 

244, 297, 327, 345, 351, 

353-4, 362-3, 372, 413, 

424, 434, 436, 468 

Four Color Theorem 213, ^ نظرية الألوان الأربعة‎ 
259-60, 268-70, 300-4, 

311,314, 411, 469 

H-fragment 252-4, 256 H- شظبة‎ 
fraternal orientation 345 توجیه أخوي‎ 
H-free 41, 348 H خالٍ من‎ 

P4-free $2, 202, 344,347 Py خالٍ من‎ 

free matroid 357 ماترويد حر‎ 
Friendship Theorem 453, نظرية الصداقة‎ 
465-7 

Fulkersons Conjecture 318 مخمنة فولكرسون‎ 
function 483 am 

بیان موجه دالي ,55 functional digraph‏ 
مجموعة أساسية من fundamental set of circuits‏ 
الحلقات 374 

Gale-Ryser Theorem 185, وسر‎ Jad نظرية‎ 
190 

خوارزمية قيل وشابلي Gale-Shapley Aglorithm‏ 
135-6 ,131-2 

نظرية جالاي 376 Gallai's Theorem‏ 
نظرية جالاي وروي وفیتافر Gallai-Roy-Vitaver Theorem‏ 
196 

نظرية جالاي ومبلجرام Gallai-Milgram Theorem‏ 
413 

gambler 444-5 مقامر‎ 

games 48, 51, 57, 73-4, 106, ألعاب‎ 

119-20, 183-4, 274, 286, 

366, 45 

gammoid 377 جامويد‎ 
gas-water-electricity 233 غاز - ماء- كهرباء‎ 
generalized coloring199  ممعم تلوين‎ 
generalized cover 146 غطاء معمم‎ 
generalized partition ma- ماترويد جزئة معمم‎ 
troikd 370 

generalized Petesen graph ease بیان بيترسون‎ 
316 

GENUS 266, 495 جس‎ 

genus 266-7, 272, 283 جنس‎ 


geometric udal 365,376 wais gid 


فهرس المواضيع 
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icosahedron 214, 243, 315 العشريني‎ 354-5, 360, 374 involution 470 

العودة تلاصل (تبديلة. مربعها يساوي العنصر الحايد) بيان جزئي مستحدث -32 ,23 induced subgraph‏ مثالية (المجموعات) 349 ideal (of sets)‏ 
رؤوس معزولة ,31-2 ,22 isolated vertices‏ ,75 ,64 ,50 ,41-2 ,37 ,4 خاصية مود 359 idempotence property‏ 
,155 ,138 ,121-2 ,114-8 -225 ,219 ,211 ,204 ,175- إا (في التعريقات) 473 if (in defintions)‏ 
,367-7 ,230 ,223 ,210 ,315 ,285-6 ,281 ,231 ,6 صورة — image8,55,147,234,377,‏ 

401, 483-6 319-21, 324, 330-4, 340- 398-9, 408, 414, 422-3, 

imperfect graph 232, 320-3, — Jal بيان غير‎ 1, 343, 345, 410, 434, 433-4, 437, 451, 455 

333-6, 343-4, 347 450, 454, 458-9, 470 isometric embedding 400-1  تافاسملا طمر يحافظ على‎ 
in-neighborhood 58 الجوار الداخلي‎ induction 19-21, 24-34, 40- الاستقراء‎ isomorphic to 7 بشاکل‎ 
in-tree 89-91 الشجرة الداخلة‎ 7, 479-83 isomorphism 7-17,38,49,  لكاشت‎ 
incidence matrix 6, 17,56, gig) مصفوفة‎ induction hypothesis 19,  shpåzw¥I فرضيات‎ S6, 75, 78, 81, 82, 94, 

86, 323, 328-9, 337, 346, 479-82 207, 234, 243, 276, 364, 

375, 469 induction parameter 19, 42,  ءارقتسالا وسيط‎ 430, 438-9, 441, 453, 

incidence relation 234,322,  عوقولا علاقة‎ 480 485, 490 

489-90 induction step 19, 479-82 خطوة الاستقراء‎ isomorphism class 9, 12-3, صف تشاكل‎ 
incidence vector 338,452 متجه الوقوع‎ induction trap 42-4, 68, مصيدة الاستقراء‎ 81,207,234 

incident 6 بقع على‎ 481-2 isomorphism relation 8-9 علاقة تشاكل‎ 
inclusion-exclusion principle التضمين والاستبعاد‎ lano infinite graph 3 join G VH 138, 146, 150, ضم أو عطف‎ 
223,0 infinite set 473 155, 193, 199, 210, 215- 

incorporation property 359-  ةكارشلا خاصية الاندماج أو‎ integer 471, 474 6, 236, 264, 271, 291, 

61, 367, 347 integer lattice 393, 474 298, 310, 334, 360, 380, 

increasing path 406-7, 423  ديازتم مسار‎ integer linear program 387, 436-7 

increasing trail 393 مسرب متزايد‎ 323 joined 22 مربوط. موصول‎ 
indegree 58-65, 89, 130, درجة الدخول‎ integrality condition 465, شرط التتام‎ Jordan Curve Theorem 235, gage نظرية منحنى‎ 
190, 331, 404, 410, 503 470 238, 241, 258, 301 

independence number 113-  لالقتسالا عدد‎ Integrality Theorem 181, نظرية التتام‎ junk 328, 340 خردة‎ 

4, 182, 194, 199, 319, 441 183 K,10-2, 26, 138, 155,220- ky 
independent dominating set مجموعة مسيطرة مستقلة‎ Interlacing Theorem 458 نظرية التحابك أو التشابك‎ 1, 240, 286, 344, 384, 

117-8, 122-3 internal vertex 20-1, 69, رأس داخلي‎ 386-7, 395, 7 

independent events 426 أحداث مستقلة‎ 72, 151, 161, 163, 166-7, K4 11-2, 25, 31, 43-4, 53, k, 
independent set (in graph) مجموعة مستقلة (في بیان(‎ 173, 177, 270, 412, 415 175,209, 212-3, 215, 

4-5, 9-10, 15, 23-5, 29, internally disjoint paths  اًبلخاد مسارات منفصلة‎ 218,236, 240, 250, 256, 

23, 36-7, 75, 113-8, 121- 158, 161-2, 166-75, 182- 272, 302, 314, 349, 352, 

2, 192-4, 199, 203, 205, 3,212, 218, 274, 417 357, 374, 401 

208, 211, 215-6, 218- intersection graph 324, بیان تفاطع‎ K; 9-12, 140, 214, 234, 242- kç 

21, 226, 230, 273, 293, 327-8, 341, 344-5, 3, 246-7, 250-2, 256, 

319, 333, 384-5, 393, 451 258, 263, 267, 269, 283, 

395, 410-1, 413, 428-9, intersection number 397  عطافتلا عدد‎ 263,365 

449, 493-6, 502, 506 intersection of matroids 366  تاديورتاملا تقاطع‎ 163.3 10, 43, 150, 159, 233-4, k3.3 
independent set (in matroid) مجموعة مستقلة (في‎ intersection of sets 3 تقاطع المجموعات‎ 242-3, 246-7, 250-2, 256, 

349-77 ماترويد)‎ intersection representation  عطافت‎ Jute 267, 269, 272, 363, 365, 422 
INDEPENDENT SET 494- مجموعة مستقفلة‎ 324, 345, 397 Kempe chain 258-60 كنت‎ aur 
6, 500, 502 t-interval 451 t- فترات‎ kernel 57-8, 64, 410-1 نواة‎ 
K-INDEPENDENT SET 495 k- مجموعة مستقلة‎ interval graph 195-6, 204, بیان فترات‎ kernel-perfect 410-1 كامل النواة‎ 
indepenedent vectors 353,  ةلقتسم متجهات‎ 224, 226-7, 231, 328, king 62-3, 65-6, 190,450 ملك‎ 

400 330, 346-7 kite 12, 23, 50, 84-6, 92, طائرة ورقبة‎ 
index of summation 485 دليل المجموع‎ interval number 451 223-4, 279-81, 349, 397 

indecator varible 427-34, (Ji) متفيرمؤشر‎ interval representation 195- 223-4, 279-81, 349, 397 

448, 452 6, 266, 328-9, 346 knights tour 295 (جولة) الخصان‎ ai 
indirect proof 151 8 برهان غير مباشر‎ intractable 495 Kotzg’s Theorem 284 نظرية كوتزج‎ 
induced by 23 من قبل‎ (asia) Sand inverse 18, 53, 267, 390, 484 عکس‎ Krausz decoposition 286  زسورك تفكيك‎ 
induced circuit property خاصية الحلقات المستحدثة‎ inversion 33 اتعكاس‎ Kruskal' Algorithm 95-7, خوارزمية كروسكال‎ 
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406, 6 

matroid basis graph 376 بيان أساسات الماترويد‎ 
Matroid Covering Theorem نظرية غطاء الماترويدات‎ 
372 

Matroid Intersection Theo- نظرية تقاطع الماترويدات‎ 


rem 366-71, 376-7, 413 


3-MATROIDINTERSEC-  تاديورتام تفاطع ثلاث‎ 
TION 506 

Matroid partition problem  ديورتاملا‎ 5,3 مسألة‎ 
378 

Matroid Union Theorem نظرية اخاد الماترويد‎ 


377-8 ,369-72 ,366 
نظرية أصغر قطع وأكبر تدفق Max-flow Min-cut Theorem‏ 


180-5 

maximal 29 أعظمي‎ 

maximal clique 31, 281, أعظمية‎ ipac 

323, 327, 329-31, 5 

maximal forsest 351 مواءمة أعظمية‎ 
maximal matching 108, 118, مواءمة أعظمبة‎ 

122 

بيان سوي خارجي أعظمي maximal outerplanar graph‏ 
6 ,243 

maximal path 27-9, 31,34,  يمظعأ مسار‎ 

60, 163, 204, 293, 298 

maximal planar graph 242- pelasi بیان سوي‎ 
3,245,271 

مسرب أعظمي 33,64 ,31 ,29 maximal trail‏ 
أعظم (أكبر) 29 maximum‏ 

maximum clique 215, 322,  )ىربك( عصبة عظمى‎ 
333, 336-40, 342-3, 347- 

8,439 

maximum degree 29,34,41, à», sl 
47-8,52,67,75-9, 114, 

200, 202, 204, 251, 256, 

284-5, 291, 345, 390, 

439, 463, 476 

maximum density 435 ais أكبر‎ 
maximum flow 1, 176-83,  قفدت أكبر‎ 

186-8 

مواءمة عظمى (كبرى) MAXIMUM AMTCHING‏ 
495 

maximum matching 100, مواءمة عظمى‎ 
108-29, 132-4, 139, 141- 

2, 145, 147, 349, 3 

maximum stable set 321, مجموعة مستقرة عظمى‎ 


323, 336-40, 343-4, 348 

maximum independent set „olas مجموعة مستقلة‎ 
29, 31, 114-5, 121-2, 
203, 356, 496 
maximum weighted 
match-ing 125-30 


مواءمة موزونة عظمى 


median 78 وسيط‎ 


S-lobe 211-3, 218, 247-8 S- الفلقة‎ 
local density 390, 396 كثافة موضعية‎ 
local search 497 gii 
logical formula 499-500 متطقية‎ iino 
longest cycle 173, 292,294, أطول حلقة‎ 
298, 429 

longest path 34, 71, 147, Jahil 


196-7, 228, 294, 416-9 

loop (in graph) 2, 6, 8, 20, 24, عروة (في بيان(‎ 
27, 34-5, 44, 69, 76-7, 
84-5, 107, 149, 191, 223, 
263-9, 241, 267-8, 275, 
284, 286, 294, 300, 305 
loop (in digraph) 54, 58-9, 
61, 64, 299 

loop (in matroid) 351, 366-7, عروة (في ماترويد)‎ 
370, 372-3, 375 

بیان موجه خال من العرى ,64 ,56,62 loopless digraph‏ 
3 420 ,413 ,393 ,302 ,89 ,66 


عروة (في بیان موجه) 


loopless graph 6, 17, 34-5,  ىرعلا من‎ Ji بیان‎ 
40, 44, 49-52, 75, 85-6, 

155, 192, 203, 265, 275, 

285,302 

Mader's Theorem 175 نظرية مادر‎ 
magnifier graph 463-4, 469  رّبكُم بيان‎ 


map (in the plane) 1, 5-8, دالة تطبيق (في المستوى)‎ 


191, 219, 233-8, 258-60 

Msrkov chain 55 سلسلة ماركوف‎ 
Markove's Inequality 432-3,  فوكرام متباينة‎ 
444, 448, 452 

نظرية الزواج 111 Marriage Theorem‏ 
توقع مشروط 452 ,443-7 martingale‏ 


matingale tail inequality Logit! متباينة ذيل النوقع‎ 
443-7, 452 

MATCHING 495, 6 
matching 100, 107-48, 150, 
166, 168, 175, 179-80, 
211, 216, 277, 273-6, 

283, 295-6, 308, 310, 

318, 349, 352, 357, 366, 
368-9, 373-7, 385, 399, 
408, 411, 419, 424, 436, 
449, 451-2, 463, 468-9, 
493, 499, 505-6 

mates 107, 131, 337-40 
matrix 490 

matrix rounding 186, 190 
Matrix Tree Theorem 85-6, 

89, 92-4, 453, 462-3, 469 
0.1- matrix 120, 322, 328, 
454 

matroid 74, 313, 349-78, ماترويد‎ 


مواءمة 


مواءمة 


مترافقات 
تدوير الصفوفات 
نظرية مصفوفة الشجرة 


مصفوفة مدخلاتها 0.1 


فهرس المواضيع 

104, 498 

Kuratowski subgraph 247-  يكسوتاروك بیان جزني‎ 
52,255 

Kuratowskis Theorem 246-  يكسوتاروك نظرية‎ 
8, 251-2, 255-6, 269, 364 

Konig’s Other Theorem 376  ىرخألا نظرية كوغ‎ 
Konig-Egervary Theorem  يرافرجياو نظرية كوخ‎ 
113-5, 121, 123, 146, 

168, 174, 189, 210-1, 

227, 368, 373, 314, 424 

Konigsberg Bridge problem  جريزنوك مسالة جسور‎ 
1-2, 19-20, 26 

مضاعفات لاجراغ ‏ 456 Lagrangian multiplier‏ 
مصفوفة لا بلاسية 469 ,463 Laplacian matrix‏ 
قبمة ذاتية لابلاسية 469 Laplacian eigenvalue‏ 
قيمة ذاتية لابلاسية ‏ 469 Laplacian eigenvalue‏ 
شرط لاس فبرجانس ,298 Las Vergnas' condition‏ 
418 

lattice 349, 360, 393, 474 as 

leaf 67-73, 76, 80-3, 86,89, ورقة‎ 

93, 101-3, 106, 115, 156, 

174, 198, 214, 219-20, 

324-5, 331, 468 

leaf block 156, 198 قالب أوراق‎ 


left child 101 
left subtree 101 


طفل يساري واقع عن اليسار 
شجرة جزنية عن اليسار بسارية 


length (of object in graph) طول (شيء في لبان(‎ 
20, 237 

length (of encoding of graph) (ase gly) طول‎ 
397, 398, 401 

lexicographic product 393 pense ضرب‎ 

1g 97, 202, 400, 422-3, 434, 

449, 451 

line digraph 168 (خطي)‎ pilas بیان موجه‎ 


بیان خطاني (خطي) ,273-5 ,227 ,168 line graph‏ 
,409 ,320 ,295 .279-86 
505-6 ,493 ,422 





linear matroid 351, 353 بيد خطي‎ 

357, 360 

linear programming 179,  ةيطخ برمجة‎ 

376 

linearity of expectation 427- (خطية) خطانية التوقع‎ 
8,432 

list k-colorable- 408 Úy K قابل للتلوين بقائمة خوي‎ 
list chromatic index 409 قائمة الدليل اللوني‎ 
list chromatic number 408-  ينوللا قائمة العدد‎ 

12 

list coloring 199, 408-12, قائمة ألوان‎ 

423 

قائمة بتلوين الأضلاع 409-11 list edge-coloring‏ 
حرفي (في صيغة منطقية( literal (in logical formula)‏ 
499-5016 


فهرس المواضيع 
O(f)‏ اختصار انظر التعريف ‏ ,124,228 ,106 ,94 O (f)‏ 
494 ,437 ,387-8 
o-triangulated 330, 347‏ 
obstruction 269, 278, 331-2‏ 
obstruction- free ordering‏ 
331-2 





odd antihole 340, 343 مضاد فجوة فردي‎ 
odd componet 136-9, 147  ةيدرف مركبة‎ 
odd cycle 24-8, 32, 41, 49,  ةيدرف حلقة‎ 
57-8, 63-7, 112, 122, 

138, 142, 174, 192, 195- 

7, 199-200, 203-4, 239, 

276, 285, 320, 330, 334, 

339-44, 347, 357, 410, 

455, 472, 475-8 

odd degree 15, 30, 34-5, درجة فردية‎ 
43, 47, 77, 100, 385, 389, 

414, 498-9 

odd hole 340-1, 343 فجوة فردية‎ 
odd number 473 PN 
odd triangle 281 مثلث فردي‎ 
odd vertex 30, 36, 100 راس فردي‎ 
odd wald 24-5, 57-8 qu 


ارتباط واحد لواحد ,7 one-to-one correspondence‏ 
484 ,473 ,81 ,37,50 
مسألة شايع الاخجاه الواحد One-Way street Problem‏ 


130, 165, 422 

open set 235 مجموعة مفتوحة‎ 
optimal coloring 192, 194, (Jaai) تلوين مثالي‎ 
197, 199, 202, 207, 215, 

217, 227, 324, 326, 331, 

336, 340, 344, 8 

optimization problem 39, مسالة أمثلية‎ 
113-4, 179, 322, 6 

order (ofa graph)35 ارتبة البيان‎ 

order (of rdcurrence)483 EIC NO 
order-preseving property  بيترتلا خاصية المحافظة على‎ 
358-60 

orderd graph 406, 423 oe 

ordered pair 8, 21, 53-4, زوج مرتب‎ 

56, 61, 93, 190, 294, 299, 

309, 393, 420, 440, 474, 

489-90 

Ore' condition 297 شرط أور‎ 

Ores Theorem 417-8, 420, نظرية أور‎ 

424 

orientable cycle double cover للتوجيه‎ Joli غطاء ثنائي حلقي‎ 
318 

orientation 62.5, 86,89, 94,  هيجوت‎ 


147, 165-6, 174-5, 196- 
7,203, 228-32, 244, 293, 
307-8, 311, 317, 329-32, 


monotonetournament393 si) دوري‎ 

سلسلة جبال 48 mountain range‏ 
بيان فيه أضلاع مكررة multigraph xiv‏ 
معاملات متعددات الحدود ‏ 489 multinomial coefficient‏ 
أضلاع مكررة ,52 ,44 ,6 ,2 multiple edges‏ 


54, 59, 76, 84-5, 111, 

168, 182, 185, 192, 213, 

221-3, 236-9, 273-6, 279, 

286, 298, 217, 351, 405-6 

عدد مرات التكرار (لضلع) multiplicity (ofedge)166,‏ 
,453 ,395 ,279 ,275 ,265 


455, 460-1, 466, 468-70 

Mycielski's construction بناء ميسيلسكي‎ 
205-6, 215, 258 

Nash-Williams' Orientation  زمايلوو توجيه ناش‎ 
Theorem 175 نظرية‎ 

natural number 471 عدد طبيعي‎ 
nearset-insertion algorithm  برقألا خوارزمية إدخال‎ 
497,505 

خوارزمية الجار الأقرب  nearset-neighboralgorithm‏ 
496-7 

necessary condition 24 شرط ضروري‎ 
necklace 173 عقد‎ 

negation 477 نفي‎ 
neighborhood 34, 45,58,  راوج‎ 

116, 121, 162, 215-6, 

224, 325, 341, 346, 348, 

368, 390, 438, 463, 468 

neighbor 2 جار‎ 

net demand 184 محصلة الطلب‎ 
network 1, 149, 161, 165, شبكة‎ 

176-90, 463, 495 

network flow 176, 182, 184, شبكة تدفق‎ 

186, 186, 495 

node 55, 101, 176-88, 88, 388- sade 
9,391,449 

مخطط غير مضاعف 423 NODUP scheme‏ 


خاصية عدم وجوج حلقة متزاينة 423 ,407-8 NOHO property‏ 


غير محدد 494-5 nondeterminstic‏ 

بيان غير سوي ,8 ,243 nonplanar graph‏ 

252, 269, 365 

غير فاصل 251 nonseparating‏ 

بیان غير تافه 22 nontrivial graph‏ 

Nordhaus - Gaddum Thm. 202 نظرية نوردهاوس وجوم‎ 


صفر في أي مكان تدفق ¥ يساوي 307-8 nowhere-zero flow‏ 
„last‏ التعريف لهذا الاختصار ,495-7 ,439-41 ,390 ,369 NP‏ 


499-506 

NP-complete 369, 440, 495, NP- تام‎ 
497, 499-506 

NP-hard 390, 439, 495, 499- NP- صعب‎ 
500, 502, 506 

null graph 3, 435 بيان خال‎ 
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member (of set) 471 عنصر أو عضو (في مجموعة)‎ 
Mengers Theorem 167-75, paio نظرية‎ 

181-3, 189, 227, 274, 

368, 377, 404-6, 422, 495 

method of contradiction 478 طريق التناقض‎ 
Meynilegraph 330-1, 347-8  لينيم بيان‎ 

Meyniel's Theorem 420, 424 نظرية مينيل‎ 
Min-cost Flow Problem 185  قفدتلل تكلفة‎ Jal مسالة‎ 


min-max relation 113,138, „żal أكبر- علاقة‎ 
274, 320, 323, 366, 368, 

371, 495 

بیان غير كامل أصغري minimal imperfect graph‏ 
347 ,333-4 ,322 ,320 

minimal vertex separtor فاصل رؤوس أصغري‎ 


231,345 
مترابط من الدرجة ‏ أصغري 175 minimally k-connected‏ 
مترابط ضلعبًا من الدرجة minimally k-edge-connected k‏ 


أصغري 175 

أكبر - اضفر 104 minimax‏ 

minimum cut 167, 179, 182- „ial alas 

3, 189 

minimum degree 34, 49, 51, أصغردرجة‎ 

70, 79, 116-7, 122, 152- 

3, 159, 202, 213-4, 218, 

243, 245, 256, 261, 285, 

288-9, 296-8, 343, 

386, 428-9, 440, 457, 496 

كثيرة حدود صغرى ,457-8 minimum polynomial‏ 
461 

MINIMUM SPANNING CY- spino حلقة مولدة‎ 
CLE 494 

شجرة مولدة صغرى minimum spanning tree‏ 
شجرة مولدة صغرى (MST) 95, 104, 349, 496, MST‏ 
498 

MINIMUM VERTEX أصفر غطاء رؤوس‎ 
COVER 496 

minimum weighted cover أصغر غطاء موزون‎ 
126-9 

minor (of graph) 251,256,  )نايبل( فرع‎ 

269 

minor ( of matroid) 363, 365, فرع الماترويد)‎ 

375, 462 

Minty's Theorem 203 نظرية منتي‎ 
Model A 430-5, 438, 446-7 A ig 

Model B 430, 433-4,436 Brig 

modular 3-orientation 317  يسايقم توجبه ثلاثي‎ 
modulus 490 "ET 
monochromatic 386-7,393- أحادي اللون‎ 
5, 449-50 

monotone property 433 خاصية الرتابة‎ 


متتالية جزنية رتيبة ,203 monotone subsequence‏ 
390 
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planar embedding 235-6,  يوسرمط‎ 
241-8, 251-4, 271, 376 

planar map 238 دالة تطبيق سوي‎ 
PLANARITY 252, 495 EI 

plane graph 235-45, 254-6, sias بیان‎ 

270, 300-3, 307-9, 312, 

314, 360, 363-5, 375, 412 

planted tree 101 شجرة مغروسة‎ 
Plantonic solid 242 مجسمات أفلاطون‎ 
Poisson destribution 434 توزيع بواسون‎ 
polygon 242, 247-8, 255-6, glao 

270-1, 452 

polygonal curve 48, 234-5, gلضم منحنى‎ 
245 


خوارزمية كثيرة حدود polyhnomial-time algorithm‏ 


بالنسبة إلى الزمن ,282 ,269 ,253 ,124-5 
,493-500 ,438-9 ,377 

504-5 

positional game 120 لعبة مواقع‎ 
positive k-flow 307, 318 موجب‎ K- ghas 
kth power (of graph) 296 (لبيان)‎ K اس‎ 
predecessor 54, 58, 62, 98, — (ju) سلف‎ 
294, 417 

مجموعة السلف predecessor set S8‏ 
شفرة تخلو من المقدمة 106 ,101-3 prdfix-free code‏ 
برتزل 266 pretzel‏ 

خوارزمية بر 97,104 Prim’s Algorithm‏ 
سنارك أولي 305 Prime snark‏ 
المصفوفة الجزئية الرئيسة 458 ,454 Principal submatrix‏ 
خليل احتمالي 425 probabilistic analysis‏ 
طريقة احتمالبة ,117 Probabilistic method‏ 
425-52 ,410 ,385 ,206 

probability model 425-7, نموذج احتمالي‎ 
430 

probability space 426-7, فضاء احتمالي‎ 
430, 436, 443, 45 

بعد حاصل الضرب ,397-9 product dimension‏ 
422 

product representation تمثيل الضرب‎ 
398-9 

فعلي (مناسب) وملائم ,388 ,300 ,275 ,191 proper‏ 
472 

proper coloring 191-2, 196- تلوين فعلي‎ 


201, 204-5, 217-20, 223, 
227, 300, 321, 408, 410, 
412, 423-4, 449, 3 
proper edge-coloring 275-7, 
285, 381, 409 

proper face-coloring 300 





proper interval graph 347 
proper labeling 388-9, 391, 


بيان فترة فعلي 
وسم (تعليم) فعلي 


5 قابلية التلوين الثلاثي السوية 


64, 67-81, 84, 88-106, 
109-12, 119, 123-4, 129- 
34, 142-5, 147, 151-83 


u, v-path 20 V مسار من ذا إلى‎ 
X, Y-paht 166, 170, 5 Yl X مسار من‎ 
paw 12, 31, 236, 279-81 كف الحيوان‎ 

pendant vertex 677 (gaze wh) ورقة‎ 
perfect graph 204, 224, 226- بيان كامل‎ 


8, 319-42, 238, 330-7, 
341, 343-4, 347, 413 


a-perfect 319-22 2 كامل بالنسبة إلى‎ 
B-perfect 335 B- كامل‎ 
y-perfect 319-22 y- كامل‎ 

perfect elimination ordering Jal ترتيب حذف‎ 
224 

Perfect Graph Theorem نظرية البيان الكامل‎ 


(PGT) 226-7, 320-2, اختصار لنظرية البيان الكامل‎ PGT 
334-5, 344, 413 

perfect matching 104-8, 
111-4, 118-22, 125-9, 
131, 134-6, 139, 141, 
146, 148, 211, 274-6, 
283, 295, 318, 374, 424, 
451-2, 469 

perfect order 331-2 


مواءمة كاملة 


ترتيب كامل 

perfectly orderable graph  لماكلا بیان قابل للترتيب‎ 
331, 347 

performance ratio 202, 496, 
498-9, 505 

permutation 8, 14, 18, 32-3, 
55, 64, 107, 120, 332, 390, 
448-9, 453-4, 470, 486 
permutation matrix 120, 470 
Petersen graph 13-8, 37, 41, 
50,71, 79, 87, 108, 119, 

122, 139, 159, 175, 192, 

197, 203, 230, 245, 251, 

255, 269, 276, 279, 283- 

4, 288, 292, 295-7, 304- 

18, 470, 487 

PGT (see perfect  )لماكلا (انظر نظرية البيان‎ PGT 
Graph The- orem) 

pigeonhole principle 151, pladi طواقي (أعشاش)‎ lane 
171, 230, 261, 278-93, 


نسبة الأداء 


مصفوفة التباديل 


بیان بيترسون 


491-2 
pigeonhole property 427 plod! طواقي‎ duals 
planar graph 5, 234-62, بيان سوي‎ 


266, 269-72, 274, 301- 
4,307, 309, 312, 315-6, 
341, 349, 358-65, 376, 
411-2, 423-4, 469, 504-6 
PLANAR 3-COLORABILITY 


فهرس المواضيع 


345, 376, 379, 393, 410- 

3, 424, 449, 484 

oriented graph 62 
orthonormal 456-7, 461 
out-neighoorchood 58 
out-tree 89-91, 98 
outdegree 58-66, 89, 130, 
190, 299, 410, 499, 503 
outer face 235, 240, 412 
outerplanar graph 239-40, 
243, 256, 269-71 
outerplane graph 239-40, 
244-5 

Overfull conjecture 278-9, 
285 

overfull subgraph 278-9, 
284-5 

P3 11, 32, 48, 64, 163, 173, 
199, 223, 333, 386, 395, 
417-8, 465 

P4 11-2, 15-8, 23, 33-4, 50, 
52, 108, 138, 147, 163, 
202, 221, 344, 347,417 

PS 12, 23, 231, 404 Ps 

حرج بالنسبة إلى الخاصية preritical 334-6, 339-44, 348 P‏ 


بیان موجه 
متعامدة 
جوارخارجي 
شجرة خارجية 


درجة الخروج 


الوجه الخارجي 
بيان سوي خارجي 


بيان سوي خارجي 


مخمنة فوق الممتلئ 


بیان جزني فوق متلئ 


P3 


P4 





P=NP? 441, 495, 497 P=NP 
pair-disjoint 447-8 منفصلة أزواجًا‎ 
pairwise 489 Gy bs 
parallel elements ( in ma- عناصر متوازنة في‎ 
troid) 351-2, 373, 375 الماترويدات‎ 


parallel computation (soa pad staal) ET Gas 
(see nondeterministic) 
parent 10-1, 147, 157, 220, 
402 

parity 14, 24, 36,46, 137-9, ises 
142, 148, 236, 239, 271- 

2, 301-2, 310, 312, 317, 


347, 388, 473, 490 


والد 





parity graph 330 بيان نوعية‎ 
parity lemma 148 تمهيدية النوعية‎ 
parity subgraph 312,317 pegs بيان جزني‎ 
partial transversal 127-8, مستعرض جزئي‎ 
353 

partite set 4 مجموعة جزئة‎ 
k-partite 5, 51, 192, 207, 296 K- مجموعة أجزاء‎ 
partition 473 جزئة‎ 

partition matroid 357-8, ماترويد التجزئة‎ 
366, 368, 370-1, 373 

بيان قابل للتجزئة ,335-42 partitionable graph‏ 
347-8 

Pascal's Formula 73, 488 صيغة باسكال‎ 
path 5-34, 38, 43, 47, 55- مسار‎ 


فهرس المواضيع 


نظام مثلين مختاة 


طريق العزم الثاني 


اختبار (مجموعة جزئية) 


ذاتي التتام 


بیان مثالي شبه قوي 
نظرية 


SDR (see System of Distinct 
Representatves) 

Second Moment Method 
433-4, 437, 440-3, 450 
selection (subset) 486 
self-complementary 11-2, 
17, 32, 245, 271, 320 
Semi-strong perfect Graph 
Theoorem 344 


مجموعة فصل أو انفصال ,153 ,149-50 separating set‏ 


حاد 


بداية حادة 
بيان إزاحة 
àil» „iol‏ 
أصفر iil»‏ 
أصفر مسار 


بیان موجه بسيط 


بیان بسيط 

نظام وراثي 

ماترويد 

مضلع بسيط 
اتا ا es‏ 


di edi‏ تسيل 


تقسيم جزئي مبسطي 


رأس مبسطي 


بالوعة (مصب) 


مجموعة بالوعة 
رأس بالوعة 
mil‏ ا 

حجم التفكك 


حجم المواءمة 


158, 162, 164, 169, 183, 
200, 218, 231, 251 
seoarator 166, 231, 345 
sequences 483 

set 471 

r-set 380-3 

Shannon bound 103, 106, 
275, 279, 5 

Shannon Switching Game 
365-6 

sharp 39, 70, 117, 123, 159, 
210,216, 269, 279, 284, 
298, 339, 399, 434, 450 
sharp threshold 434 

shift graph 202 
SHORTEST CYCLE 495 
shortest cycle 13, 217 
shortest path 29, 34, 73, 76- 
7, 97-8, 100, 400 

simple curve 235 

simple digraph $4-5, 59, 
61-4 

simple graph 2 

simple hereditary system 
(matroid) 351, 5 

simple polygon 255, 270 
simplicaial construction or- 
dering 325-6 

simplicial elimination order- 
ing 224-7, 231, 324-7, 

344 

simplicial subdivision 388-9, 
391,395 

simplicial vertex 224-7, 231, 
325-7, 331, 422 

sink 1, 176-89. 373, 449, 
463 

sink set 8 

sink vertex 176 

size 35,473 

size of decomposition 414 


size of matching 114 


453, 460-6, 470, 505-6 


منتظم من الدرجة 3 ,43-4,49 ,40 ,37 3-regular‏ 
,139 ,136 ,122 ,52-3 

146-7, 153, 158-9, 173, 

175, 243-5, 2712, 276, 

292, 295-6, 300-5, 308, 

314-8, 385, 424, 505-6 

منتظم من الدرجة k-regular 34-6, 49, 51, 79, k‏ 
-146 ,140 ,136 ,116 ,111 

7,151, 159, 198, 276, 

284-5, 296, 411, 428, 

460-2, 464, 466, 469 

regular embedding 272 منتظم‎ polo 
relation 8, 489 علاقة‎ 

remainder classes 491 صفوف البواقي‎ 
Replacement Lemma 334 تمهيدية الاستبدال‎ 
representable matroid 351  ليثمتلل ماترويد قابل‎ 
restriction matroid 363-4, (wad!) ماترويد التقييد‎ 
370, 375-7 

تقييد التوقع الشرطي 445-7 restriction martingale‏ 
ضلع عكسي 66 reverse edge‏ 

ولد جهة اليمين 101 right child‏ 
شجرة بمينبة 1 right subtree‏ 
حلقة (في شكل مستو) ring (in planar‏ 
configura-tion) 253-60, 270‏ 

Ringel's Conjecture 87 Sh مخمنة‎ 

road network 5-6, 99, 112, شبكة طرق‎ 

165 

Robbins’ Theorem 166 نظرية روبن‎ 

root 67, 89-90, 94, 100-1, — ji» 

106. 147, 157, 198, 220, 

229, 345-6, 402, 406, 

433, 449, 453, 455, 466 

عائلة قابلة للتجذير 345 rootable family‏ 


شجرة مجذرة في مستوى 106 ,101 rooted plane tree‏ 


rooted tree 100, 106, 404 شجرة بجذر (مجذرة)‎ 
rule of porduct 486 قاعدة الضرب‎ 
rule of sum 485 قاعدة الجمع‎ 


الزمن اللازم لإجاز عملية معينة ,124-5 ,97 running time‏ 
494 ,430 ,425 ,132 
2-SAT 500, 5‏ 
اختصار خققبة من الدرجة 3 505-6 ,500-1 3-SAT‏ 
خقيقية ,499-500 SATISFIABILITY‏ 

506 

satisfiable formula 499-500, 
506 

saturated vertex 107, 110, 
118, 124, 133, 139, 142- 
4,352,377 

Schur's Theorem 393 


اختصار خققية من الدرجة 2 


رأس مشبع 


نظرية شور 


score sequence 62 


متتالية العلامات التي يحصلها فريق معين 
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proper subgraph 192,212, pled بيان جزئي‎ 
247,472 

مجموعة جزئية فعلية ,120,152,155 proper subset‏ 
472 ,464 ,356 

خوارزمية طلب الزواج ,131 proposal Algorithm‏ 
411 ,134-5 

prufer code 81-3,92,345 pòp شفرة‎ 
quadratic growth 483 نمو تربيعي‎ 

quota 380-5 (a5) حصة‎ 
radius71-2,75,78m 265, lad ia; 
Ramsey multiplicity 395 تكرارات رامزي‎ 
Ramsey number 206, 380-8, 

394, 426, 428, 437, 450 

Ramsey number (for graphs) tila عدد رامزي‎ 
386 

Ramsey's Theorem 378, تظرية رامزي‎ 
380-6, 388, 393 

random graph 196, 425-6,  يئاوشع بيان‎ 
430, 432, 436-40, 445-7, 

450, 463 

random bariable 427-33, عشوائي‎ pedo 


442-3, 445-7, 452, 469 
rank function (of matroid) 
349-50, 354-61. 364, 
366-77, 406 

rank (of matrix) 453-5 
rational numbers 471-2 
real numbers 120, 129, 203, 
471-2 

reciprocity 229 


دالة الرتبة (لماترويد) 


رتبة الصفوفة 
أعداد نسبية 


أعداد حقيقية 


مقلوبية (مقلوب) 
مخمنة إعادة Reconstruction Conjecture lil‏ 
38 

recurrence 84-5, 94, 106, 
221-3, 228-30, 232, 272, 
468, 483 

reduces to 499, 506 بختزل إلى‎ 
reducible configuration 258- للاختزال‎ LU شكل‎ 
61, 265, 0 

reduction from 499-500, 
505-6 

reflexive property (relation 
490 

region 1, 5, 191, 233, 235, 
238-9, 245, 247, 255, 

258, 268, 316, 391, 474, 
479-80 

reqular graph 34-44, 48-53, 
79, 87, 92, 116, 122, 136, 
139-40, 147, 153, 175, 
190, 198, 201, 204, 242, 
276, 283-5, 295-305, 308, 
314, 317, 385, 387, 434, 


تكرار (معاودة) 


اختزال من 
خاصية الانعكاس (علاقة) 


بیان منتظم 


580 


h-subdivision 212, 213,218 h- تقسيم جزني‎ 





بيان جزئي 65 ,6 subgraph‏ 

دالة مقياس جزئي 373 submodular function‏ 
خاصية المقياسية الجزنية  submodularity property‏ 
377 ,370-4 ,367 ,354-6 

مجموعة جزئية 471 subset‏ 

subtree 80-3, 86-7, 93, 101,  ةينزج شجرة‎ 

106, 157, 324-7, 344-5, 

436,449 

subtree representation 324- sj» التمثيل بواسطة شجرة‎ 
5,327 

successor 54, 57-8, 60-2, (الخلف)‎ gota 

190, 294, 345, 410-1, 

421, 451 

successor set 58 المجموعة التابعة‎ 
sufficient condition 24 شرط كافٍ‎ 

sum of graphs 39 (see dis- جمع البيانات (انظر الاخاد المنفصل)‎ 
joint union) 

sum of matroids 369-70, جمع الماترويدات‎ 

406 

summand 485 مجمع‎ 

supbase (of matroid) 360-1, أساس جزئي‎ 

363 

مُركز أعظم 463 superconcentrator‏ 

بان حاو 297 supergraph‏ 

بيان فائق الانتظام 470 superregular graph‏ 

supply 130, 184, 187 یزود‎ 

بيان جزئي كاسح (مكتسح) 130 sweep subgraph‏ 
تبديل ثنائي 53 ,46-7 2-switch‏ 

absorption property 351,  صاصتمالا‎ duals 
357,377 

Sylvester's Law of Inertia قانون سلفستر للعطل‎ 
457,459 (القصور الذاتي)‎ 
symmetric diffierence 109-  يلئامت فرق‎ 


10, 118-19, 122, 133, 

137-8, 160, 314, 348 

352-3, 359, 374, 376, 

467, 473-4 

ببان موجه متمائل 502 ,175 symmetric digraph‏ 


symmetric matrix 6, 456-8, allezo مصفوفة‎ 
469 

symmetric property (rela-  )ةقالع( خاصية التماثل‎ 
tions) 490 

system of distinct represen-  ةفلتخم نظام تمثيلات‎ 
tatives 119, 171, 369 

عدد سزكرز وولف 231 Szekeres-Wilf number‏ 
نظرية سزكرز لف 201 Szekeres-Wilf Theorem‏ 
تمهيدية اننظام سيميردي Szemeredi Regularity‏ 
Lemma 388‏ 


tail (of edge) 53-60, 86, 91, 
164-5, 168, 178, 307-8, 
357-8, 484, 3 


thal نهاية‎ 


330-48, 372, 441, 447-8, 
506 

standard deviation 433 
star 67, 71-2, 76, 78, 80-1, 
88, 115-6, 121, 214, 275, 
333-4, 344, 413, 459-60 
star-cutset 333-4, 344 — 454 (glad) مجموعة فصل‎ 


الانحراف المعياري 


star-Cutset Lemma 333-4, de تمهيدية مجموعة فصل‎ 
347 

r-staset 447-8 T- مجموعة مستقرة‎ 
Steinitz exchange proerty خاصية تبادل ستاينتز‎ 
358-60 

stem (of blossom) 142-3 ساق (للزهرة)‎ 
Stirling's approximation 440 تقريب سترلينج‎ 
staight-line embedding 251,  ةميقتسملا الخطوط‎ „olo 
255-6 

مسالة مسح الشوارع Street-Sweeping Problem‏ 
129 

strength of theorem 440 قوة النظرية‎ 

بيان موجه صارم )محم( 294,420 strict digraph‏ 
جامويد صارم (محكم) 377 strict gammoid‏ 
خاصية الامتصاص القوي strong absorption property‏ 
355-6 

strong component 56-7, 63- مركبة قوية‎ 

4,156, 160 

بیان موجه قوي ,90 ,65 ,58 strong digraph‏ 

165, 420 


strong duality 179-80, 323  ةيوقلا الثنوية‎ 
strong elimination property خاصية الحذف الضفو‎ 


359, 4 

Strong Embededding Conjec- مخمنة الطمر القوي‎ 
ture 313 

strong induction 19, 66,79, الاستقراء القوي‎ 

480 

strong orientation 5 توجيه قوي‎ 

Strong Perfect Graph Con-  ةيوقلا مخمنة البيانات الكاملة‎ 
jecture (SPGC)320,334- — (SPGC) 

7, 339-44, 347-8 

strongly connected digraph öةقب بیان موجه مترابط‎ 
$6, 60-1, 63, 65, 89, 164, 

245, 420, 450 

strongly perfect graph 330-  ةوقب بیان كامل‎ 
1,347 

strongly regular graph 464- gis بیان منتظم‎ 
7,470 

مكون جزئي أساسي 470 subconstituent‏ 
مكعب subcube 36, 49, 295,401 ijs‏ 


subdivision 162-3, 173, 212- 
5, 218-9, 246-51, 256, 

269, 272, 304-5, 310- 

1, 314, 365, 388-9, 391, 
295,442 


تقسيم جزني 


فهرس المواضيع 

skew partition 347 متخالفة‎ 553 
snark 305-7, 312, 314, 317  كرانس‎ 
f-soluble 148 f obsit قابل‎ 
source 1, 176-89, 266,373, مصدر منبع‎ 
413-4, 463 


source set 178, 413 
source vertex 176 
source/sink cut 178-80, 
188-9 





span function (of matroid) 
358-60, 375 

spanning cycle 231, 240, 
252, 273-4, 276, 284, 
286-98, 303-44, 314, 317, 
376, 421, 437, 493-4, 
497-9, 505 

spanning path 94, 104, 200, 
287,292, 498, 502 
spanning set (of matroid) مجموعة مولدة (ماترويد)‎ 
360-1, 376-7 


مسار مولد 


بيان جزئي مولد ,67,95 spanning subgraph‏ 
,243 ,223 ,160 ,140 ,136 

312, 343, 351, 353, 373, 

399, 454, 459 

spanning tree 67-70, 73-87,  ةدلوم شجرة‎ 


92-8, 103-5, 123, 147, 

157-8, 160, 174, 190, 

198, 216, 221, 232, 244, 

312, 327-8, 349, 351, 

354, 360, 363, 365, 372, 

377-9, 402-6, 424, 451, 

462-3, 469, 483, 496, 

498, 505 

يولد (في ماترويد) 365 ,358 spans (in matroid)‏ 
بیان هش (قليل الأضلاع) 440 ,145,437 sparse graph‏ 


Spectral Theorem 456-8 نظرية الطيف‎ 
spectrum 453, 455, 462, —À 

468-70 

تمهيدية سببرنر SpernersLemma378,388-‏ 
91,395 

SPGC (see Strong Perfect مخمنة البيان الكامل القوي‎ 
Graph Conjecture) SPGC 

spine of caterpillar 88 العمود الفقري للجرارة‎ 
split graph 345 بیان انشقاق‎ 

split of digraph 59, 424 بيان موجه منشطر‎ 


بعد المكعب المسحوق (المهروس) squashed-cube deimension‏ 
468 ,422 ,403 ,401 ,397 





sable matching 131-2, 134- مواءمة‎ 
6,411 

مسألة زملاء السكن المستقرة Stable Roommates Problem‏ 
135 





stable set 4, 319-23, 326, مجموعة مستقرة‎ 


فهرس المواضيع 


Turans Theorem 209-10, نظرية توران‎ 
216-7 
Tutte graph 303 توت‎ 





transitivity ofedpendence  لالقتسالا‎ gas 
(matroids) 359 
transportation transporta-  لقنلا شبكة طرق‎ 


tion network 184-5 


Transportation Problem 130, (jai) مسألة التنقل‎ 146,203 


Tutte's 1-factor Theorem نظرية العامل الواحد لتوت‎ 
Tuttes Condition 136-7, aig شط‎ 

139, 141, 146-7 

Tutte’s Conjectures مخمنة توت‎ 

Tuttes Theorem 139, 146-8, نظرية توت‎ 

250 

twin 348 توأم‎ 

two-step method 428 طريق الخطوتين‎ 


مجموعة Y‏ بمكن تفاديها 260-1 ,258 unavoidable set‏ 
البيان التحني (المتضمن) ,66 ,60 ,56 underlying graph‏ 
177 ,175 ,89 

بیان زائدي منتظم من الدرجة k-uniform hypergraph 449 k‏ 


uniform matroid 357,370, ماترويد منتظم‎ 
373, 376, 406 

uniformity property 354-6,  ماظتنالا خاصية‎ 
359, 361, 4 

union of grpahs 25 اخاد البيانات‎ 

union of digraph 56 اخاد البيانات الموجهة‎ 
union of matroids 369-78 الخاد الماترويدات‎ 
union of sets 473 اخاد المجموعات‎ 


بيان موجه وحيد المسار 66 unipathic digraph‏ 


unit interval graph 346 بيان فترة الوحدة‎ 





بيان مسافة الوحدة 201 unit-distance graph‏ 
محدد قباس كلي ‏ 475-6 universal quantifier‏ 
المجتمع الكلي 472-6 ,223 universe‏ 

بیان غير موسوم 38 ,9 unlabeled graph‏ 

unsaturated (vertex/edge) (ak غير مشبع (رأس/‎ 


107, 109-11, 115, 123, 
129, 132,134, 139, 142- 
5, 147, 368, 7 
unstable pair 130 

value of flow 176 
variance 433 


vector space 349, 351, 355, 





452-3, 467, 470 

vectorial matroid 351-2, ماترويد متجهي‎ 
355,373 

Venn diagram 474 شكل فن‎ 

vertex 2 vl, 

بیان على N‏ من الرؤوس 34 n-vertex graph‏ 


شطر الرؤوس إلى k‏ مجموعة 174 vertex k-split‏ 
غطاء رۋس -502 ,496 VERTEX COVER‏ 
3,506 


vertex cover 122-8, 121, غطاء رؤوس‎ 
123-9, 146, 168, 227, 349, 

368, 413, 459, 502-3, 506 

vertex cut 149-53, 164,218, رأس قطع‎ 


248, 333, 376 


185 

مناقلة (تبديلة ثنائية) 454 transposition‏ 
ماترويد مستعرض ‏ ,352-3 transversal matroid‏ 
376-7 ,373 ,368-9 ,357 

transversal (of matrix) 126- المستعرض لصفوفة‎ 


8,135 

Traveling Salesman Problem | Jesi! مسألة البائع‎ 
(TSP) 452, 493-4, 496-8, (TSP) 

505 

tree 67-109, 118, 122-3, شجرة‎ 

146-7, 155-8, 174, 190, 
198, 202, 204, 214, 216, 
219-21, 224, 229, 244-5, 
296, 312, 315, 317, 323- 
4, 327-8, 344-6, 349- 

51, 354, 360, 363, 365, 
372, 377-9, 386, 390, 
393-4, 396, 402-7, 424, 
436, 449, 451, 455, 462- 
3, 467-9, 492, 498-9, 505 
k-tree 345 

troamg;e 12, 18, 41-2, 48- 
52, 164, 223, 230-1, 256, 
275, 279-3, 285-6, 296, 
305, 336, 349, 397, 399, 
409, 412, 422, 424, 454, 
465, 469 

بيان بخلو من المثلثات -41 triangle-free graph‏ 
-241 ,216 ,208-9 ,205-6 ,203 ,193 ,159 ,50-1 ,2 
,399 ,397 ,270 ,261-3 ,2 


شجرة من الرتبة >[ 


424, 469, 476 

triangle inequality 66, 78, المتباينة المثلثية‎ 

498, 5 

triangle, monochromatic  ثلثم أحادي اللون.‎ 
378-9, 383-9, 391, 394-5, 

449 

triangular grid 390-2 didis شبكة‎ 
o-triangulated graph O- بیان تم تثليثه تثليث‎ 


triangulation 242, 245, 258-  ثيلثت‎ 

61, 270, 300, 307, 315, 

378, 388-9, 424 

trivial 22 (ait) بديهي‎ 

trivial edge cut 304-6 (ait) قطع ضلع بديهي‎ 
Tucker's Algorithm 34 خوارزمية توكر‎ 
k-tuple 15, 26, 32-3, 35-6, k- ayas 

49, 76, 379, 400, 474, 486 

Tutan graph 207-10, 216 بیان توران‎ 


ماترويد جزئة النهايات 
تلوين تيت 





نظرية تيت 


الهدف (لدالة) 
خوارزمية تاري 
مسألة التلغراف 
مسالة الهاتف 


الضرب المؤثر (التنسوري) 


ماترويد ثلاثي 
سمك 
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tail partition matroid 358 
Tait coloring 301-2, 314 
Tait's Conjecturte 302, 304 
Tait's Theorem 307-9, 311, 
314 

target (of function) 483 
Tarry's Algorithm 95 
telegraph problem 423 
telephon problem 422 
tensor product 201 
ternary matroid 357 
thickness 261, 271 


threshold (in Ramsey theory) (gal بدابة (في نظرية‎ isie 


380-17 


threshold function 425, 433- دالة البداة‎ 


لعبة مواقع Tic-Tac-Toe‏ 


الاحتمال (المسار) 
TONCAS‏ 


طاري 
p‏ 


تلوين كلي 
مخمنة التلوين الكلي 


مجموعة سيطرة كلية 


أحادي مقياس كلي 
صلب بالنسبة إلى 
خشونة. صلابة 
oe‏ 


أثر 
الإشارات الضوئية 


مسرب 


مسرب من لا إلى ۷ 


Jag دالة‎ 


Ja‏ من 
بیان موجه Bate‏ 


Sate بیان‎ 


توجيه مط 


خاصية التعدي (علاقة) 


7, 440-1, 450-1 

Tic-Tac- Toe 120 

tolerace (of path)177-80 
TONCAS 28-9, 44, 110, 136, 
184. 225, 246 

toroidal 266-8, 272, 341 
torus 266-9, 272, 317 
total coloring 411, 423 
Total Coloring Conjecture 
411 

total dominating set 117, 
122 

totally unimodular 469 
t-tough 288 

toughness 288, 292, 297 
tounament 62-6, 190, 200, 
293, 299, 329, 393, 413, 
428, 450-1 

trace 453-4 

traffic lights 201, 266, 328 
trail 20, 26-34, 60, 64, 77, 
90, 100, 106, 173, 295, 
313, 380, 393, 6 

u, v-trail 20, 34 
transformation 47, $9, 64, 
135, 138, 141, 168, 171, 
182-3, 186, 189, 285, 
292, 360, 422, 494, 499- 
502 

transformation from 499 
transitive digraph 228, 413, 
424 

transitive graph 14, 18 
transitive orientation 228, 
231, 331, 413 

transitive property (rela- 
tions) 490 
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مواءمة موزونة 

خاصية الترتيب الحسن 
عجلة 

نظرية وتني 

iul معامل‎ 


استراتيجية الريح 


نظرية ودال 
شكل الكلمة للنبديلة 


تدفق صفري 


weak absorption property خاصية الامتصاص الضعيفة‎ 
351, 354, 356, 374, 377 
weak elimination property 
352, 353, 359, 373-5 


weighted matching 128-6, 
خاصية الاختزال الضعيفة‎ 
Well Ordering Property 19, 


wheel (K1 V Cn-1) 174,229 
Whitney's Theorem 166 
Wiener index 72 


weak duality 323, 367, 376 
weak elimination property خاصية الاختزال الضعيفة‎ 
352-3, 355-6, 359, 373-5 

weakly chordal graph 330-1, 


قسمة (شطر) الرؤوس 


wh, بيان جزئي محذوف‎ winning strategy 57, 74, 


weakly connected $6, 60 Woodall's Theorem 420, 424 
weighted average 389,427 موزون‎ (Jaze) متوسط‎ 
weighted cover 125-9 
weighted graph 95-8, 103-6, 
134, 190, 372, 377, 494, 


word form of permutation 


(mzio) موزون‎ gly zero flow 176, 180-1, 184, 


weighted intersection graph 


فهرس المواضيع 


vertex duplication 321-2, 
248 

vertex ordering 6, 55, 194- 
202, 298, 331-2, 428, 451 
vertex separtor 231, 345 
vertex set 2 

vertex split 
vertex-color-critical 218 
vertex-deleted subgraphs 
37-8 

vertex-transitiva 14, 18 


Vizing's Theorem 275, 284- 


5,399, 409 

Wegner's Theorem 269 
walk 20-2, 24-5, 31-3, 48, 
57-8, 60, 63, 65, 99, 203, 
236-9, 392, 455, 458, 461 
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توي وزازة التعليم العالي في المملكة العربية السعودية اهتماما Lally‏ بتنمية العجتمع؛ حية 
تسعى جاهدة إلى توفير Aio‏ محفزة على الابتكارء قادرة على الإسهام في التحول إلى مجتمع 
المعرفة؛ وتعزيز التنمية المستدامة. 


ويأتي مشروع وزارة التعليم العالي لترجمة الكتب المتخصصة في مرحلته الثانية ضمن 
سلسلة من مختلف التخصصات العلمية يتم فيها ترجمة نخبة من المقررات الجامعية 
العالمية. من قبل فرق أكاديمية متخصصة؛ إسهاماً في تلبية احتياجات الطلاب والباحثين 
في جميع فروع المعرفة. والعلوم الحديثة على وجه الخصوص. 335( قائمة أولويات واضحة 
للاحتياجات الراهنة والمستقبلية. وتعد المرحلة الثانية استكمالاً للمرحلة الأولى التي ركزت 
على (ترجمة كتب التطوير الأكاديمي). فتناولت تطوير العملية التعليمية. وتطوير النظام 
الإداريء وصدر منها أكثر من (AY)‏ گقابا: 


وتعتمد الوزارة كثيراً مخ المعايير المحكمة في اختيار الكف الثرجمة:مق بينها أن تكون 
الكتب قد حازت قبولاً وانتشاراً في المؤسسات الجامعية ذات الشهرة العالميةء إضافة إلى 
إثرائها المحتوى العربي؛ كونها مراجع أساسية تخدم مختلف التخصصات. oel g‏ فيها أن 
تتلاءم مع ما يدرس في جامعاتنا؛ لتكون متاحة للطلبة والباحثين في جامعات المملكة العربية 
السعودية خاصة؛ وفي العالم العربي Lele‏ وترفد الطلاب بمراجع لا غنى عنها في المعرفة. 
وتسهم في تعزيز التواصل الحضاري والثقافي ونقل المعرفة. 
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